VI Analysis in metrischen Raumen

Welche Motive veranlassen Mathematiker, Rdume von unendlicher Dimension ein-
zufiihren, eine Folge reeller Zahlen als einen Punkt in einem Folgenraum und eine
Funktion als einen Punkt in einem Funktionenraum anzusehen? Zwei Problemkreise
bildeten die treibende Kraft fiir die Entwicklung dieser Konzepte: zum Einen handelt
es sich um Integralgleichungen der Form

u(t) + /0 k(t, $)u(s)ds = f(s), s € [0,1]

mit gegebenem Kern k£ und rechter Seite f und dem Ziel eine Losung u zu finden. Zum
Anderen sind es Variationsprobleme der Form

F(u) = /0 f(s,u(s),u'(s))ds = min, u€ X,

fiir eine gegebene Funktion f und eine gegebene Menge X von Funktionen mit dem Ziel
eine Funktion 7w € X zu finden, fiir welche F' ihr Minimum annimmt. DAVID HILBERT
(1862-1943) erkannte, dass sich obige Integralgleichungen als lineare Gleichungssyste-
me im — heute sogenananten — Hilbertschen Folgenraum ¢? behandeln lassen.

Ein anderer Ansatz zur Losung obiger Integralgleichungen besteht darin, diese Glei-
chungen iterativ zu l6sen, also als Limes einer als u;1(t) = f(s) — fol k(t, s)u;(s)ds
definierten Folge. Bei den anstehenden Konvergenzbetrachtungen ist es dann ganz
natiirlich und auch sehr hilfreich, eine Funktion als Element eines Raumes zu ver-
stehen. Diese Vorstellung ist auch bei Variationsproblemen ganz natiirlich: hier setzt
man bei der Suche nach einem Minimum in F' Argumente u ein, mit dem Unterschied,
dass, im Gegensatz zu bisher, die Argumente u nun selbst Funktionen sind.
MAURICE FRECHET (1878-1937) fiihrte in seiner Doktorarbeit 1906 den abstrakten
Begriff des metrischen Raumes ein, ein Begriff, welcher heute noch von grofiler Bedeu-
tung ist, da er es erlaubt Konvergenz- und Stetigkeitsbetrachtungen auf einheitliche
und anschauliche Art und Weise zu behandeln. Die Konvergenztheorie fiihrt dann auf
den Begriff des vollstindigen, metrischen Raumes, der auf Fréchet und FELIX HAUS-
DORFF (1868-1942) zuriickgeht.

Eine besonders wichtige Klasse vollstdndiger, metrischer Rdume sind Banachrdume.
Dieser auf STEFAN BANACH (1892-1945) zuriickgehende Begriff ist in der heutigen,
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140 Kapitel VI Analysis in metrischen Rdumen

modernen Analysis von enormer Wichtigkeit und fut auf dem Begriff des normier-
ten Vektorraums. Unter den Banachriumen spielen diejenigen Rdume, deren Norm
durch ein Skalarprodunkt definiert werden kann, eine wichtige Sonderrolle. Diese wer-
den heute Hilbertrdume genannt und wurden axiomatisch erstmals von JOHN VON
NEUMANN (1903-1957) im Jahre 1929 eingefiihrt. Sie spielen insbesondere in der
Quantenmechanik eine zentrale Rolle.

Im folgenden Kapitel beschéftigen wir uns zunéchst mit den grundlegenden topologi-
schen Grundbegriffen, wie Umgebungen und offenen Mengen in metrischen Rdumen.
Abschnitt 2 dehnt diese Betrachtungen in natiirlicher Weise auf Konvergenz von Fol-
gen und Stetigkeit von Funktionen in metrischen Riumen aus. Hier wird auch der
Begriff eines vollstindingen metrischen oder normierten Raumes eingefiihrt. In Ab-
schnitt 3 werden kompakte Mengen via der Uberdeckungseigenschaft eingefiihrt; fer-
ner wird gezeigt dass in metrischen Rdumen die Begriffe ,,iiberdeckungskompakt® und
,folgenkompakt® iibereinstimmen. Somit lassen sich die grundlegenden Eigenschaften
stetiger Funktionen definiert auf kompakten Teilmengen des R" problemlos auf me-
trische Rdume iibertragen. Den Abschluss dieses Kapitels bildet ein Abschnitt iiber
stetige Funktionen definiert auf zusammenhingenden Mengen. Der Zusammenhang ist
nichtzuletzt von Wichtigkeit, da er eine topologische Invariante darstellt.

1 Topologie metrischer Raume

In der Analysis treten neben den bisher untersuchten R" und C" noch viele weitere
Raume mit einer Umgebungs- bzw. Abstandsstruktur auf. Wichtige Klassen in die-
sem Zusammenhang bilden die normierten und metrischen Rdume. In letzteren wird
der ,Abstand“ zweier Punkte z und y durch die Zahl d(z,y) beschrieben, wobei d
eine Metrik ist, ein Abstandsbegriff, welchen wir im Folgenden axiomatisch definie-
ren. Unser Ziel ist es, die schon bekannten topologischen Grundbegriffe des R" auf
einen metrischen Raum auszudehnen. Hierbei wollen wir bei der Definition der Begrif-
fe ,,Umgebung®, ,offene Menge“, ,,Konvergenz“ und ,,Haufungspunkt® die bekannte
Begriffsbildung fiir den R® nachahmen.
Wir beginnen mit der Definition der Metrik und des metrischen Raums.

1.1 Definition. (Metrischer Raum). Es sei M # () eine Menge. Eine Funktion
d:MxM—R

heifit Metrik auf M, falls fiir alle z,y, 2 € M die folgenden Bedingungen gelten:

M1) d(z,y) = 0 < = =y (Definitheit)

M2) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

M3) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)
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Das Paar (M, d) heifit metrischer Raum. Die Zahl d(z,y) heiit Abstand der Punkte z
und y.

Bemerkung. Es gilt d(z,y) > 0 fiir alle z,y € M, denn es ist
0=d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) = 2d(z,y).

Im Folgenden erldutern wir die Definition des metrischen Raumes anhand von Beispie-
len.

1.2 Beispiele. a) Fiir z,y € K definieren wir durch

d(z,y) = |z -y

die Fuklidische Metrik.
b) Ist M eine beliebige Menge, so definiert die Vorschrift

) ={ 257

eine Metrik auf M, die sogenannte diskrete Metrik.
c) Ist X € M und (M, d) ein metrischer Raum, so definiert

dx : X x X =R, dx(z,y) :=d(z,y), z,y € X,

eine Metrik auf X, die sogenannte induzierte Metrik.

Eine sehr wichtige Unterklasse der metrischen Rdume sind normierte Rdume. Um diese
genauer zu studieren, beginnen wir zunichst mit dem Begriff der Norm auf einem
Vektorraum.

1.3 Definition. Es sei V' ein Vektoraum iiber K. Die Abbildung
|-]:V—=R

heifit Norm auf V, falls fiir alle z,y € V und alle A € K die folgenden Bedingungen
gelten:

N1) ||z|| = 0 & = = 0 (Definitheit)
N2) ||[Az|| = |Al||lz]] (Homogenitit)
N3) ||z +yl|| < ||z|| + ||y|| (Dreiecksungleichung).

Das Paar (V.|| - ||) heifit normierter Vektorraum.
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1.4 Bemerkungen. a) Ist (V|| - ||) ein normierter Vektoraum, so definiert
d(z,y) =z —yll, zyeV,

eine Metrik auf V. Versehen mit dieser kanonischen Metrik wird also jeder normierte
Vektorraum zum metrischen Raum.
b) Die folgenden Eigenschaften der Norm ergeben sich unmitelbar aus der Definition:

i) ||z|| > 0 fiir alle z € V.
i) o —yll = lllzll = llylll, zyeV.

1.5 Beispiele. a) Es sei 1 < p < oo und n > 1. Definiert man die sogenannte p-Norm
durch

Y

n 1
||"E||P = ||(371,...,3:n)||p = (ZiZI |xi|p)p ’]' Sp< S
maXj<i<n lzi| ,p=o00

so ist (K", || - ||;) ein normierter Vektorraum.

Die Norm || -||2 heifit auch euklidische Norm; die Norm || - || wird oft auch Mazimums-
norm genannt.

Die geometrische Gestalt einer Kugel in einem normierten Raum héngt natiirlich von
der gewidhlten Norm ab. Die unten stehenden Abbildungen zeigen die Einheitskugel in
R?, d.h. B1(0) := {z € R?;||z||, < 1} beziiglich der p-Normen fiir p = 1,2 und p = co.

b) Auf dem Vektorraum V der stetigen Funktionen auf einem kompakten Intervall
[a,b], d.h. V = Cla,b] ={f : [a,b] — K : f stetig} definiert die Vorschrift

1

(Jirwpa)", 1<p <o

sup |f(z)], p=o0
z€[a,b]

11l :=

eine Norm auf V. Der erste Ausdruck wird als I”-Norm bezeichnet, der zweite als
Supremumsnorm. Die LP-Norm spielt eine zentrale Rolle in der harmonischen Analysis.
c) Es sei ¢ := {(zn)nen : (Tn)nen konvergent} der Raum der konvergenten Folgen und
x := (z,). Dann definiert

1Z]lo0 == [|(#n)nenlloo := sup |z
neN
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eine Norm auf c.

Im Folgenden iibertragen wir die uns aus dem R" schon bekannten topologischen
Grundbegriffe wie etwa Umgebungen, offene bzw. abgeschlossene Mengen auf allge-
meine metrische Ridume (M, d).

1.6 Definition. Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann heifit

a) fir z € M und € > 0 die Menge U.(z) := {y € M : d(z,y) < €} e-Umgebung von
z.

b) U C M Umgebung von z, falls ein € > 0 existiert mit U, (z) C U.

c) O C M offen, falls fiir jedes z € O ein €, > 0 existiert mit U, (z) C O.

d) A C M abgeschlossen, falls M\ A offen ist.

e) X C M beschrinkt, falls ein x € M und ein r > 0 existiert mit X C U,(z).

f) © € M Randpunkt der Menge X C M, falls jede Umgebung von x sowohl einen
Punkt aus X als auch einen Punkt aus M\ X enthélt. Setzt man
i) 0X :={z € M : z ist Randpunkt von X}, so heifit 0X der Rand von X,
ii) X := X\0X, so heiBt X das Innere von X. Ein Element z € X heifit innerer
Punkt von X.

g) x € M Hdiufungspunkt der Menge X C M, falls jede Umgebung von x unendlich
viele Punkte aus X enthélt. Setzt man

X :={z € M : 1 € X oder z ist Hiufungspunkt von X},

so heifit X der Abschluf von X.

Die obigen Begriffsbildungen sind konsistent mit den entsprechenden fiir K", die in
Kapitel II1.2 in Analysis I getroffen wurden. Dies bedeutet insbesondere, dass sich
viele der dortigen Beweise iiber topologische Gegebenheiten direkt auf metrische Rdume
iibertragen lassen, indem man nur |z — y| durch d(z,y) ersetzt.

1.7 Satz. (Hausdorffsches Trennungsaxiom). Ist (M, d) ein metrischer Raum und sind
z,y € M mit x # vy, so existieren Umgebungen U, und Uy, von x bzw. y mit U,NU, = 0.
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Beweis. Fiir € := 2d(z,y) setzen wir U, := U,(x) und U, := U, (y). Fallsein z € U,NT,
existieren wiirde, so wére

2e =d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) <e+e=2e.

Widerspruch.

Ganz analog wie in K" beweisen wir das folgende Resultat.

1.8 Lemma. In einem metrischen Raum (M,d) gilt:

a) Beliebige Vereinigungen und endliche Schnitte offener Mengen sind offen.

b) Beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abge-
schlossen.

Der Beweis verlduft ganz analog zum Beweis von Satz I11.2.6. Wir ersetzen in diesem
Fall nur |z — y| durch d(z,y).

1.9 Definition. Zwei Normen || - ||; und || - || auf einem normierten Vektorraum V
heiflen dquivalent, falls zwei Konstanten ¢, C' > 0 existieren, derart dass

(1.1) cllzlli < ||zl < Cllz||1, fiir allex € V

gilt.

Offensichtlich sind die oben betrachteten Normen ||f||; und | f|lw auf C[0,1] nicht
dquivalent, denn betrachtet man die Funktionenfolgen (f,),en gegeben durch

s0 gilt || fullee = 1 fiir alle n € N, aber || f,||; = 5 fiir alle n € N,
Andererseits sind die euklidische Norm und die Maximumsnorm auf R dquivalent, was
unmittelbar aus der Abschéitzung

12llo0 < [lzll2 < v/nllz]loo

folgt.
Wir beweisen im Folgenden, dass auf einem endlichdimensionalen Vektorraum alle
Normen dquivalent sind.

1.10 Theorem. Auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum sind alle Normen
dquivalent.
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Beweis. a) Wir beweisen die Aussage zunichst fiir R” und notieren, dass es geniigt zu
zeigen, dass jede Norm || - || auf R” dquivalent zur euklidischen Norm || - || ist.

Sei also ||-|| eine Norm auf R™ und e; der j-te Einheitsvektor. Dann ist x = (1, ...,2,)T =
>_j—1 Tje; und die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung impliziert

(1.2) lzll = 11> zieill < Y lwjlllell < Clalls,
i=1 j=1

wobei C = (37, [le;[1%)? gilt.
Um die Abschétzung nach links in der Ungleichung (1.1) zu zeigen, setze

c = inf{||z|| : z € S},

wobei S := {z € R" : ||z|]|s = 1} die euklidische Einheitssphére bezeichnet. Im Fol-
genden zeigen wir, dass ¢ > 0 gilt. Nehmen wir an, dass ¢ = 0 ist, so gibt es in S
eine Folge (zx)reny mit limy_ o [|zx|| = 0. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl aus
Analysis I (vgl. Kapitel I1.2) besitzt (xg)ren eine beziiglich der euklidischen Norm
konvergente Teilfolge, ebenfalls bezeichnet mit (xj)gen, mit Grenzwert a € S, da
1 =limgeo(22 4+ ... +22) =0+ ...+ d’.

Andererseits folgt aus (1.2), dass fiir jedes k£ € N gilt

lall < lla =zl + [lzel] < Clla = zillz + [zl

Fiir £ — oo folgt ||al]| = 0, also a = 0, im Widerspruch dazu, dass a € S gilt. Somit ist
also ¢ > 0.
Fiir z # 0 ist z/||z||2 € S; somit gilt ¢ < ||z/||z]||2]| und daher

clleflz < l]l.

Da diese Ungleichung offensichtlich auch fiir z = 0 gilt, folgt die Behauptung fiir den
Fall R".

b) Es seien nun V ein beliebiger K-Vektorraum und || - || bzw. || - ||~ zwei Normen
auf V. Ist ¢ : R* — V ein Isomorphismus von R® auf V', und setzt man

[]lg := llé(x)]| und |jz[g" := llo(=)]™,
so folgt die Behauptung aus Teil a).

1.11 Bemerkung. Das obige Theorem hat wichtige Konsequenzen. Es besagt insbe-
sondere, dass die oben eingefiihrten topologischen Grundbegriffe wie Umgebung, offe-
ne Menge und Haufungspunkt in einem endlichdimensionalen normierten Vektorraum
nicht von der gewihlten Norm abhéngen.
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2 Konvergenz und Stetigkeit

Im Folgenden iibertragen wir die Begriffe der Konvergenz von Folgen und der Stetigkeit
von Funktionen von K" auf allgemeine metrische Raume (M, d).

2.1 Definition. Es sei (M, d) ein metrischer Raum.
a) Eine Folge (z;)jen C M heifit konvergent gegen x € M, falls fiir jede Umgebung U
von z ein Ny € N existiert mit

xz; € U, fiir alle 7 > N.

In diesem Fall schreibt man z = lim;_,o, 2; und nennt = den Limes der Folge (z;) en.
b) Eine Folge (zj)jen C M heifit beschrinkt, falls die Menge {z; : j € N} C M
beschrénkt ist.
¢) Ein Element « € M heifit Hiufungspunkt der Folge (z;) en in M, falls jede Umgebung
von z unendlich viele Folgenglieder enthilt.
d) Eine Folge (z;)jen C M heifit Cauchyfolge, falls fiir jedes € > 0 ein Ny € N existiert
mit der Eigenschaft

d(xn, xm) < e, fiir alle n,m > Np.

Wir bemerken an dieser Stelle, dass ein Hiufungspunkt der Menge {zj : k¥ € N} auch
ein Haufungspunkt der Folge (z)ken ist. Die Umkehrung gilt jedoch im Allgemeinen
wie schon in der Situation von R nicht.

Die folgenden Aussagen konnen analog zu den jeweiligen Aussagen aus Analysis I leicht
aus den obigen Definitionen hergeleitet werden.
2.2 Satz. FEs gelten die folgenden Aussagen:

a) Der Limes einer konvergenten Folge ist eindeutig.

b) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

¢) Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.

d) z ist genau dann Hiufungspunkt einer Folge, wenn diese eine gegen x konvergente
Teilfolge besitzt.

e) Eine Menge A C M ist genau dann abgeschlossen, wenn fir jede Folge (z;)jen C
A, welche in M konvergiert, gilt lim;_,., x; € A.

Wir iibertragen nun den Begriff der Stetigkeit einer Funktion definiert auf einer Teil-
menge des R” auf Abbildungen eines metrischen Raumes in einen anderen.
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2.3 Definition. (Stetigkeit). Es seien (M,djs) und (N, dy) metrische Rdume. Eine
Abbildung f : M — N heif3t stetig in ©y € M, falls fiir jede Umgebung V' von
f(zo) € N eine Umgebung U von z, existiert mit f(U) C V.

Das folgende Theorem charakterisiert stetige Funktionen in Termen der ¢ — §-Stetigkeit
und der Folgenstetigkeit.

2.4 Theorem. (Charakterisierung stetiger Funktionen). Es sei f : M — N eine Funk-
tion zwischen zwei metrischen Raumen (M, dy) und (N,dy). Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

a) f ist stetig in xo € M

b) (e — §-Stetigkeit). Fiir alle € > 0 existiert ein 6 > 0 mit der Eigenschaft:

dM(,T,l'()) <d= dN(f(x),f(xo)) <e.
c¢) (Folgenstetigkeit). Fir jede Folge (zy)n>1 C M mit limy,_,o ©, = zo gilt

lim f(z,) = f(zo).

n—oo

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen a) und b) folgt unmittelbar aus der Definition
des Begrifts der Umgebung.

Ferner folgt die Aquivalenz der Aussagen b) und c) wie im Beweis von Satz III.1.2 in
Analysis I, indem wir |z — y| durch dy(z,y) und |f(z) — f(y)| durch dn(f(2), f(v))
ersetzen.

0

2.5 Theorem. Es seien (M,dy) und (N, dy) metrische Rdume und f : M — N eine
Funktion. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) f ist stetig.
ii) f1(A) ist abgeschlossen in M fiir alle in N abgeschlossenen Mengen A C N.

iii) f~1(O) ist offen in M fiir alle in N offenen Mengen O C N.
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Der Beweis verlauft wortwortlich zu demjenigen von Theorem I11.2.17, indem wir wie-
derum |z — y| durch dy/(z,y) und | f(z) — f(y)| durch dy(z,y) ersetzen.

Wir untersuchen nun speziell die Stetigkeit von linearen Abbildungen zwischen nor-
mierten Vektorrdumen. Es seien also V und W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung
T :V — W heifit lineare Abbildung oder linearer Operator, falls

T(az + By) =T (z)+ T(y), a,feKzyeV

gilt. Existiert fiir eine lineare Abbildung 7" : V' — W zwischen zwei normierten Vek-
torraumen (V|| - ||v) und (W, ]| - ||w) eine Konstante M > 0 mit

T (x)||lw < C, fiir alle z € V mit ||z||y <1,

so heifit T beschrinkt. Ublicherweise schreiben wir Tz anstelle von T'(z).

2.6 Satz. Fir eine lineare Abbildung T : V — W zwischen zwei normierten Vek-
torragumen (V.|| - ||v) und (W, || - ||w) sind folgende Aussagen dquivalent:

a) T ist stetig

b) T ist stetig in einem xq € V.

¢) Es existiert eine Konstante L > 0 mit ||Tx — Ty||lw < L||z — y||v fiir alle z,y € V.
d) T ist beschrinkt.

Beweis. Wir zeigen die folgenden Implikationen: a) = b) = d) = ¢) = b) = a).
Die Aussage a) = b) ist klar.
b) = d): Nach Voraussetzung existiert zu ¢ = 1 ein ¢ > 0 mit

T (x — zo)||w = ||Tx — Txollw < 1 fiir alle 2 € Us(zo) :={y €V : ||zo — y|| < 6}

Setzt man h := (z — x¢) € Us(0), so ist diese Aussage dquivalent zu ||Th|w < 1 fiir
alle h € Us(0), was wiederum #dquivalent zu ||T(5h)||w < 1 fiir alle h € U;(0) und
|IT(h)||lw < 1/ fiir alle h € U;(0) umformuliert werden kann. Dies bedeutet, dass T
beschrénkt ist.

d) = ¢): Es gelte ||Tx||w < M fiir alle x € U,(0). Dann folgt

T

[l

|7 ( w <M fiir alle 2 € V mit z # 0,

also ||Tz||w < M||z||v fiir alle z € V und somit
Tz — Tyllw < M||z — yl||v fiir alle z,y € V.

Die Aussage c) = b) ist klar; ferner beweisen wir die Aussage b) = a) in den Ubungen.
O
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2.7 Bemerkung. Im obigen Beweis der Implikation d) = ¢) haben wir auch bewiesen,
dass o
| Tzllw < M fiir alle z € Uy (0) & ||Tz||lw < M||z||y fir allez € V

gilt. Das Infimum {iber alle obigen Konstanten M, d.h.
IT|| =inf{M > 0 : ||Tz||w < M||z||v fiir alle z € V'}
heifit Operatornorm von T. Man kann ferner zeigen, dass

\T|| = sup{||Tz|lw :|z|]v <1} wund
Tzllw < [[Tlllzlly, =€V

gilt. Setzt man ferner
LV,W):={T:V — W : T ist linear und beschrinkt},

so wird (L(V,W), || - ||) ein normierter Vektorraum.

2.8 Beispiel. (Die Zeilensummennorm).Versieht man K" mit der Maximumsnorm
und betrachtet stetige lineare Abbildungen 7" auf K" in sich, so ist die zugehorige
Operatornorm gegeben durch

n
1T = m?XZ |aij],
i=1

n

wobei wir T durch die Matrix (a;;);;-, darstellen.

Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen R war fiir viele Resultate der Analysis I von zen-
traler Bedeutung. Wir definieren jetzt den Begriff der Vollsténdigkeit eines metrischen
Raumes analog zur Formulierung der Vollstindigkeit von R via Cauchyfolgen.

2.9 Definition. Ein metrischer Raum (M, d) heifit vollstindig, falls jede Cauchyfolge
in M konvergiert. Ferner wird ein vollstdndiger, normierter Vektorraum Banachraum
genannt.

Die obige Definition eines vollstindigen, normierten Vektoraums geht auf STEFAN
BANACH (1892-1945) zuriick, einem polnischen Mathematiker, von welchem grund-
legende Beitrige zur Funktionalanalysis stammen. Er sah, dass die meisten in diesem
Zusammenhang wichtige Resultate sich in R&umen abspielten, die neben der metrischen
Eigenschaft eine Vektorraumstruktur besitzen und dass der Abstand zweier Elemente
x und y sich aus der Differenz x — y ableitet.

Der weiter unten folgende Banachsche Fixpunktsatz ist auch heute noch einer der be-
deutendstenden Fixpunktsétze.
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2.10 Beispiele. a) Der Raum (K", || - ||,) versehen mit der || - ||,-Norm ist ein Banach-
raum.
b) Der Funktionenraum Cfa,b] versehen mit der Supremumsnorm || - || ist ein Ba-

nachraum fiir beliebige —0o < a < b < o0, da jede auf dem kompakten Intervall [a, b]
gleichméfig konvergente Folge stetiger Funktionen nach Theorem IV.4.6 eine stetige
Grenzfunktion besitzt.

¢) Versieht man den Raum C'[a,b] der stetig differenzierbaren Funktionen ebenfalls
mit der Supremumsnorm, so entsteht ein normierter Raum, der jedoch kein Banach-
raum ist; vgl. die Ubungen.

d) Versieht man hingegen C'[a,b] mit der Norm

LA = 11 oo + 11/ lloo

so ist (C'[a,b], || - ||) vollstéindig, also ein Banachraum. Der Beweis hiervon beruht auf
Theorem IV.4.7; vgl. die Ubungen.

e) Der Hilbertsche Folgenraum ¢ bestehend aus allen quadratsummierbaren Folgen
komplexer Zahlen, d.h. aus allen Folgen a = (a)jen = (a1, a2, . . .) mit

lalls :== (3 la;)'?, a€f?
7j=1

ist ein vollstdndiger normierter Vektorraum, also ein Banachraum. Fiir den Beweis
verweisen wir auf die Ubungen. Die Vorschrift

o0
<a,b>= Zajb—j’ a,b € 2
j=1

definiert auf ¢2 sogar ein Skalarprodukt. Vektorriume versehen mit einem Skalar-
produkt heilen Hilbertrdume, falls sie mit der vom Skalarprodukt induzierten Norm
vollstindig sind. Hilbertraume spielen in der Quantenmechanik eine massgebliche Rol-
le; der Begriff des Hilbertraums geht auf DAVID HILBERT (1862-1943) zuriick, der
erkannte, dass gewisse Integralgleichungen sich in lineare Gleichungssysteme in ¢ iiber-
setzen lassen.

Fixpunktsidtze haben vielfiltige Anwendungen in der Mathematik. Der folgende Ba-
nachsche Fixpunktsatz besagt, dass eine strikte Kontraktion auf einem vollstindigen
metrischen Raum genau einen Fixpunkt besitzt.

2.11 Theorem. (Banachscher Fixpunktsatz). Es sei (M,d) ein vollstindiger, metri-
scher Raum und F : M — M ewne strikte Kontraktion, d.h. es existiere eine Konstante
q <1 mit

d(F(z), F(y)) < qd(z,y), =z,y€ M.
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Dann besitzt F' genau einen Fizpunkt r € M, d.h. es existiert genau ein r € M mit
flr)=r.
Ferner konvergiert die rekursiv definierte Folge

Tnt1 = F(x,), neN

fiir beliebig gewdhltes xy € M gegen r.

Der Beweis verlduft wortwortlich analog zu Theorem I1.2.13 aus Analysis I, indem man
|z — y| durch d(z,y) ersetzt.
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3 Kompaktheit

Die von uns im Abschnitt II1.3 getroffene Definition der Kompaktheit einer Menge,
némlich die Uberdeckungskompaktheit, 1iBt sich auch auf metrische Riume iibertra-
gen. Hierbei verstehen wir analog zur Situation in Abschnitt I11.3 unter einer offenen
Uberdeckung einer Teilmenge K C M eines metrischen Raumes M eine Familie {O;}c;
offener Mengen in M derart, dass jedes x € M in mindestens einem der O; liegt, d.h.
dass gilt K C [J;¢; O

3.1 Definition. Eine Teilmenge K C M eines metrischen Raums M heifit kompakt,
falls jede offene Uberdeckung {O;}ic; von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt,
d.h. falls 7y,..., i, existieren mit

KCOZ'IU...UOZ'T.

3.2 Beispiele. a) Jede endliche Teilmenge eines metrischen Raums ist kompakt
b) Es sei (z,)nen €ine konvergente Folge in M mit z = lim,,_,, x,. Dann ist

K :={z,:neN}U{z}

kompakt in M.

c) Eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist wiederum kompakt, d.h.
ist K kompakt in M und A C K abgeschlossen, so ist A kompakt. Der Beweis verlauft
wortwortlich analog zu demjenigen von Lemma II1.3.4.

Ausgehend von dieser abstrakten Definition wollen wir nun kompakte Mengen in me-
trischen Rdumen charakterisieren. Wir erinnern uns zunéchst an die Situation des R”,
in welcher wir kompakte Teilmengen des R* nach dem Satz von Heine-Borel als genau
diejenigen charakterisiert hatten, welche abgeschlossen und beschrinkt sind.

Wir werden in diesem Abschnitt beweisen, dass kompakte Teilmengen eines metrischen
Raums weiterhin abgeschlossen und beschréinkt sind. Die Umkehrung ist jedoch in all-
gemeinen metrischen Rdumen nicht mehr giiltig. Ein Beispiel hierfiir ist der Raum
C0, ] versehen mit der Supremumsnorm, vgl. das Beispiel 3.5 ¢) unten.

Wir zeigen im folgenden Theorem jedoch, dass in metrischen Rdumen eine Menge genau
dann kompakt ist, wenn sie folgenkompakt ist.

3.3 Theorem. Fiir eine nichtleere Teilmenge K eines metrischen Raumes M sind die
folgenden Ausagen dquivalent:

i) K ist kompakt (Uberdeckungskompaktheit).

i) Jede Folge (zn)nen C K besitzt eine konvergente Teilfolge (Ty;) jen mit lim; o0 Ty, €
K (Folgenkompaktheit).
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iii) Jede Folge (x,)nen C K besitzt einen Hiufungspunkt in K.

Beweis. i) = ii): wird exakt wie in Theorem II1.3.11 bewiesen.

i1) < ii1): ist bereits in Satz 2.2 d) bewiesen.

i) = 1): Es sei (O;)ies eine offene Uberdeckung von K.

Schritt 1: es existiert ein 0 > 0, so daf} fiir alle x € K ein i € [ existiert mit Us(x) C O;.
Wie nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann existiert fiir alle n € N ein z, € K
mit Uyn(2,) ¢ O; fiir alle 4 € 1. Nach Voraussetzung besitzt die Folge (2)nen eine
konvergente Teilfolge mit = := lim; ,o, ¥y, € K, also z € Oy fiir ein j € I. Da O; offen
ist gilt U.(z) C O; fiir geeignetes € > 0. Wir wéhlen nun / € N mit [ > 2/¢ und

d(z,z) < e/2.

Dann ist Uy i(z;) C Uz (x) C O; im Widerspruch zur obigen Eigenschaft, dass Uy jn(2,) ¢
O; fur alle 1 € 1.

Schritt 2: Fiir alle 6 > 0 existieren o, ...,z, € K mit K C |J;_, Us(x).

Wir nehmen wiederum an, dass die Behauptung falsch sei. Dann existiert 6 > 0 mit
K ¢ U, Us(x) fiir beliebiges n € N und beliebige Punkte zg, z1, ..., z, € K. Wihle
nun zo € K; dann ist K ¢ Us(zo). Es existiert daher ein x; € K\Us(zo) und es gilt

K ¢ Ug(l‘o) U U(;(acl)

Wir erhalten auf diese Weise rekursiv eine Folge (2, )neny € K mit

Tns1 € K\((JUs(xy)).-

=0

Diese Folge erfiillt nach Konstruktion
d(xp, Ty) > 6, fiir alle n,m € N mit n # m;

daher kann keine Teilfolge von (z,)nen eine Cauchyfolge sein und daher kann auch
keine Teilfolge der Folge (z,)nen konvergent sein. Widerspruch!

Schritt 3: Wir wihlen nun § > 0 wie in Schritt 1 und Punkte zg,...,z, € K wie in
Schritt 2. Dann gilt

n n
K c|JUs(z) c o
k=0 1=0
fiir geeignete g,...,7 € I.
O
Die obige Charakterisierung kompakter Mengen in metrischen Rdumen durch die
Folgenkompaktheit erlaubt es uns wortwortlich analog zur Situation von R” zu zeigen,
dass kompakte Mengen immer abgeschlossen und beschrinkt sind. Wir halten diese
wichtige Beobachtung explizit im folgenden Korollar fest.
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3.4 Korollar. Eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist abgeschlossen
und beschrdnkt.

3.5 Beispiele. a) Es sei M eine unendliche Menge versehen mit der diskreten Metrik.
Dann ist M abgeschlossen und beschrinkt, aber nicht kompakt.

b) Wie in Beispiel 1.5 ¢) betrachten wir den Raum ¢ der konvergenten Folgen versehen
mit der Supremumsnorm. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel in ¢, d.h.

B1(0) := {(xn)nen € ¢ : |z,| < 1 fiir alle n € N}

abgeschlossen und beschriinkt, aber nicht kompakt. Zum Beweis sei e, := (0,0,...,1,0,...
der n-te Einheitsvektor in ¢ mit 1 an der n-ten Stelle. Dann ist ||e, — e, ||oc = 1 fiir alle
n # m, welches bedeutet dass die Folge (e,)nen C Bi(0) keine konvergente Teilfolge

besitzt und somit B;(0) nicht kompakt sein kann.
c) Die abgeschlossene Einheitskugel

B1(0) :={f € Cl0, 7] : | flloo < 1}

des Banachraums (C0, 7], || - ||oo) ist nicht folgenkompakt und daher auch nicht kom-
pakt. Ansonsten hitte die Folge der Funktionen (f;);jen C Bi(0) definiert durch f; :
[0,7] = C, f;(z) := %" eine konvergente Teilfolge, was aber wegen ||fx — filloo = 2
fiir alle I # £ unmoglich ist. o

d) Allgemeiner kann man zeigen, dass die abgeschlossene Einheitskugel B;(0) := {z €
V :||z|| < 1} eines normierten Vektorraums genau dann kompakt ist, wenn dim V' < oo
gilt.

3.6 Korollar. Ein kompakter, metrischer Raum (M, d) ist vollstindig.

Beweis. Es sei (2,)nen C M eine Cauchyfolge. Nach obigem Theorem 3.3 besitzt diese
eine Teilfolge (7y; ) jen, welche in M konvergiert. Setzt man x := lim;_,o, 7y, S0 existiert
zu gegebenem ¢ > 0 ein Ny € N mit

g/2 fiir alle m,j > Ny und
e/2 fiir alle j > Np;

d(Tp;, Trm) <
d(®, Tn;) <

also gilt
d(z, Tm) < d(T, Tny,) + A(Toy,, Tm) < €/2+¢/2=¢ fiir alle m > Ny,

welches x = lim,,,_,o T,, € M bedeutet.
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In Abschnitt I11.3 studierten wir im Detail Eigenschaften stetiger Funktionen welche auf
einer kompakten Menge des R" definiert waren, wie etwa den Satz iiber die Annahme
eines Maximums (vgl. Satz I11.3.9) oder den Satz iiber die gleichmifBige Stetigkeit (vgl.
I11.3.13). Im Folgenden iibertragen wir diese Eigenschaften nun auf stetige Funktionen,
welche auf einer kompakten Teilmenge eines beliebigen metrischen Raums definiert
sind. Wichtige Aussagen der heutigen Analysis beruhen auf diesen Eigenschaften.

3.7 Satz. (Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt). Es seien M und N me-
trische Rdaume und f : M — N eine stetige Funktion. Ist M kompakt, so ist auch
f(M) C N kompakt.

Der Beweis verlduft ganz analog zum Beweis von Theorem II1.3.7.

3.8 Korollar. Ist f : M — R stetig und M kompakt, so nimmt f ein Minimum bzw.
Mazimum an.

Der Beweis verlduft ganz analog zum Beweis von Theorem I11.3.9.

3.9 Korollar. Ist f : M — N stetig und bijektiv und M kompakt, so ist f=1 : N — M
ebenfalls stetig.

Beweis. Nach Theorem 2.5 geniigt es zu zeigen, dass f(A) abgeschlossen ist fiir alle in
M abgeschlossenen Teilmengen A C M. Nach Beispiel 3.2 ¢) ist A als abgeschlossene
Teilmenge einer kompakten Menge wiederum kompakt. Der obige Satz 3.7 impliziert,
dass f(A) ebenfalls kompakt ist; wegen des obigen Korollars 3.4 also inbesondere auch
abgeschlossen.

O

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch gleichméflig stetige Funktio-
nen auf metrischen Rdumen. In Analogie zur Situation von Analysis I, nennen wir
eine Funktion f : M — N zwischen zwei metrischen Rdumen (M, dy;) und (N, dy)
gleichmdflig stetig, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit

dy(f(z), f(y)) <e fiir alle z,y € M mit dy(z,y) < 9.

Es gilt dann das folgende Resultat.

3.10 Satz. Es sei f : M — N eine stetige Funktion zwischen zwei metrischen Rdaumen
M und N. Ist M kompakt, so ist f gleichmdfSig stetig.

Der Beweis verlduft wiederum wortwortlich wie in Satz 111.3.13.
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4 Zusammenhang

Der Zwischenwertsatz aus Analysis I war ein wichtiger Bestandteil im Aufbau der
Analysis. Wir verallgemeinern diesen Satz, welchen wir in Abschnitt II1.1 fiir Intervalle
formuliert hatten, nun auf stetige Funktionen deren Definitionsbereich eine zusam-
menhéingende Teilmenge eines metrischen Raumes ist.

4.1 Definition. Ein metrischer Raum M heifit zusammenhdingend, falls keine Zerle-
gung M = X UY existiert, in der X und Y disjunkt, offen und nicht leer sind.

Eine Menge X C M heifit zusammenhdingend, falls (X, dx) als metrischer Raum zu-
sammenh#ngend ist.

4.2 Beispiele. a) R" ist zusammenhingend.

b) Eine Menge M C R mit mindestens zwei Elementen ist genau dann zusammenhéngend,
wenn sie ein Intervall ist. Fiir den Beweis verweisen wir auf die Ubungen.

¢) Q C R ist nicht zusammenhéngend, denn es gilt

Q = (—OO, \/5) U (\/57 OO)
d) Die Menge M = {z € R? : 22 — 22 = 1} ist nicht zusammenhéingend.

Wir verallgemeinern nun den Satz II1.1.11 iiber stetige Bilder von Intervallen auf zu-
sammenhingende Mengen.

4.3 Satz. Es sei [ eine stetige Abbbildung zwischen zwei metrischen Riumen M und
N. Ist M zusammenhdngend, so ist auch f(M) zusammenhdingend.

Beweis. Nehmen wir an die Behauptung sei falsch. Dann géibe es disjunkte, nicht leere,
offene Mengen X und Y mit f(M) = X UY und man erhielte M = f~}(X)uU f~1(Y),
also einen Widerspruch.

d

Der Zwischenwertsatz in metrischen Rdumen lautet wie folgt.

4.4 Satz. Es seien M ein zusammenhdngender metrischer Raum, f : M — R eine
stetige Funktion und a,b € M. Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Der Beweis ist einfach: falls f(a) # f(b) gilt, so ist f(M) nach Beispiel 4.2 b) ein
Intervall.
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4.5 Beispiel. Wir betrachten die Gruppe
O(n,R) der orthogonalen n x n-Matrizen,

wobei A € O(n,R) genau dann, wenn A~' = A” gilt. Dann ist O(n,R) C R* nicht
zusammenhéngend.

In der Tat ist det : O(n,R) — R ein Polynom in n? Variablen, also insbesondere eine
stetige Funktion. Ferner gilt det diag(1,1,...,1) = 1 und det diag(—1,1,...,1) = —1.
Wire O(n,R) zusammenhéingend, so gibe es nach Satz 4.4 eine Matrix A € O(n,R)
mit det A = 0 im Widerspruch dazu, dass A invertierbar ist.

Ein weiterer Zusammenhangsbegriff ist ebenfalls von Bedeutung.

4.6 Definition. Ein metrischer Raum M heifit wegzusammenhdngend, falls es zu je
zwei Punkten a,b € M eine stetige Abbildung v : [a, ] =& M mit y(a) = a und

7(B) = b gibt.

Natiirliche Beispiele von wegzusammenhéngenden Mengen in R" fiir n > 2 sind

a) konvexe Mengen,

b) die Einheitssphire S"~!' = {z € R" : ||z||, = 1}, sowie

c) R*\{0}.

Im Folgenden untersuchen wir die Verbindung zwischen zusammenhéngenden und weg-
zusammenhingeden Mengen.

4.7 Satz. a) Fin wegzusammenhdingender metrischer Raum ist zusammenhdngend.
b) Eine zusammenhdngende offene Menge X eines normierten Vektorraums ist wegzu-
sammenhdngend.

Den nicht schwierigen Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Wir beenden diesen kurzen Abschnitt mit einem Beispiel, welches fiir den Orientie-
rungsbegriff von Vektorrdumen iiber R von grofler Bedeutung ist.

4.8 Beispiel. a) Es sei
G = GL(n,R) die Gruppe der reellen n x n-Matrizen A mit det A # 0.

Fassen wir G als Teilraum von R™’ auf, so ist die Gruppe G nicht zusammenhéngend.
Nehmen wir an, die Behautung wére falsch, so wire das Bild der stetigen Abbbildung
det : G — R zusammenhiingend; tatséchlich gilt aber det(G) = R\{0}. Widerspruch!
b) Bedeutend schwieriger zu beweisen ist die Tatsache, dass die Untergruppe

GL"(n,R) der reellen n X n-Matrizen A mit det A > 0

hingegen zusammenhéingend ist.
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Der Zusammenhang von metrischen Rdumen stellt eine wichtige topologische Invariante
dar. Sind M und N homéomorphe Réume, so ist M genau dann zusammenhéngend,
wenn dies auch fiir NV zutrifft. Hierbei heiflen M und N homdomorph, falls eine bijektive,
stetige Abbildung von M auf N existiert, deren Umkehrabbildung ebenfalls stetig ist.
Cantor bewies schon im Jahre 1878, dass R bijektiv auf R? abgebildet werden kann;
ferner zeigte Peano im Jahre 1890, dass es eine stetige Surjektion des Intervalls [0, 1]
auf das Quadrat [0,1] x [0,1] gibt. Da diese Abbildung nicht bijektiv und Cantor’s
Konstruktion nicht stetig ist, stellt sich die Frage nach einer homéomorphen Abbildung
von R" auf R™ fiir n # m. L. Brouwer bewies dann im Jahe 1911, dass es eine solche
Abbildung nicht geben kann. Wir beweisen hier nur den Spezialfall m = 1.

4.9 Satz. Es set n > 2. Dann ist ist R* nicht homéomorph zu R.

Beweis. Fiir n > 2 ist R*\{0} zusammenhéngend. Andererseits ist die Menge R\{z}
fiir kein 2 € R nach Beispiel 4.2 b) zusammenhéngend.
Gébe es einen Homéomorphismus f : R — R, so gidbe es auch einen solchen zwi-
schen R*"\{0} und R\{f(0)} im Widerspruch dazu, dass nach Satz 4.3 stetige Bilder
zusammenhinger Mengen wiederum zusammenhéngend sind.

O



VIl Differentialrechnung mehrerer
Veranderlicher

In diesem Kapitel erweitern wir die Differentialrechnung von Funktionen einer Va-
riablen auf solche mit mehreren Verdnderlichen. Wiederum lassen wir uns von der
zentralen Idee der linearen Approximierbarkeit leiten. Im Vergleich zu unseren bishe-
rigen Untersuchungen ist die Situation im Falle von Funktionen mehrerer Variablen
nun hingegen deutlich komplizierter, da die linearen Abbildungen in der mehrdimen-
sionalen Situation eine deutlich reichhalterigere Struktur besitzen als dies bei nur einer
Variablen der Fall ist.
Wir beginnen in Abschnitt 1 mit dem Begriff der Differenzierbarkeit.

1 Differenzierbare Abbildungen

In diesem Abschnitt betrachten wir R und R™ als normierte Vektordume und f : U —
R™ eine Abbildung definiert auf einer offenen Menge U C R". Von besonderer Wich-
tigkeit wird dann der Vektorraum L(R™ , R™), der Raum aller linearen Abbildungen
von R" in R™, sein, welchen wir mit der in Abschnitt V1.2 definierten Operatornorm
versehen. Die Betrachtungen in Abschnitt VI.2 implizieren, aufgrund der Endlichkeit
der Dimensionen, dass jede lineare Abbildung R* — R™ stetig und dass £(R", R™) ein
Banachraum ist.

Im Folgenden definieren wir die Differenzierbarkeit einer Funktion in einem Punkt
als Approximierbarkeit durch eine lineare Abbildung.

1.1 Definition. Es seien U C R"*, zqg € U ein innerer Punkt von U und f : U —
R™ eine Funktion. Dann heiflt f differenzierbar in xy € U, falls Abbildungen A €
L(R*,R™) und r : U - R™ existieren mit

f(x) = f(zo) + A(x —20) +7(2), x€U,
und

lim 77‘(%) =0
230 || — To|

gilt.

159
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1.2 Bemerkungen. a) Als Norm auf R” wihlen wir die Euklidische Norm. Wir no-
tieren jedoch, dass die obige Definition nach Theorem VI.1.10 unabhingig von der
gewahlten Norm ist.

b) Gilt n = m = 1, so ist die obige Definition konsistent mit derjenigen aus Kapitel
IV.1.

c)Ist f: U CR"— R™in zy € U differenzierbar, so ist die lineare Abbildung A in
Definition 1.1 eindeutig bestimmt, vgl. die Ubungen.

d) Die eindeutig bestimmte Abbildung A aus Defintion 1.1 heif8t die Ableitung oder
das Differential von f in xy. Wir schreiben

A= f'(zy) oder A= Df(x).

e) Wihlt man in R” und R™ kanonische Basen, so wird A € L(R",R™) durch eine
Matrix (@;;)mxn beschrieben. Fiir z € R* gilt dann

air ¢+ Qip Z1

Ax =

Am1 © ° OGmp T

Im Folgenden identifizieren wir stillschweigend eine lineare Abbildung A mit der sie
darstellenden Matrix (a;;).

1.3 Beispiel. Es sei B = (b;;) € M,(R) eine symmetrische Matrix und f : R* — R
definiert durch

f(z) :== (z|Bx) = Z bijTixj,
ij=1

wobei (-|-) das Skalarprodukt auf R™ bezeichnet. Dann gilt fiir 2o, h € R" und z =
o+ heR

f(x) = f(zo+h) = (x0+ h|Bzo+ Bh) = (x0|Bxo) + (20| Bh) + (h|Bxo) +(h|Bh)

- o

—2(Baolh)
= f(xg) + 2(Bzo|lx — z0) + (z — x| B(z — x0))

- 7
-~

=r(z)

= f(zo) + (2Bzo)" - (x — 2¢) + ().

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

r(2)| < |z = ol - [| B(z = zo)]
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und es gilt

()] asag
T <[ B(z —z)[| —0,
[l = ol|
da B : R* — R" stetig ist; vgl. die Ubungen. Daher ist f in z; € R* differenzierbar
und es gilt

f'(zo) = (2Bxo)T € L(R™,R) = (R")'.

1.4 Satz. Ist U C R" offen und f : U — R™ eine in xy € U differenzierbare Funktion,
so ist f in xqy stetig.

Beweis. Fiir x € U gilt

f(@) = f(zo) + f'(20) - (x — 20) +7(2)

Da die lienare Abbildung f'(x¢) nach Satz VI.2.6 stetig ist und da lim,_,,, 7(z) = 0
gilt, folgt lim,_,,, f(x) = f(xy), welches nach Satz VI.2.4 bedeutet, dass f in z, stetig
ist.

Ul

Betrachtet man eine in xy € U differenzierbare Funktion f : U — R™, so interessiert
man sich natiirlich fiir die Frage, wie man die Ableitung f'(z) € L(R",R™) konkret
berechnen kann. Wir verfolgen bei der Beantwortung dieser Frage die folgende Idee:
Da f'(xg) linear ist, geniigt es f'(xy) auf einer Basis {vy,...,v,} des R* zu kennen.
Wir berechnen daher zunéichst f'(zg)v fiir ein v € R” mit v # 0.

Hierzu setzen wir x = xo + tv mit t € R. Da U offen ist, existiert ein 6 > 0, so dass
x € U ist fiir alle ¢ mit [¢t| < §. Daher gilt mit den Bezeichnungen aus Definition 1.1

f(zo +tv) — flzo) 7"(33)
t t

f(@o)v =

Da lim;_,q @ = 0 gilt, erhalten wir

Flzo + 1)  f(zo)
t

! .
F'(wo)v = lim
Dies motiviert die folgende Definition.

1.5 Definition. Es sei U C R” offen, f : U — R™ eine Funktion, xy € U und
v € R*\ {0}. Existiert

D, f(zo) := lim f(@o + tv) — f(2o)

t—0 t

cR™,

so heifit D, f(xy) die Richtungsableitung von f in zy in Richtung v.
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1.6 Satz. Es sei f : U C R* — R™ eine differenzierbare Funktion in xq € U. Dann
existiert D, f(zo) fir alle v € R*"\{0} und es gilt

D, f(x¢) = D f(x) - v.

Bewers. Fiir v # 0 gilt
f(@o +tv) = f(z0) + Df(20)(tv) + r(z0 + tv)

mit lim;_,q % = 0. Daher gilt

f (o + tv) = f(=o)
t

r(zo + tv)
t )

= Df(.xo)’l) +

welches fiir ¢ — 0 die Behaupting impliziert.
O

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Umkehrung des obigen Satzes im Allgemeinen
falsch ist. Betrachte hierzu zum Beispiel die Funktion f : R?2 — R gegeben durch

f(.T,y) = { wg—gﬂ (l‘,y) ?é (0,0)

0 sonst.

Wir haben in Definition 1.5 die Richtungsableitung einer Funktion beziiglich einer
beliebigen Richtung definiert. Die Ableitung in Richtung der Koordinatenachsen ist
von besonderer Wichtigkeit.

1.7 Definition. a) Fiir die Ableitung in Richtung der Koordinatenachsen e; fiir j =
1,...,n schreibt man

0
0, (20) = 22 (an) := D (o) = lim
J

fwo + tej) — f(@o)
t ?

1<j<n,

und nennt 0; f (o) die partielle Ableitung von f in x, beziiglich e;.

b) Eine Funktion f : U C R* — R™ heifit in zq partiell differenzierbar, wenn alle
partiellen Ableitungen 0, f(zo), ..., 0nf(x0) in xy existieren; analog heifit f in zy stetig
partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen 0;f in x, existieren und stetig
sind.

Existiert 0; f (o) fiir ein j € 1,...,n, so gilt

1 . . . n
ajf(ﬂ?o) = ’lll_r)r(l) E[f(‘f(lb ce 7'%{) 173:{) + hvx{)—i—l’ - '7x0) - f(-’Eo)]
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d.h. f ist genau dann in z, partiell beziiglich z; differenzierbar, wenn die Abbildung

1 i—1 +1
t— f(xg,..., @y t,ay ..., x5)

als Funktion einer Variablen in z/, differenzierbar ist.
0

Wéhlt man in R” und R™ die kanonischen Basen und identifiziert A € L(R", R™) mit
der Matrix (a;;)mxn, so erhdlt man die folgende Darstellung der Ableitung.

1.8 Satz. Ist f = (f1,...,fm) : U C R* — R™ eine in xy € U differenzierbare
Funktion, so gilt

Is) Is]
a—f; (zo) -+~ % (o)
f’(ﬂﬁo) =
Ofm 8 fm
6_3“(950) ... m(xo) o

Beweis. a) Fiir fi : U CR* = Rund h = (hy,...,h,) € R* mit h =377 | hje; gilt die
Darstellung

Dfl(xo)h = Z h,ijl (.’L'())@j 1:6 Z 6jf1 (Qfo)hj,
j=1 j=1

und ebenso gilt eine analoge Darstellung fiir fo, ..., fi.
b) Die obige Darstellung folgt nun, da die Funktion f = (f1,..., fm) in o genau dann
differenzierbar ist, wenn jede Koordinatenfunktion f; in o differenzierbar ist.

O

1.9 Definition. a) Die in Satz 1.8 definierte Matrix heifit Jacobimatriz oder Funktio-
nalmatriz von f in x.
b) Gilt m = 1, so heifit

0 0
grad f(zo) := (a—a{l(fﬂo), cee 3—;;(330)) ;

der Gradient von f in z,. Letzterer wird auch mit V f(zy) := grad f(zy) bezeichnet.

1.10 Bemerkung. Ist f: U C R* — R in xy € U differenzierbar, so zeigt V f(zo) in
Richtung des steilsten Anstiegs und —V f(zo) in Richtung des steilsten Abfalls von f.
Dies folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, denn fiir v € R*\{0} gilt

Dy f(x0) = Df(x0) - v = (gradf(zo)|v) < [[gradf(zo)|[|v]]

und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn gradf(z,) = Av fiir ein A > 0 ist.
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Betrachtet man zum Beispiel die Funktion f : R* — R gegeben durch

f(z,y, z) := x*sin % + &%,

so ist der Gradient von f gegeben durch

2

gradf(z,y,z) = (2zsin %, % cos %, 3e*).

Im Folgenden wollen wir Kriterien fiir die Differenzierbarkeit von Funktionen f =
(fi,---s fm) : U C R* - R™ im Punkte zo € U entwickeln, die einfacher handzuhaben
sind als Definition 1.1. Notwendigerweise miissen zunichst alle partiellen Ableitungen

Ofk

—(xo), J=1,....mk=1,...,m,

8:cj( 0), J
existieren, ansonsten wére f in zy nicht differenzierbar. Ferner ist es fiir die Differen-
zierbarkeit einer Funktion f ebenfalls notwendig, dass

: r(z) "
lim ——~— =0 f = — — Alr —
zlgclo ||£E _ xO” ur 7’(.’13) f(.I) f(.’]?o) (LL' ZL'())
gilt, wobei A = f'(z¢) gesetzt ist.

Es ist interessant zu bemerken, dass die Existenz aller Richtungsableitungen D, f(z)
fiir v € R*\{0} noch nicht einmal die Stetigkeit von f in z, impliziert. Ein Gegenbei-
spiel hierfiir ist durch die Funktion

2 1, fir0<y<a?
f-R %va(may)_{o’ sonst

gegeben. Dann existiert D, f(0,0) fiir alle v € R?> mit v # 0, aber f ist nicht stetig in
(0,0); vgl. auch die Ubungen.

Es gilt jedoch das folgende Kriterium. Hierbei nennen wir eine differenzierbare Funktion
f U — R™ auf einer offenen Menge U C R" stetig differenzierbar in xy € U, falls ihre
Ableitung Df : U — L(R",R™),z +— Df(z) in x, stetig ist.

1.11 Satz. Es seien U C R* offen, xo € U und f : U — R™ eine Funktion. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) f ist stetig differenzierbar in x.

ii) Alle partiellen Ableitungen g—g(xo) j=1,...,m,i=1,...,n existieren und sind
stetig in .
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Beweis.

i) = ii): folgt direkt aus Satz 1.6.

ii) = i): Wir bemerken zunéchst, dass f genauu dann in z, differenzierbar ist, falls alle
Funktionen fi,..., f;, in z( differenzierbar sind. Wir betrachten daher o0BdA Funktio-
nen f: U CR* - R

Fir h = (hy,...,h,) € R" setzen wir

20 1= T, 21 := 20 + h1€1, 20 := 21 + hoeg, ..., 2p = 2y_1 + hpe, = xg + h.

Dann ist ||zg — 2;|| < ||R|| fiir j =0, ...,n. Es gilt also z; € U fiir alle j = 0,...,n, falls
h nur geniigend klein ist und der Mittelwertsatz aus Kapitel IV.2 impliziert

flo+h) = flzo) = flzn) = flzn-1) + f(an-1) — f(zn—2) +..F f(z) = fl20)

fiir geeignete &; € (2;—1, 2j)-
Deswegen gilt

0
F(o+h) — F(ao) — grad f(zo) h|<Z|—5] I two) -y
.7
und somit
1 of (&) of h—s0
m\f(ﬂf'o-f‘h)—f( 0) — grad f(=zo) - 8xj _8—333( To)| — 0,

da af fiir alle j = 1,...,n in z( stetig ist.
d

1.12 Bemerkung. Die Gleichung (1.1) impliziert unmittelbar das folgende Resultat:
Sind alle partiellen Ableitungen g—i’; U - Rfirallej=1,...,n, k=1,...,m be-
schrinkt in einer Umgebung von xg, so ist f stetig in x;.

Zum Abschluss dieses Abschnitts fassen wir die bisher diskutierten Ergebnisse gra-
phisch zusammen. Fiir eine Funktion f : U C R* — R™ gilt:
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f stetig differenzierbar & f stetig partiell differenzierbar
4 4
f differenzierbar f part. diff’bar mit lokal beschr. part. Abl.
U U
alle Richtungsableitungen D, f existieren f ist stetig
4 U

f partiell differenzierbar = f stetig bzgl. jeder Koordinate
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2 Ableitungsregeln

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Kettenregel fiir differenzierbare Funktionen.

2.1 Satz. (Kettenregel). Es seien U C R",V C R™ offene Mengen, [ : U — R™ und
g:V — R Abbildungen mit f(U) C V. Ferner sei f in o € U und g in yo := f(xq)
differenzierbar. Dann ist die Abbildung go f : U — R in zy differenzierbar und es gilt

D(go f)(wo) = Dg(f(x0)) - Df(70),

bzw. in Matrizschreibweise
JgOf(xO) = Jg(f(xo)) ) Jg(IO)-

Im obigen Satz bedeutet ,,-“ zum einen die Hintereinanderausfiihrung von linearen

Abbildungen und zum anderen die Multiplikation von Matrizen.

Beweis. Wir setzen A := Df(x) € L(R",R™) und B := Dg(f (7)) € L(R™, R'). Nach
Voraussetzung gilt flir v =2z +heUundy=yo+k eV

flxo+h) = fl(xo)+Ah+rs(x)

9o +k) = g(yo) + Bk +r4(y),
mit
tim ) gy Tel®).
h—0 ||hH k—0 ||]€||

Setzt man k := f(xo + h) — f(xo) = Ah + ry(x), so erhalten wir

(G0 Nlzoth) = glflan)+ Ah+ ry(x)
= 9(f(@)) + BAh+ Bry(@) +7,(y),

=Bk

und es bleibt zu zeigen, dass

Bre(x
s () =0 und lim o(y) =0
h—0 ||h|| h—0 HhH

gilt. Da B € L(R™,R') nach Satz VI.2.6 stetig ist, folgt

B
im 20y @) g 0,

oo (Bl D ase |[A]

und somit die erste Aussage.
Fiir den Beweis der zweiten Aussage notieren wir, dass A € L(R”,R™) nach Satz
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VI1.2.6 wiederum stetig ist. Nach demselben Satz existiert eine Konstante M > 0 mit
||Ah||gm < L||h||g~ fiir alle h € R® und daher gilt

TelX
Il = AR + 1y ()] < (M + %M.

Fiir h — 0 gilt auch k£ = f(zo + h) — f(x9) — 0 und somit ist

eI _ [lrg @I NIEL D)) (M ||7”f(~77)”).

. il

Also gilt

. Tg(y) .
AT I

O

2.2 Beispiel. Wir betrachten die Funktionen f : R> — R? and g : R* — R? gegeben
durch

fla.y) = (2% zy,2")
glu,v,w) = (sinw,cos(uvw))

Die Funktion h := go f : R2 — R? gegeben durch h(z,y) = (sinz? cos(z'y?)) ist
differenzierbar und es gilt

(2.1) Dh(z,y) = ( 22 cos 22 0 )

—423y sin(zly?)  —3aty?sin(zly?)

Fiir die Ableitungen von f bzw. g gilt

Cos U 0 0 200
Dyglu, v, w) = <vw sin(uvw) —wuwsin(uvw) —uv sin(uvw))  Df(w.y) = ;/2 Qij

und wir verifizieren, dass das Produkt dieser Matrizen an der Stelle (u, v, w) = f(z,y)
mit (2.1) iibereinstimmt.

Aus der obigen Kettenregel kénnen wir nun relativ einfach Ableitungsregeln fiir Sum-
men und Produkte differenzierbarer Funktionen ableiten.

2.3 Korollar. Es seien U C R" offen und f,g : U — R™ in x¢y € U differenzierbare
Funktionen. Dann ist af 4+ Bg fiir beliebige o, B € R in xy differenzierbar und es gilt

D(af + Bg)(xo) = aD f(xg) + BDg(x0).
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Beweis. Setzt man F' := (ch) U 5> R XR” und G : R" x R™ — R, G(u,v) =
au+ fv, so ist G linear und somit differenzierbar mit Ableitung DG (u,v) = G fiir alle
u,v € R™ und F ist ebenfalls in z, differenzierbar mit Ableitung DF(zq) := (g(’;gﬁg)
Die Kettenregel impliziert daher, dass G o F' gegeben durch G o F/(z) = af(z) + Sg(x)

in zy differenzierbar ist mit der Ableitung

D f (o)

D(G o F)(x¢) = DG(F(x9)) - DF () = G(Dg(.%o)

) =a - Df(xg)+ 8- Dg(xo).

O

2.4 Korollar. (Produktregel). Fs seien U C R™ offen und f,g : U — R in xy € U
differenzierbare Funktionen. Dann ist f - g in xy differenzierbar und es gilt

D(f - g)(zo) = f(w0)Dg(w0) + g(x0) D f(x0).

Beweis. Setzt man F := (g) U—->RxRund G:RxR =R, G(a, ) :=a-f,soist
(f-g9)(x) = (G o F)(r) und die Behauptung folgt aus der obigen Kettenregel.

OJ

2.5 Korollar. FEs seien J C R ein Intervall, V. C R™ eine offene Menge und v =
MyeeesYm) + J = Viintyg € Jund f 'V = R in sg = v(to) differenzierbare
Funktionen. Dann ist fo~y:J — R in ty differenzierbar und es gilt

D(f 09)(to) = (grad f (1 (t0)) (1) Za—f (t0)) ).

Fiir den Beweis verweisen wir auf die Ubungen.

2.6 Bemerkung. Stetige Abbildungen v : J — R werden auch Kurven genannt.
Letztere werden wir spiter noch genauer untersuchen. Es sei an dieser Stelle jedoch
erwdhnt, dass, fasst man ¢t € J als Zeit und () € R™ als Ort auf, v die zeitliche
Bewegung eines Punktes in R” beschreibt. Jede Kurve v : J — R™ kann durch ein
m-Tupel v = (71,...,%m) beschrieben werden und fiir eine differenzierbare Kurve ~
gilt
7' (to) = (Vi (t), -, Yu(to))” € L(R,R™) =R™.

Der Vektor +'(tg) heifit der Tangentialvektor der Kurve « in t.

Mithilfe der obigen Formulierung der Kettenregel lassen sich die Begriffe Gradient
und Niveaumenge geometrisch wie folgt interpretieren: es sei f : U — R eine differen-
zierbare Funktion, U C R” offen und 7 : J — U eine differenzierbar Kurve definiert auf
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einem Intervall J C R. Verlduft 4 auf einer Niveaumenge von f, d.h. gilt f(y(¢)) = ¢
fiir alle ¢t € J und eine Konstante ¢ € R, so steht der Gradient von f im Punkte v(¢)
senkrecht auf dem Tangentialvektor ~/(¢), d.h. es gilt

gradg(y(t)) L~'(t), t €J.

Gilt U C R?, so lisst sich der Graph von f als ,,Landschaft® iiber U mit f(z) als ,Hohe*
iiber x interpretieren. Die Niveaumengen von f entsprechen dann den Héhenlinien des
Graphen. Die obige Aussage besagt in diesem Bild also, dass der Gradient von f in z
senkrecht auf der Hohenlinie durch = steht. Ferner zeigt gradf(z) in die Richtung des
starkesten Anstiegs von f und —gradf(z) in die Richtung des steilsten Abfalls.

2.7 Beispiel. Eine differenzierbare Funktion f : R" \ {0} — R heifit positiv homogen
vom Grade o € R, falls

f(tx) =t f(x), fiir allex € R*"\{0}, ¢ >0
gilt. Das obige Korollar 2.5 impliziert, dass
(grad g(z)[z) = ag(z), =€ R"\{0}
gilt. Diese Beziehung wird auch Eulersche Relation genannt. Fiir den Beweis verweisen

wir auf die Ubungen.

Eine weitere Folgerung aus der Kettenregel ist der folgende Mittelwertsatz. Wie im
Fall einer Variablen kann man hiermit die Differenz von Funktionswerten durch die
Ableitung ausdriicken.

2.8 Satz. (Mittelwertsatz). Es seien U C R" offen und f : U — R eine differenzierbare
Funktion. Ferner seien a,b € U so, dass die Verbindungssgtrecke ab .= {a+t(b—a),t €
[0,1]} ganz in U liegt. Dann existiert ein & € ab mit

f(b) = fla) = f(E)(b—a).

Beweis. Definiert man g : [0,1] — U durch ¢(t) = a + ¢(b — a), so ist g differenzierbar
mit ¢'(t) = b—a fiir alle t € (0,1). Nach Korollar 2.5 ist F' = fog: [0, 1] — R ebenfalls
differenzierbar mit F'(t) = f'(g(t))(b — a) fiir alle ¢ € (0,1). Nach dem klassischen
Mittelsatz, Theorem IV.2.4 aus Analysis I, existiert ein 7 € (0,1) mit

f(b) = fla) = F(1) = F(0) = F'(7) = f'(§)(b - a)
fiir £ := g(7) € ab.
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In diesem Zusammenhang ftritt in natiirlicher Weise der Begriff der konvexen Menge
auf. Eine Menge U C R" heifit konverz, falls ab = {a +t(b—a),t € [0,1]} C U gilt fiir
alle a,b € U.

Fiir konvexe Definitionsbereiche gilt die folgende Variante des Mittelwertsatzes.

2.9 Satz. (Schrankensatz). Es sei U C R" eine offene und konvexe Menge. Ist f :
U — R differenzierbar und existiert ein L > 0 mit ||gradf(z)| < L fir alle x € U, so
qgilt

[f(@) = fW < Ll —yll, 2yel,
d.h. f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L.

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt
[f(x) = f(y)| = |(gradf(E)|(z — y))| < llgradf ()| [l — y[| < Lljz —y]]

fiir ein geeignetes £ € ab.
O

2.10 Korollar. Fs sei U C R" eine offene Menge, so dass fir je zwei Punkte x,y € U
ein Streckenzug x = 29, 21,...,21 = y existiert mit Zp_12; € U fiir alle k = 1,...,1.
Dann ist eine differenzierbare Funktion f : U — R genau dann konstant auf U, wenn
gradf(z) = 0 fir alle x € U gilt.

Fiir den Beweis verweisen wir auf die Ubungen.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer niitzlichen Variante des Mittelwertsatzes, die
jedoch auf der stiarkeren Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit beruht.

2.11 Satz. (Mittelwertsatz in Integralform). Es sei U C R” offen und f : U — R eine
stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

1)~ 1) = [ Do+ tty o)y )i
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fiir alle xz,y € U mit Ty C U.

Beweis. Fiir t € [0, 1] definieren wir ¢(t) := f(z +t(y — x)). Dann ist ¢ stetig differen-
zierbar und der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung impliziert

F6) 1) = ol1) — 0) = [ ¢t = [ Do+ ty o)y )i
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3 Hohere Ableitungen

Betrachtet man eine Funktion f : U C R* — R mit partiellen Ableitungen % ceey ;’Tf ,
so konnen diese wiederum partiell differenzierbar sein. Die Funktionen %(%) heifien
i J

partielle Ableitungen 2. Ordnung von f und werden oft auch als
o f
6%8%

geschrieben.

Allgemeiner heifit eine Funktion f : U — R (¢+1)-mal (stetig) partiell differenzierbar,
falls f ¢-mal partiell differenzierbar ist und alle Ableitungen ¢—ter Ordnung (stetig)
partiell differenzierbar sind. In den folgenden Untersuchungen wird der Vektorraum

CHU) :={f :U = R, f ist k — mal stetig partiell differenzierbar}

eine wichtige Rolle spielen. Ist f k-mal stetig partiell differenzierbar, so schreiben wir
auch

Y o

Im folgenden Beispiel berechnen wir die zweiten partiellen Ableitungen der Funktion
f : R? — R definiert durch f(z,y) := 2?siny. Es gilt dann

folz,y) = 2axsing  fy(z,y) = 2”cosy
fea(®,y) = 2siny foy(z,y) = 2xcCosy
fya(z,y) = 2xcosy  fylz,y) = —x?siny

und insbesondere ist f;, = f,; in diesem Beispiel. Im Allgemeinen ist dies jedoch nicht
der Fall wie das folgende Beispiel aufzeigt.

3.1 Beispiel. Es sei f : R? — R definiert durch

oy d S (ay) #(0,0)
f(”’y)'{ 0 (7,y) =

Dann ist f € C'(R?), die partiellen Ableitungen f,, und f,, existieren und sind stetig
auf R?\{(0,0)}, aber es gilt

f14(0,0) =1 und f,,(0,0) = —1.

Diese Tatsache verifizieren wir in den Ubungen.

Es kann sogar die Situation eintreten, dass nur eine der beiden partiellen Ableitungen
0;; f oder 0;; f existieren. Der folgende Satz von H.A. SCHWARZ (1843-1921) besagt,
dass derartiges nicht eintritt, wenn eine der beiden partiellen Ableitungen 0;; f oder
0;if stetig ist.
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3.2 Satz. (Satz von Schwarz). Es sei U C R” offen und f : U — R besilze fiir eine
Wahl von i,j € {1,...,n} in einer Unmgebung von xy € U partielle Ableitungen 0;f,
O;f, 0ii f. Ist O;; f stetig in x, so existiert 0; f und es gilt

0ij f (v0) = 0ji f (x0).
Beweis. Wir wihlen §;,6; > 0 so klein, dass xg+se; +te; € U fiir alle (s, t) € (—d;, ;) X
(—d;,0;) =: Q C R? gilt. Dann ist die Funktion
0:Q =R, (s, t) == f(xo + se; + tej)

wohl definiert und partiell differenzierbar. Ferner existieren die partiellen Ableitungen
0105 und diese sind auch stetig in (0, 0).

Es ist zu zeigen, dass 050,¢(0, 0) existiert und mit 0,0,¢(0, 0) iibereinstimmt. Nach
Definition gilt

d, . (s t)—¢(0,1)

%0ue(0,0) = [yl )0
— i g 21200 = (0. 1)) — [e(5,0) — 9(0,0)]
t—0s—0 § t

Wenden wir den Mittelwertsatz auf den Differenzenquotienten bzgl. der zweiten Varia-
blen an, so erhalten wir

Uﬂ&ﬂ—@@ﬂ}ﬁﬂ&m—¢mﬂﬂzzlam@fﬂ—ﬂﬁﬂﬂ

S t
= [upls, 1) — Dip(0, 1)

fiir ein € € (0,1). Dies ist jedoch ein Differenzenquotient von 0y beziiglich der er-
sten Variable s. Nach Voraussetzung ist d,p bzgl. der ersten Variablen differenzierbar
und nach dem Mittelwertsatz existiert ein n € (0,1) mit £[daip(s, &) — Dop(0, Et)] =
0102¢0(ns, £t). Ferner ist 0059 nach Voraussetzung stetig in (0,0) und daher gilt

0201(0,0) = 1110% lim0 01020(ns, £t) = 0102¢(0,0).

3.3 Korollar. Ist U C R" eine offene Menge und f € C*(U) fiir ein k € N, so gilt

o  of 0 of
87‘% o 8”1”“ N amw(k) o axﬂ(l)

fiir jede Permutation w: {1,...,k} = {1,... k}.
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Den Beweis via Induktion nach k£ iiberlassen wir dem Leser.

Im Folgenden wollen wir die Ableitungen k-mal stetig differenzierbarer Funktionen f
in Verallgemeinerung des Differentials als symmetrische, k-fach lineare Abbildung

DFf(xg) :R" x -+ xR" =+ R

auffassen.

Wir beginnen mit dem Fall £ = 2 und betrachten 2-mal stetig differenzierbare Funk-
tionen, d.h. differenzierbare Funktionen f fiir welche D f stetig differenzierbar ist und
definieren eine Bilinearform a(u, v) fiir (u,v) € R* x R* durch

D?f(z0)(u,v) := Dy(Dyf)(xg), x0 € R".

Aufgrund von Satz 1.6 ist die Richtungsableitung D, f(x¢) von f in Richtung v gegeben
durch D, f(xg) = D f(x¢)v. Ferner ist die Funktion D, f wiederum in zq differenzierbar,
da dies fiir Df gilt. Nach Satz 1.6 besitzt daher D,f in z; Richtungsableitungen in
Richtung u und es gilt

Dy(Dy ) (x0) = D(Dy f (o)) -u =Y 9y (wo)vsuy.

3,7=1
Die Abbildung
(u, 1)) = Duva(IO)

ist linear in » und v und ferner nach dem obigen Satz von Schwarz auch symmetrisch.
Sie wird als Differential zweiter Ordnung von f in xy bezeichnet. Beziiglich der kano-
nischen Basis des R" ist ihre Matrixdarstellung gegeben durch

81]71]0(.170) e a]nf(??o)
Hi(xo) = : :

amf:(-’fo) ce annf(TO)

Diese Matrix heifit Hesse-Matriz. Nach dem Satz von Schwarz ist sie eine symmetrische
Matrix und es gilt

(3.1) D? f(xg)(u,v) = u’ - Hy(xq) - v.

Wir werden im Anschluss an die Taylorapproximation noch genauer auf die geometri-
sche Bedeutung der zweiten Ableitung eingehen.
Fiir beliebiges k € N definieren wir D* f(z,) analog zum Fall k = 2 als

D¥f(zo)(w', ..., v") := Dy ... Dy f(20), o',...,0" € R™.

Diese Abbildung ist wiederum linear in den Variablen »!,...,v*.
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In diesem Zusammenhang erweist es sich als niitzlich, den Begriff des Multiindex
einzufiihren. Darunter versteht man ein n-Tupel & = (g, ..., ) € N*. Die natiirliche
Zahl

lal =1+ ...+,

heifit Ordnung von «. Ferner definiert man

ol = o las! . ay!
und fiir x = (21,...,2,) € R” setzt man
x® = aftag? .. xym und
DOéf —— DCMIDCMQ DOénf R a‘a‘
- 1 2 .. n [ ax(fl ...aI%n 9
D'f = f.
Ersetzt man in einem Polynom p von n Variablen &, ... &, vom Grade m € N, d.h.
p(&) = Z aaé®,

la|<m

die Variablen & durch Ableitungsoperatoren 0;, so entsteht ein sogenannter linearer
Differentialoperatoren P(D) der Form

P(D):C™(R") = C(R"), P(D):= > anD"
jaf<m

mit Koeffizienten a,,.

3.4 Beispiele. a) Ein sehr wichtiges Beispiel eines Differentialoperators ist der Laplace-
Operator definiert durch
A=007+ ...+ 0.

Das zugehorige Polynom p ist in diesem Fall gegeben durch p(§) = & + ... + &2
b) Fir h = (hq, ..., h,) € R" betrachten wir das Polynom p(&) = h1& + ... + h,&, und
setzen

¢) Fiir a = (a1,...,a,) € R" und ¢ € N gilt

(a1+...+an)ézz

la|=¢

ONa®

al

Den Induktionsbeweis iiberlassen wir dem Leser.

d) Fiir h = (hy,...,h,) und £ € N gilt

heo”
al

(Vh)' = (01 + ...+ ha0,)' =00

|ae|=¢
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Den Laplace-Operator kann man auch als die Spur der Hesse-Matrix Hy(x) einer zwei-
mal stetig differenzierbaren Funktion identifizieren, d.h. es gilt

(3.2) spur Hy(z) = Z 02 f(x) = Af(z).

Aufgrund dieser Beziehung, kénnen wir nun die Drehinvarianz der Spur einer Matrix auf
die Drehinvarianz des Laplace-Operators iibertragen. Genauer gesagt, gilt der folgende
Satz.

3.5 Satz. (Drehinvarianz des Laplace-Operators). Fiir jede Orthonormalbasis vy, . . ., v,
des R™ gilt
A=0 +...4+0;.

Beweis. Nach Gleichung (3.1) gilt
avlavzf(x) = vz‘THf(x)vi = ezrﬁeiv

mit H = VITH;V, V = (v1,...,v,) und den kanonischen Basisvektoren ey, ..., e,.
Somit gilt

Z@gif = spur H.
i=1

Da V nach Voraussetung orthogonal ist, besitzen die Matrizen H; und H diesselbe
Spur und die Behauptung folgt aus Gleichung (3.2).
O

Der Laplace Operator tritt in vielen Differentialgleichungen der Analysis und der Phy-
sik auf. Beispielhaft erwdhnen wir an dieser Stelle die folgenden Gleichungen:

1. Die Potentialgleichung
Ay = 0.

Sie beschreibt Diffusionsprozesse und tritt auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie auf.
Ihre Losungen heiflen harmonische Funktionen. In der Dimension 2 bilden diese den
Ausgangspunkt der Funktionentheorie.

2. Die Wellengleichung
uy = cAu

beschreibt die Auslenkung eines elastischen Koérpers.

3. Die Wirmeleitungsgleichung
u; = cAu

beschreibt die Wirmeleitung in homogenen Medien.
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4. Die Schrodingergleichung
up = iAu

ist die zentrale Gleichung der Quantenmechanik.

Zum Abschluss dieses Abschnitts berechnen wir noch Af fiir eine rotationssymme-
trische Funktion. Es sei F' € C?(.J), wobei J C (0,0c) ein Intervall ist. Setzt man
f(z) := F(||z]|2) und r := ||z||2, so gilt

' Z;
0/ () = F'(r)""
und 5 . 5
2 . 7 .ZL’,i f l’i
i f(r)=F (T)T—g + F (7”)(; - T—3)-
Somit ergibt sich
n—1

Af(z)=F"'(r)+ F'(r)

r
und es gilt Af = 0 genau dann wenn die Gleichung F (r)+2=LF'(r) = 0 erfiillt ist. Wir
konnen leicht nachpriifen, dass fiir n > 2 die Funktion F' gegeben durch F(r) = r?™"
eine Losung dieser Gleichung ist. Somit ist die durch

1
/5~
auf R*"\{0} definierte Funktion eine Lésung der Potentialgleichung A f = 0. Die Funk-

tion N stimmt bis auf einen Skalierungsfaktor mit dem sogenannten Newton-Potential
auf R™\{0} iiberein.
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4 Der Satz von Taylor

Wir erinnern zunéchst an den Satz von Taylor in der eindimensionalen Situation. Ist
feCm™(J), J C R ein Intervall und 0,z € J, so gilt

! " (m)
L RN O SLI(

fla) = f(0) + =, o -

™ + Rm—f—lf(xa 0)7

wobei R,,.1f(z,0) das Restglied der Taylorapproximation bezeichnete. In der Lagran-
geschen Darstellung hatte es die Form

f(m+1) (g) xm—i—l

B (2,0) = 209,

fiir ein £ € (0, z). Die obige Approximation hatte das Ziel eine gegebene, glatte Funkti-
on durch ein Polynom in der Ndhe von z = 0 ,gut®“ zu approximieren. Wir betrachten
im Folgenden das analoge Problem fiir Funktionen in mehreren Variablen, genauer
gesagt fiir Funktionen f € C™™(U), wobei U C R" eine offene Menge bezeichnet.
Gesucht ist ein Polynom p in n Variablen der Ordnung m, d.h. p(h) = 3_, <, @ah® fiir
h = (hy,...,hy,), welches die Funktion f in der Nidhe von z = 0 ,,gut“ approximiert.

Der folgende Satz von Taylor besitzt duflerlich exakt dieselbe Gestalt wie in der
eindimensionalen Situation.

4.1 Theorem. (Satz von Taylor in n Variablen). Es seien U C R" eine offene Menge,
a,x € U mitax C U und f € C™(U). Dann existiert ein & € ax mit

f(.’L') = Z Daaf!(a) (x - a)a + Z Da(f'(g) (CC - a)a
|a|<m |a|=m+1

= Tnf(z,a)+ Ry f(z,a).

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in zwei Schritte.
Schritt 1: Fiir h := (hq,...,hy) =2 — a € R" ist die Funktion

F:[0,1] = R, F(t):= f(a+th)

nach der Kettenregel (m + 1)-mal stetig differenzierbar mit
. d .
F'(t) = - fla+th) =) 8if(a+th) - hi = (Vh)f(a+th).
i=1

Dasselbe Argument angewandt auf g := (Vh) f liefert

1

F(t)= %g(a +th) = (Vh)g(a+ th) = (Vh)*f(a + th),
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und via Induktion erhalten wir F' € C™[0,1] mit
(4.1) FO@) = (Vh)f(a+1th), £=0,...,m+1, te]0,1].

Schritt 2: Wir wenden nun den Satz von Taylor in einer Variablen auf die Funktion F
an und erhalten wegen (4.1) und Beispiel 3.4

m () (1) (1
fw=rm = Y500

(=0 (m+ 1)!

- g (Vh)g‘;f (a) (Vh)’(”;l i(?; )

_ g g_:z %,f(“) N g;ﬂ hepe fécf +7h)

D D L S LT
fol=m la/—m+1

fiir ein geeignetes 7 € [0, 1] und damit £ := a + T7h € az.

4.2 Bemerkungen.
a) Analog zum Fall einer Variablen, nennt man

Lofwa)= 3 PIO6aye

la|<m

das Taylorpolynom von f der Ordnung m im Enwicklungspunkt a. Ferner heifit

Roifa) = 3 Daj!(é“) (z — a)°

|a|l=m+1

das Restglied, hier ausgedriickt in der Lagrangeschen Form.
b) Fiir m = 0 ist der Satz von Taylor identisch mit dem Mittelwertsatz.

c) Wir geben noch explizit das Taylorpolynom zweiter Ordnung in n Variablen an.
Wegen Df(a)h = f'(a)h und D?f(a)(h,h) = hT - f"(a) - h gilt fiir das Taylorpolynom
zweiter Ordnung

T,f(@,0) = f(a) + @)z — ) + 5z — )" f'(a)(z — )

und explizit

Tof (z,a) = f(a) + Zaif(a)(l‘i —a;) + % > 0 f(a)(zi — a)(z; — ;).

irj=1
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d) Fiir den Spezialfall n = 2 und m = 3 lautet das Taylorpolynom T3 f an der Stelle
(z,9)

Tf(@y)0) = £(0)+ o)z~ ar) + fyla)(y — o)
+ 3 Laa(@)( 01 + (@) — 02 + o) — )y — )
1 , 1 ,
?fwsn(a)(x —a1)” + éfyyy(a)l(y — ap)

4 Forn(0)(2 = )20 = ) + 5 oy (0) 2 — 1)y — 02)”

+

e) Ist U C R" offen, f € C™(U) und a € U, so gilt

o 1@ = T(a)

2 ||z —ally"

=0.

Um dies einzusehen, wihlen wir zunéchst 0 so klein, dass Us(a) C U gilt. Nach dem
Satz von Taylor existiert fiir alle z € Us(a) ein 7 € [0, 1] mit

f(@) =Tnf(z,a) = (f(x) = Tn-rf(z,a)) + (Tn-1f(z,a) = Tpf(z,a))
_ Z D*f(a+7(x —a)) — D*f(a) (- a)°.

ol

|a|=m

Da \(m—a)o‘;n < 1 fiir alle @ mit || = m und da D f fiir solche « stetig ist, folgt

< @) = Tnlz) ¥ [D*fla+7(z = a)) = D*f(a)] g

— 0.
|z — a||™ al

|a|=m

4.3 Beispiel. Im folgenden Beispiel berechnen wir explizit das Taylorpolynom zweiter
Ordnung der Funktion

2 2x —
f(x,y)zsinx—; Y+ cos x2 Y

im Punkt (0,0). Nach Bemerkung 4.2 c) gilt

2

2
Tof (@), (0,0)) = £(0,0)4+£2(0, 0)+y,(0, 0)+ 5 oz 0, 0)+ - (0, 0)+2y (0, 0).

Berechnet man die jeweiligen Ableitungen im Punkt (0, 0), so ergibt sich

X $2 y2 Ty
T. — 1+ Ly, Y Y
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Ausgehend vom Mittelwertsatz 2.11 in Integralform , d.h.

(4.2) f(z) = f(a) —i—/o Df(a+ th)hdt

mit h = z — a, wollen wir noch das Restglied der Taylorentwicklung in Integralform
angeben. Der Taylorsche Satz lautet dann wie folgt.

4.4 Korollar. (Satz von Taylor mit Restglied in Integralform). Es seien U C R" eine
offene Menge, a,z C U mit az € U und f € C™Y(U). Dann gilt

fl@) = > Da(f!(“) (z —a)* + /0 “%W((Vh)mﬂ f)(a+th)dt

la|<m

fir h =x — a.

Um dies einzusehen, notieren wir zunéchst, dass die Behauptung fiir m = 0 genau mit
dem obigen Mittelwertsatz in Integralform iibereinstimmt.

Fiir den Fall m = 1 definieren wir fiir ¢ € [0,1] zwei Funktion u,v durch u(t) :=
Df(a+th)h und v(t) := t— 1. Die Produktregel zusammen mit der obigen Darstellung
(4.2) impliziert, dass

f(z) = f(a) + D (@)h + / (1= O)(Vh)f)(a + th)ds

gilt. Fiir m > 2 folgt die Behauptung via eines Induktionsbeweises, welchen wir dem
Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

4.5 Bemerkung. Wir wollen an dieser Stelle noch den Begriff der Tangentialebene
diskutieren. Ist U C R™ offen und f € C*(U) eine Funktion, so sagen wir dass durch
die Gleichung z = f(z),z € U, eine Fliche F in einem (n + 1)-dimensionalen Raum
dargestellt wird. Dabei ist graph f = {(z,2) € R""! 2 = f(z),z € U}.

Wir haben gesehen, dass das Taylorpolynom T} f(z,a) als affine Funktion betrachtet
werden kann, welche f in der Ndhe von a approximiert. Die durch

z=Tf(z,a) = f(a) + Df(a)(z — a)
dargestellte Hyperebene heifit Tangentialebene an die Fliche z = f(z) im Punkt
(a, f(a)). Der Vektor
V= (Vf(a’)a _1)
heilt Normale der Tangentialebene im Punkt (a, f(a)). Im Fall n = 1 benutzt man die

Bezeichnung Kurve anstatt Fliche und Tangente anstatt Tangentialebene. In diesem
Fall haben wir die Gleichung der Tangente an die Kurve z = f(z), ndmlich

z=f(a) + f'(a)(z — a)
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schon in Kapitel IV kennengelernt. Im Fall n = 2 lautet die Gleichung der Tangetial-
ebene im Punkt (a1, as)

z = flai,a9) + folar, a2)(z — ar) + fy(a1, a2)(y — az).
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5 Lokale Extrema
In diesem Abschnitt untersuchen wir hinreichende Kriterien fiir lokale Maxima und

Minima von Funktionen mehrerer reeller Variablen. Wir beginnen mit der Definition
eines lokalen Extremwerts.

5.1 Definition. Es seien U C R" offen und f : U — R eine Funktion. Ein Punkt
a € U heifit lokales Mazimum (Minimum) von f, falls eine Umgebung U C U von a
existiert mit

f) < f(a) firallez €U (f(z) > f(a) fir alle z € U).

Ein lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder Minimum.

5.2 Satz. Fs seien U C R" offen und f : U — R"™ eine in a € U partiell differenzierbare
Funktion. Besitzt f in a ein lokales Extremum, so gilt

gradf(a) = 0.

Bewers. Wir wihlen 6 > 0 so klein, dass die Funktionen g; definiert durch
gz(_éad) _>Ra gl(t) :f(a+t€i), i:]-a"'an

alle wohldefiniert und differenzierbar in ¢ = 0 sind. Da alle Funktionen g; in £ = 0 ein
lokales Extremum besitzen, gilt nach Satz IV.3.8 aus Analysis I

g(0)=8;f(a)=0, i=1,...,n.

O

Ist f : U — R partiell differenzierbar in ¢ € U und gilt gradf(a) = 0, so heifit a
kritischer Punkt von f.

5.3 Beispiele.
a) Betrachte die Funktion f : R? — R gegeben durch f(z,y) := 22 + y2. Dann gilt

gradf(z) = (22,2y) =0z =y = 0.

Weiter gilt f(z,y) > 0 fiir alle (z,y) # (0,0), welches bedeutet dass f in (0,0) ein
isoliertes Minimum besitzt.
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b) Betrachtet man die Funktion f: R?> — R, f(z,y) := 2% — 2, so gilt
gradf(z,y) = 2z,-2y) =0z =y =0.

Ferner gilt f(z,0) > 0 fiir alle  # 0 und f(0,y) < 0 fiir alle y # 0. Dies bedeutet, dass
f in (0,0) kein lokales Extremum besitzt, sondern einen sogenannten Sattelpunkt.

Wir wollen nun der Frage nachgehen, wie man die oben skizzierten Fille systematisch
unterscheiden kann. Zunéchst sei an das hinreichende Kriterium fiir Extremwerte von
Funktionen einer reellen Variablen aus Analysis I erinnert. Es sei f : R — R eine 2-mal
differenzierbare Funktion und a kritischer Punkt von f. Dann ist a

e cin lokales Minimum, falls f”(a) > 0 und

e cin lokales Maximum, falls f"(a) < 0

gilt. Fiir Funktionen in mehreren Variablen ersetzen wir f”(a) durch die Hesse-Matrix
(0:0;f(@))nxn- Diese wurde in 3.1 fiir eine Funktion f € C?(U) im Punkt a € U,
U C R" offen, definiert als

8161f(a) 8182f(a) e Blanf(a)

0201 f(a) ‘
Hy(a) = :

0.00@) - 0.0u0(0)

nXxXn

5.4 Bemerkungen.
a) Aufgrund des Satzes von Schwarz 3.2 ist Hy(a) eine symmetrische Matrix.
b) Die Polynomformel 3.4 ¢) impliziert fiir b = (hy,...,h,) € R* und f € C?(U)

2y h®D%fla) (hiDy + ...+ h,D,)% f(a)

= Y hiyDiD; f(a) = (h|H;(a)h).

ij=1

Somit gilt nach dem Satz von Taylor und Bemerkung 4.2 ¢)

f(@) = f(a) + (gradf(a)"|(z — a)) + %((x —a), Hy(a)(z —a)) +r(z), z€U

mit lim,_,, ﬁ = 0.
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Zur Bestimmung von Extremwerten bendtigen wir ferner die folgende Begriffe aus der
Linearen Algebra.

5.5 Definition. Eine symmetrische Matrix T' € M, (R) heifit

a) positiv definit, falls (z|T'z) > 0 fiir alle z € R*\{0},

b) negativ definit, falls (x|Tz) < 0 fiir alle z € R*\{0},

¢) indefinit, falls z,y € R" existieren mit (z|Tz) > 0 und (y|Ty) < 0.

Die Eigenschaft einer Matrix 71" positiv bzw. negativ definit zu sein, lasst sich, wie im
folgenden Satz beschrieben, insbesondere auch durch die Vorzeichen der Eigenwerte
von T' charakterisieren.

5.6 Satz. Fir eine symmetrische Matriz T € M,(R) gilt:

a)T ist positiv definit <  alle Eigenwerte von T sind > 0

tin -0t
& det : : >0 fir allek=1,...,n.

ter - ek

b) T ist negativ definit <  alle Eigenwerte von T sind <0

ti1 otk
& (=1)"det : : >0 firallek=1,...,n.

tig .-+t
k1 Kk ) sk

T ist indefinit < T besitzt positive und negative Eigenwerte
& obige Unterdeterminaanten sind alle # 0 und gentigen

wederder Bedingunguntera)nochderunterb)

Fiir den Beweis verweisen wir auf die Lineare Algebra.

5.7 Theorem. (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema).
Es sei U C R"* offen, f € C*(U) eine Funktion und a € U ein kritischer Punkt von f.
Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Ist Hy(a) positiv definit, so besitzt f in a ein lokales Minimum.

b) Ist Hy(a) negativ definit, so besitzt f in a ein lokales Maximum.
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c¢) Ist Hg(a) indefinit, so besitzt f in a kein lokales Extremum.
Beweis. Nach Bemerkung 5.4 b) und da grad f(a) = 0ist, gilt fiir h:=zx—amitx € U
1
f(@) = f(a) + 5(h, Hy(a)h) + r(2)

mit lim,_,, % = (. Dies bedeutet, dass fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert mit 0 <

Ir(x)| < gl|h||? fiir alle h € U(0) := {v € R : ||v|| < §}.
a) Nach Voraussetzung ist Hy(a) positiv definit. Da die stetige Funktion
h = (h|Hy(a)h)

auf der kompakten Einheitssphére S := {v € R" : ||v|]| = 1} ein Minimum annimmt,
existiert ein vy € S mit

(v|Hg(a)v) > (vo|Hf(a)vg) =:m >0

fiir alle v € S. Setzt man v := ﬁ fiir h € R*\{0}, so gilt

(h|H(a)h) > ml|h||? fiir alle h € R".

Wir wihlen nun § > 0 so klein, dass Z||h[|* > |r(z)| > 0 fiir alle h = 2 — a € Us(0)
gilt. Daher ist

f@) " fla) oy (@) () > fa) + SR~ TP
zm||h|? >f\m,||-f:||2

= @+ Sl > f(@), heUs0),

und f besitzt somit in a ein lokales Minimum.
b) Die Aussage b) erhalten wir durch Anwenden von a) auf —f.
¢) Nach Voraussetzung existieren v,w € R" mit (v|Hv) > 0 und (w|Hw) < 0. Wir
wéhlen nun § > 0 so, dass a +tv € U und a + tw € U fiir alle t € (—4,9) gilt und
setzen
F,:(=0,0) =R Fy(t) = f(a+tv)
Fy:(=0,0) > R Fyu(t) = fla+tw).
Die Funktionen F, und F,, sind zweimal stetig differenzierbar und es gilt
Fy(0)=Vf(a)-v=0, F,(0)=Vf(a) w=0,
sowie
F}(0) = (Vv)*f(a) = (v|Hf(a)v) > 0, F(0) = (Vw)’f(a) = (w|H(a)w) < 0.

Dies bedeutet, dass F, in ¢ = 0 ein lokales Minimum und F,, in ¢ = 0 ein lokales
Maximum besitzt, welches zeigt, dass f in a kein lokales Extremum besitzen kann.
O
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5.8 Beispiele.
Wir betrachten zunéchst nochmals die Beispiele aus 5.3.

a) Es sei f(z,y) = 2% +y%
0.0 -4 )

Es gilt
und somit ist Hy(0, 0) positiv definit und f besitzt daher in (0, 0) ein lokales Minimum.
b) Fiir f(z,y) = 2% — y? gilt
1 0
H/(0,0) = ( 0 1 )

Somit ist H;(0,0) indefinit und f besitzt in (0, 0) kein lokales Extremum.
c) Als weiteres Beispiel betrachten wir f : R2 — R, f(x,y) = 2® + 4® — 3zy. Dann
implizieren die Gleichungen

fo(z,y) =32 =3y =0, f,(z,y) =3y> -3z =0,

dass (0,0) und (1, 1) kritische Punkte von f sind. Die Hesse-Matrix von f lautet

e = (% o)

und daher gilt

Hf(o,o):<_03 _03) Hf(1,1)=(_63 _63).

Die beiden Eigenwerte von H(0,0) sind +3 und somit ist H;(0,0) indefinit und f
besitzt in (0,0) keins lokales Extremum. Die beiden Eigenwerte von H(1,1) sind hin-
gegen strikt positiv, welches bedeutet, dass H(1,1) positiv definit ist und f in (1, 1)
ein lokales Minimum besitzt.

6 Differentation parameterabhdgiger Integrale

In der Physik werden hiufig Variationsprinzipien angewandt, um zum Beispiel die
Bahn, lings deren sich das System bewegt, als Extremale eines bestimmten Varia-
tionsproblems zu bestimmen. Fiir die rigorose Behandlung solcher Variationsproble-
me bendétigen wir Differenzierbarkeitseigenschaften parameterabhéngiger Integrale. Wir
beschrianken uns in diesem Abschnitt auf Integrale mit kompakten Integrationsberei-
chen; den allgemeinen Fall nicht kompakter Inegrationsbereiche werden wir erst im
Rahmen des Lebesgue-Integrals behandeln.
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5.8 Beispiele.
Wir betrachten zunéchst nochmals die Beispiele aus 5.3.

a) Es sei f(z,y) = 22 + y*
moo- (4 )

Es gilt
und somit ist H (0, 0) positiv definit und f besitzt daher in (0, 0) ein lokales Minimum.
b) Fiir f(z,y) = 22 — 3 gilt
2 0
moo-(2 %)

Somit ist H;(0,0) indefinit und f besitzt in (0, 0) kein lokales Extremum.
¢) Als weiteres Beispiel betrachten wir f : R2 — R, f(x,y) = 2° + v* — 3zy. Dann
implizieren die Gleichungen

folz,y) =32 =3y =0, f,(z,y)=3y>—32=0,

dass (0,0) und (1, 1) kritische Punkte von f sind. Die Hesse-Matrix von f lautet

Hy(z,y) = ( g@ g; )

und daher gilt

moo=( 0 ) man=( 5 )

Die beiden Eigenwerte von H;(0,0) sind +3 und somit ist H;(0,0) indefinit und f
besitzt in (0,0) keins lokales Extremum. Die beiden Eigenwerte von H;(1,1) sind hin-
gegen strikt positiv, welches bedeutet, dass H(1,1) positiv definit ist und f in (1,1)
ein lokales Minimum besitzt.

6 Differentation parameterabhagiger Integrale

In der Physik werden hiufig Variationsprinzipien angewandt, um zum Beispiel die
Bahn, lings deren sich ein System bewegt, als Extremale eines bestimmten Varia-
tionsproblems zu bestimmen. Fiir die rigorose Behandlung solcher Variationsproble-
me benotigen wir Differenzierbarkeitseigenschaften parameterabhéngiger Integrale. Wir
beschrinken uns in diesem Abschnitt auf Integrale mit kompakten Integrationsberei-
chen; den allgemeinen Fall nicht kompakter Inegrationsbereiche werden wir erst im
Rahmen des Lebesgue-Integrals behandeln.
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Es seien U C R” offen und J C R ein kompaktes Intervall. Wir betrachten eine
Funktion f : U x J — R mit der Eigenschaft, dass fiir jedes x € U die Funktion
t — f(x,t) stetig ist und definieren die Funktion F': U — R durch

F(x) :—/}f(x,t)dt.

Dann gilt der folgende Satz

6.1 Theorem. (Differentation von parameterabhéngigen Integralen).

a) Ist f stetig auf U x J, so ist F stetig auf U.

b) Ist f zusdtzlich nach x; stetig partiell differenzierbar, so ist F' nach x; steti partiell
differenzbar und man darf ,unter dem Integral differenzieren®, d.h. es gilt

OF (x) [ Of(x,t)
L oot

83Ci

Beweis. a) Wir bemerken zunéchst, dass es geniigt den Satz fiir U C R zu beweisen.

Es sei # € U € Rund (z;) C U eine Folge mit z; — x. Dann ist f auf der kompakten
Menge J X {z,xq,xs,...} gleichmiBig stetig, d.h. fiir jedes & > 0 existiert ein § > 0
mit |f(zg,t) — f(z,t)] < e fiir alle x € U, falls nur |z, — x| < ¢ gilt. Dies bedeutet,
dass f(xy,-) gleichméBig auf J gegen f(z,-) konvergiert. Nach Satz V.2.13 gilt daher

k—o00

lim/f(xk,t)dt:/f(xﬁ)dt,
J J

und somit ist F' stetig auf U.
b) Es sei K C U eine kompakte Menge mit x € K. Auf dem Kompaktum K x .J ist %

gleichméfig stetig, d.h. fiir jedes ¢ > 0 existiert ein § > 0 mit |%(f", t)— %(T )| < e fiir
alle |z — x| < §. Nach dem klassischen Mittelwertsatz [V.2.4 existiert ein & € (z, xy)

mit

T — T ox

(&, ).

Wir wihlen nun N € N so, dass |z — x| < § gilt fir alle £ > N. Damit gilt auch
|z — & | < ¢ und

%(x,t) _

ox Ty — T

(gk: f) <Eé.

flog,t) — f(z,t)|  |Of of
‘ %(T,f)—a

Somit konvergiert
Joe) I O

Tp — T ax( )
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gleichméafBig auf J. Nach Satz V.2.13 konvergieren daher die zugehorigen Integrale, d.h.
es gilt

x,1)dt.
koo T —x kHOC 7 Tp— 8T( )

Somit ist F' partiell nach z differenzierbar und es gilt

of

F'(z) = r

—(z, t)dt.
SchlieBlich ist F" stetig nach Aussage a), da % stetig auf U x J vorausgesetzt war.
O]

Als erste Anwendung dieses Satzes beweisen wir die Vertauschbarkeit fiir iterierte In-
tegrale.

6.2 Satz. Ist f : [a,b] X [c,d] — R stetig, so gilt

/ab </Cdf(x,t)dt) dx:/cd </abf(37>t)d$> o

Beweis. Wir definieren Funktionen Fi, F; : [a, b] — R durch

Fi(€): /(/fxtdt)dx Fy(¢ ._/ </fxtdx>dt

Da der Integrand von Fj stetig auf [a, ] ist, ist Fi nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung differenzierbar mit F'(§) = fd f(&,t) (JH Die Funktion F5 ist nach

dem obigen Theorem 6.1 ebenfalls d1fferen71erbar mit Fy (& f f(&,t)dt. Daher gilt
F| = F} und wegen Fy(a) = Fy(a) = 0 auch Fy = Fy.
O]

Durch wiederholtes Anwenden des obigen Verfahrens kann man das iterierte Integral
einer stetigen Funktion auf einem Quader Q := [ay,b] x ... X [ay, by] C R* als

b b b1
/f(T)dT—/ (/ < f(m],...,mk)dx]> d:@...) dxy
JQ Jay Jaz Jay

Im Folgenden betrachten wir die sogenannte Eulersche Differentialgleichung der Va-
riationsrechnung. Hierunter versteht man die folgende Problematik. Zwischen zwei ko-
axialen Kreislinien soll diejenige Rotationsfliche bestimmt werden, welche kleinsten
Fldcheninhalt besitzt. Genauer gesagt, suchen wir zu zwei gegebenen Punkten (a,«

definieren.
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und (b, 5) mit a < b eine stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — Ry mit f(a) = «
und f(b) = f so, dass die durch Rotation ihres Graphen um die x-Achse entstehende
Flache moglichst kleinen Flidcheninhalt hat. Den Flécheninhalt einer solchen Fléche
werden wir spéter als

P(f)=2x [ fa)/TH Flalds

bestimmen.

Ausgehend von diesem Beispiel betrachten wir allgemeiner eine zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktion

L:la,) xRxR—=R, (t,y,p) = L(t.y.p),

setzen fiir a, f € R

V = {gp € CQ[G./ b} : Q@(a) = q, QO(b) = 6}
und definieren

TV SR J(y) ;:/ L{t, o(t), & (£))dt.

Gesucht wird ein ¢ € V', in dem J ein Extremum annimmt. Im obigen Beispiel wire also
L(t, z,p) = /1 + p2. Das hier formulierte Extremalproblem ist von besonderer Art, da
der Definitionsbereich von J eine Teilmenge des unendlich-dimensionalen Vektorraums
V ist.

Der folgende Satz gibt eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Extremalstelle
von J an.

6.3 Satz. (Eulersche Differentialgleichung). Gilt J(¢) = infyey J(¢) fir ein ¢ € V,
so gelten die Eulerschen Differentialgleichungen

& S plt). 1) = Gt o0, D).

Beweis. Es sei ¢ € V mit J(p) < J(¢) fiir alle v € V und g € C?*[a, b] eine Funktion
mit g(a) =0 = g(b). Dann ist ¢ +eg € V fiir alle ¢ € R und es gilt

J(p) < J(p +eg).

Setzt man F': R — R, F(¢) := J(¢ +€g), so hat F' in € = 0 ein Minimum; es gilt also

42(0) = 0. Nach Satz 6.1 diirfen wir unter dem Integral differenzieren und erhalten

dF b d
) = /d—6 (t,p+eg, ¢ +eg')dt

b
oL oL
h / 3_(7% o+eg. @ +eg)g+—(t,p+eg, ¢ +eg)gdt
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Integriert man den zweiten Term auf der rechten Seite partiell, so erhalten wir

b oL oL , (" .d (0L
p —-g'dt = q\ / q(t)dt<a >dt
\,_/

=0

a

und somit gilt

0= 0= [ [5htee) - & (55) ) g

fiir jede Funktion g € C*[a,b] mit g(a) = g(b) = 0. Die Behauptung folgt nun aus dem
folgenden Lemma.
U

6.4 Lemma. Ist f : [a,b] — R eine stetige Funktion und gilt fir jede Funktion g €

C?[a,b] mit g(a) =0 = g(b) b
| st =

Beweis. Da f stetig ist, geniigt es zu zeigen, dass f = 0 auf (a,b) gilt. Wir nehmen
an, dass f(x) # 0 ist fiir ein x € (a,b). OBdA sei f(z) =& > 0. Die Stetigkeit von f
impliziert, dass eine Umgebung Us(x) von z existiert mit f(¢) > &/2 fiir alle ¢t € U;(x).
Wir withlen nun eine Funktion g € C?[a,b] mit ¢ > 0 und g(z) > 0 und g(¢) = 0 fiir
alle ¢ € [a,b]\Us(z). Daher gilt

0—/f t)dt = / Ft)g(t)dt > = /:jg(t)dt>0.

~—_—
>0

so ist f =0 auf [a,b].

Widerspruch!
O]

6.5 Beispiel.
Wie oben sei V = {p € C*a,b] : ¢(a) = a, und ¢(b) = B}. Motiviert durch die
Bogenlidnge von Kurven betrachten wir

b
:/ NEIOE
Dann gilt L(t,y,p) = /1 + p?,
oL oL D
- — 07 a t:y7p = T
dy 317( ) V1+p?



6 Differentation parameterabhéigiger Integrale 193

und die Eulersche Differentialgleichung lautet

d ¢ _oL_,
dt /14 ¢'(t)2 Oy '
Deshalb gilt
@' oY 0.

- :
V14 ¢? (1+¢72)2
und somit ¢"(t) = 0. Damit ergibt sich
o(t) =a+ 5t
und wir haben gezeigt, dass die Gerade die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten

darstellt.

Im Folgenden verallgemeinern wir die obige Strategie auf die Situation von n-Funktionen.
Die Funktion L ist dann von der Form

L:[a,b) xR XR* =R, (t,¥1,-«sYnsP1s--sPn) — Lt Y1, Yns D1y - -, Pr)

und fiir V' gilt
V={f€C*[a,b,R"): f(a) = e, f(y) = B}
fiir a, 8 € R". Definiert man J : V — R via

J(g) = / Lt or(8)s- s onl), 21 (0)s . (D)),

so impliziert ein Minimum von J in ¢ = (p1,...,p,) € V, dass

d .
%Lpi(ta%@')*[fyi(ta%ﬁﬂl):07 i=1...,n

gilt.
Betrachtet man ein physikalisches System beschrieben durch die Zeitkoordinate ¢ und
Ortskoordinaten ¢(t) = (¢1(t), ..., ¢n(t)), so heifit

a) L(t, ¢, ¢") die Lagrange-Funktion und

b) es gilt L =T — U, wobei T = T(p, ¢') die kinetische Energie und U = U(yp) die
potentielle Energie des Systems beschreibt.

c¢) Ferner wird J(p) = f:L(t,go(t),gp’(t))dt in der Physik auch Wirkungsintegral
genannt.



194 Kapitel Inhaltsverzeichnis

Das Hamiltonsches Prinzip der Mechanik besagt, dass zwischen zwei Zeitpunkten ¢y, #4
die Bewegung des Systems so verlduft, dass das Integral

t1
1) = [ T - Ul
Jto
minimal wird. Die Eulerschen Differentialgleichungen impliziert dann

dor 9
dt 9p; O

(T-U)=0, i=1,...,n.

In der Mechanik heiflen diese Gleichungen die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen.
Betrachten wir speziell die Bewegung eines Massenpunkts unter dem Einfluss eines nur
vom Ort abhéngigen Potentials U, so gilt mit x = (21, 9, x3) und v = (2}, 2, %)

3 3
m m m
T= 53w = G0 wmd L) = GO0 4]+ ) - Ul )
Da die Lagrangefunktion L nicht explizit von ¢ abhéngt, gilt
oL oU q oL
= — un = muv;
ox; ox;’ ov;

und die Eulersche Differentialgleichung lautet

oUu
6.%'1‘

d,
5 (mai(t)) + = (2i(t)) = 0.

Daher lauten die Bewegungsgleichung in diesem Fall

mz = —grad U(z), i=1,2,3.

6.6 Beispiel. (Rotationsminimalflichen). Wir betrachten nun das eingangs erwihnte
Beispiel der Rotationsfliche und definieren hierzu J als

b
(6.1) He) = [ et/ T+ T
Die Eulersche Differentialgleichung lautet

Lypy¢" + Ly’ + Ly — L, = 0.

Ist L unabhéngig von ¢, so gilt fiir E, := L,(p, ¢" )¢’ — L(p, ¢')

d

%Ew = (prWIQ + LPP‘PIQOH + LMO”) - LySOI - Lp@p”

= @’(prgpl + Lpp%p” —L,) =0,
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und jede Losung der Eulerschen Differentialgleichung erfiillt in diesem Fall
E, = L,(0,¢" )¢ — L(p,¢') = constant.

In der Physik interpretiert man F, als die Energie des Systems. Betrachtet man nun
speziell J definiert wie in (6.1), so gilt

L(t,z,p) = /1 + p?

und %(t, r,p) = i und g—; = /1 + p?. Die Eulersche Gleichung lautet daher

4 ¢
dt ® /1_*_%0/2

und da L unabhingig von t ist, gilt L,(p, ¢')¢’ — L(g,¢') = c fiir ein ¢ € R. Damit

(6.2) ) =V 1+ ¢

folgt
xp?
——— —xy/1+p?=—c
V 1+ p?
und somit

.
V1t e?

Damit vereinfacht sich die Eulersche Gleichung zu

= constant.

1 1

' =—pe ¢ —5p=0

und wir erhalten als Losung von (6.2)

1
©(t) = ccosh(=(t — t)).
c
Diese Funktionen heiflen auch Kettenlinien. Schlieilich bestimmen wir noch die Kon-
stanten ¢ und ¢, fiir den Fall « = § und a = —b wie folgt. Setzt man aus Symmetrie-
griinden ¢y = 0 so haben wir die Gleichung

coshb/c
b/c b

zu 16sen. Es existiert dann ein ¢ inR, so dass fiir a/b = ¢ genau eine Losung die-
ser Gleichung exisitiert. Zusammengefasst haben wir bewiesen, dass das Problem der
Rotationsminimalflache fiir dieses ¢ und «/b = ¢ hichstens eine Losung besitzt.



VIll Umkehrabbildungen und Implizite
Funktionen

In diesem Abschnitt untersuchen wir vier Themenkomplexe, die Frage wann eine stetig
differenzierbare Funktion eine ebensolche Umkehrfunktion besitzt, das Auflésen von
Gleichungen in R" und damit zusammenh#ngend den Satz iiber implizite Funktionen,
Untermannigfaltigkeiten des R* und damit zusammenhingend die Bestimmung von
Extremwerten unter Nebenbedingungen.

Die Beantwortung der beiden ersten Fragen erweist sich als deutlich schwieriger
als in der eindimensionalen Situation, da der Zwischenwertsatz aus der Analysis I
kein n-dimensionales Analogon besitzt. Unser zentrales Hilfsmittel zur Herleitung des
Satzes iiber die lokale Umkehrbarkeit einer stetig differenzierbaren Abbildung ist der
Banachsche Fixpunktsatz. Wir zeigen mit seiner Hilfe zunichst, dass unter gewissen
Bedingungen lokal eine stetige Umkehrung existiert. Die Kettenregel impliziert dann,
dass diese wiederum stetig differenzierbar ist.

Der Satz iiber implizite Funktionen beschéftigt sich dann mit der Frage unter welchen
Bedingungen eine Gleichung f(z,y) = 0 in der N#he einer Nullstelle von f eine diffe-
renzierbare Auflésung y = g(x) besitzt. Dieser Satz fiihrt aus geometrischer Sicht zum
Begriff der Untermannigfaltigkeit in R™; dies sind diejenigen Teilmengen die lokal wie
offene Teilmengen eines R¢ aussehen. Die zunichst geometrisch motivierte Einfiihrung
der Begriffe des Tangential- bzw. Normalenraums an eine Untermannigfaltigkeit er-
lauben dann auch einen eleganten Beweis der sogenannten Multiplikatorenregel von
Lagrange, einer notwendigen Bedingung fiir die Existenz von Extremwerten unter Ne-
benbedingungen.

1 Der Satz iiber die Umkehrabbildung

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Definition des Begriffs des Diffeomorphismus.
1.1 Definition. Eine bijektive und stetig differenzierbare Funktion f : U — V zwi-

schen offenen Mengen U C R” und V' C R™ heif3t Diffeomorphismus, falls die Umkehr-
abbildung f=!: V — U ebenfalls stetig differenzierbar ist.

197
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1.2 Bemerkungen.

a) Ist I C R ein offenes Intervall und f : I — J eine stetig differenzierbare Funktion
mit f'(x) # 0 fiir alle 2 € I, so ist f streng monoton, die Umkehrfunktion existiert
im Intervall J = f(I) und sie ist nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion IV.1.8 aus
Analysis I auch differenzierbar.

b) Ein zu a) analoges Resultat gilt nicht fiir Funktionen in R fiir n > 2! Als Gegen-
beispiel betrachten wir die Polarkoordinatenabbildung

f:(0,00) x R = R*\{(0,0)}, f(r,¢):= (rcosy,rsinp).

Diese ist surjektiv und stetig differenzierbar, J(r, ¢) ist invertierbar fiir alle (r,¢) €
(0,00) x R, aber f ist nicht injektiv. Also ist f auch nicht invertierbar.

c) Esseien U CR*", V C R™ und f : U — V ein Diffeomorphismus mit der Umkehr-
abbildung g := f~! : V — U. Nach der Kettenregel gilt

g (f(@)- f'(x) = (gof)(x)
fllaw)-d' ) = (fog) ()

und aus der Linearen Algebra folgt, dass n = m gilt und dass fir y = f(z) die
Abbildungen ¢'(y)~' € L(R") und f'(z) € L(R") zueinander inverse Isomorphismen
sind.

d) Die Aussagen b) und c¢) implizieren, dass D f(x) fiir alle x € U invertierbar ist, falls
f U — V ein Diffeomorphismus ist. Die Umkehrung gilt nur, falls man f geeignet
einschrinkt.

(idy)'(z) = idgs, =z €U,
(idy)'(y) = idgm, ye€V,

1.3 Theorem. (Satz iiber die Umkehrabbildung). Es seien U C R" eine offene Menge
und f: U — R" eine stetig differenzierbare Funktion, fiir welche Df(a) € L(R") fir

a € U invertierbar ist. Dann ezistiert eine offene Umgebung V von b := f(a) und eine
Umgebung U C U wvon a, derart dass die Einschrinkung f : U — V von f auf U ein
Diffeomorphismus ist. Fiir die Umkehrabbildung g¢ilt auflerdem

DF'(b) = (Df()™"
Fiir den Beweis benotigen wir die folgenden beiden Hilfssétze.

1.4 Lemma. (Schrankensatz). Es seien U C R* offen, f: U — R™ eine differenzier-
bare Funktion und a,x € U mit axz € U. Gilt

sup |[|Df(a+t(zx —a))|| =: L < 0,
te€[0,1]

so st ||f(z) = f(a)ll < Lljz — al|
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Fiir den Beweis verweisen wir auf die Ubungen.

1.5 Lemma. (Stetigkeit der Inversion). Die Menge GL,(R) := {A € M,(R) : A in-vertierbar }
st offen in R und die Abbildung

Inv : GL,(R) — M,(R), Ars A!

15t stetig.

Beweis. Da GL,(R) = det™'({z € R : z # 0}) gilt, ist die Menge GL,(R) als Urbild
der Menge {x € R : x # 0} unter der stetigen Funktion det : M,(R) — R offen. Fiir

die Stetigkeit der Inversenabbildung verweisen wir auf die Ubungen.
O

Beweis von Theorem 1.3. Wir unterteilen den relativ umfangreichen Beweis in sechs
Teilschritte und beginnen mit der folgenden Vorbemerkung.

Betrachtet man anstelle von f die Funktion Df(a) 'o f: U — R" so folgt, dass wir
oBdA

(1.1) Df(a) = Idg,
wahlen konnen. Ferner diirfen wir oBdA ebenfalls
a=0 und f(a)=0

wihlen, indem wir die Funktion z — f(z +a) — f(a) firz € {z € R* : 24+ a € U}
betrachten.

Schritt 1: Ziel ist es die Gleichung y = f(x) fiir ,kleine“ y € R™ nach z aufzuldsen.
Hierzu setzen wir fiir y € R* und x € U

oy(z) =y +z— f(z).

Es gilt dann y = f(x) genau dann, wenn ¢,(z) = z ist, d.h. genau dann, wenn z ein
Fixpunkt der Abbildung ¢, ist.
Schritt 2: Wir wenden auf die obige Gleichung den Banachschen Fixpunktsatz an.
Zunichst ist @y : U — R" stetig differenzierbar und die Skalierung (1.1) impliziert,
dass

DQO()(O) = Ian - Ian =0

gilt. Daher existiert ein r > 0 so, dass U, (0) = {z € R* : |2| < 2r} C U und

(1.2 IDgo(a) ~ Deof0) | = IDgo(@)ll < 5.« € Tan(0),
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gilt. Da Dy, = Dy, ist, folgt aus dem Schrankensatz Lemma 1.4

1 _
(1.3) ly(w1) = @y(@o)]| < §||~’U1 —xoll, Zo, 1 € Uz (0)
und somit
1
(1.4) lloy(@)]] < lly (@) — @y (0)]] + [ 2y (0) || < §||l"|| + [yl < 2r,
——
=Y

falls ||z|| < 27 und ||y|| < r ist. Mit anderen Worten bedeutet dies, dass fiir ||y|| < r
die Abbildung B _
Py : UQT(O) — UQT(O)

eine strikte Kontraktion ist. Da Uy, (0) als abgeschlossene Teilmenge des R® vollstindig
ist, folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz, dass fiir alle y € R* mit ||y|| < r genau
ein Fixpunkt z € Us,(0) von ¢, existiert, fiir welchen wegen (1.4) sogar ||z|| < 2r gilt.
Setzt man

V :=U,(0) und U := f~ (V) N Uy (0),

so bedeutet dies, dass die Einschrankung f von f auf U bijektiv ist. .
Schritt 3: Wir zeigen als néichstes, dass g := (f) "' : V — U stetig ist. Fiir jedes z € U
gilt © = po(z) + f(x). Damit und wegen (1.3) gilt fiir alle yo, y; € V die Abschétzung
lg(y1) = 9(yo)ll < [lva(g(y1)) — wolg(yo)) | +I1f(g(y1)) — f(g(vo))ll
<

31l9(y1)—9(wo)ll

und somit

(1.5) 19(y1) = 9(yo)ll < 2[1£(9(y1)) = F(g(wo))ll = 2llyr = yoll

Dies bedeutet, dass g sogar Lipschitz-stetig ist. B
Schritt 4: Wir zeigen, dass Df(z) € L(R™) fiir alle z € U invertierbar ist. Zunéchst
gilt ~
@) =2 —go(s), und  Df(s) = Idas — Dyo(z), o€ 0.
Gilt Df(z)v = 0 fiir ein v € R", so folgt v = [Dypy(z)]v und wegen (1.2) gilt

1
[l < Do) - llvll < 5ol

also v = 0. Daher ist Df(z) injektiv und die Dimensionsformel aus der Linearen
Algebra impliziert, dass D f(z) auch surjektiv ist. Also ist D f(z) invertierbar.

Schritt 5: Wir zeigen, dass g differenzierbar ist. Hierzu sei yo € V und £ € R" mit
Yo+k € V. Setzt man xq := g(yo) und h := g(yo+k)—9g(yo), soist k = f(xo+h)— f (o)
und

9(yo + k) — g(yo) — [Df (w0)] ™"k = h — [Df (z0)] ™ (f (w0 + h) — f(z0))
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Da f in x differenzierbar ist, gilt
f(zo +h) = f(xo) = D f(zo)h + r(z0 + h)

mit limy_,q T(Tﬁlﬁh) = 0. Daher ist

9(yo + k) — g(yo) = [Df (z0)] "'k — [Df (w0)] "7 (20 + h)

und es bleibt zu zeigen, dass

=0

. [Df(zo)] " r(zo + h)
(1.6) o |1&]

gilt. Aufgrund von Gleichung (1.5) gilt

1Rl = ll(zo + h) — ol| < 2[| £ (x0 + h) — f (o) | = [|12K]],

=k

und fiir £ — 0, also auch A — 0, folgt

Ir(zo + P _ 2 h
< mrllr(@o + W)l — 0,
1&] it

da f differenzierbar ist. Da [Df(z0)]"" € L(R") stetig ist, folgt schliefilich (1.6).
Schritt 6: Anwenden der Kettenregel analog zu Bemerkung 1.2 c) liefert

Dy(y) = [Df(g(y)]™

und Lemma 1.5 impliziert, dass D, : V' — L(R") stetig ist. Daher ist f:U—=Vein
Diffeomorphismus und der Satz ist vollstindig bewiesen.
O

Der obige Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit hat zahlreiche Konsequenzen. Als un-
mittelbare Folgerung notieren wir die Sétze iiber offene Abbildungen und die Diffeo-
morphie.

1.6 Korollar. (Satz von der offenen Abbildung). Es sei U C R* offen und f : U —
R™ eine stetig differenzierbare Funktion, derart dass Df(x) € L(R™) fir alle x € U
invertierbar ist. Dann ist f(U) offen in R".

Beweis. Nach dem Umkehrsatz existiert zu jedem x € U eine offene Umgebung U, C U
von zx so, dass f(U,) C R" offen ist. Wegen

)= 71U

zeU



202 Kapitel VIII Umkehrabbildungen und Implizite Funktionen

und da beliebige Vereinigungen offener Mengen wiederum offen sind, ist auch f(U)
offen.
d

Die obige Aussage bedeutet, dass f(O) offen ist fiir alle offenen Mengen O C U.
Abbildungen mit dieser Eigenschaft heiflen auch offene Abbildungen.

1.7 Korollar. Ist in der Situation des Satzes von der offenen Abbildung die Funktion f
zusdtzlich injektiv, so ist f ein Diffeomorphismus von U auf die offene Menge f(U) C
R™.

Beweis. Die Umkehrabbildung g : f(U) — U ist stetig, da fiir jede offene Menge O C U

das Urbild ¢7!(O) = f(O) nach dem Satz iiber die offene Abbildung offen ist. Nach
dem Satz iiber die Umkehrabbildung ist f sogar ein Diffeomorphismus.
O

1.8 Bemerkung. Verwendet man den Satz iiber die Umkehrabbildung um nichtlineare
Gleichungssysteme zu l6sen, so erhilt man folgende Aussage:

Ist det Df(xq) # 0 fiir ein xy € U, so existieren Umgebungen U von z, und V' von
f(zo) derart, dass das Gleichungssystem

fl(a:la . ,xn) =

fn(xla"'ax’n) = Yn
fiir jeden Wert (y1,...,y,) € V genau eine Lisung
‘/L‘l :‘/L‘l(ylﬁ"‘iyn)i""xn :‘/L‘n(yli""yn)

in U besitzt. Ferner besitzen die Funktionen x4, ..., x,, dieselbe Regularitit wie fi, ..., f,.

1.9 Beispiele.
a) Ebene Polarkoordinaten
Jeder Punkt (z,y) € R? besitzt eine Darstellung durch Polarkoordinaten, d.h.

T=rcosg, y=rsing mitr = (22 + y?)/2
Fiir die Abbildung f : (r,¢) — (z,y) gilt

cos@ —rsing

det Df(r, QD) - singp rcosg

—r#0, (a,9)# (0,0).
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Zu jedem Punkt (z,) # (0, 0) existieren unendlich viele Urbilder (r, ¢+ 2kn); in Uber-
einstimmung mit dem Umkehrsatz gibt es jedoch in einer Umgebung von (zg,yy) =
(ro cos g, To Sin g) # (0,0) eine unendlich oft differenzierbare Umkehrfunktion gege-
ben durch

r= (22 +y*)Y? und ¢ = arctan %, xo # 0

wobei jener Funktionszweig des Arcustangens zu wihlen ist, fiir welchen (zg,7,) den
Wert ¢ ergibt. Gilt xq = 0, so wihlen wir ¢ als ¢ = arccotﬁ.
Die Polarkoordinatendarstellung bildet also den Streifen

S={(r,p) eR?:1r>0,p| <}

diffeomorph auf die léings der negativen reellen Achse geschlitzten Ebene R? :=R?\{(z, y) :
x <0,y =0} ab.

b) Der komplexe Logarithmus

Die komplexe Zahl z € C besitze die Darstellung z = x + 7y. Beschréinkt man z auf den
Streifen S = R x (—m, 7] und setzt man w := €, so folgt |w| = €® und argw = y. Dies
bedeutet, dass die Exponentialfunktion den Streifen S bijektiv auf C\{0} abbildet. Ihre
Umkehrabbildung ist durch (z,y) — (log|w|,argw) mit y € (—m, 7| gegeben. Die Per-
iodizitit der Exponentialfunktion, d.h. e* = e**2™ impliziert, dass auch jeder um 27ki
verschobene Streifen Sy = 27ki + S mit k € Z bijektiv auf C\{0} abgebildet wird. Die
obige Umkehrformel bleibt giiltig mit dem Zusatz, dass jetzt (2k — 1) <y < (2k+ 1)«
gefordert werden muss.

Bezeichnet man fiir gegebenes w # 0 jede die Gleichung e* = w erfiillende komplexe
Zahl z als Logarithmus von w, so sehen wir dass es in jedem Streifen S; genau einen
Logarithmus von w gibt. Die verschiedenen Logarithmen unterscheiden sich lediglich
um Vielfache von 27¢ und sie sind durch

logw = log |w| + i arg w

gegeben. Wird das Argument durch argw € (—m, ) eingeschrinkt, so spricht man vom
Hauptzweig des Logarithmus. In der Sprache des Umkehrsatzes dreht es sich bei w = e*
um die Funktion f = (fi, fo) mit

filz,y) = €"cosy, falz,y) =€e"siny
und
e*cosy —e’siny
e*siny e*cosy
Beschréinkt man (z,y) auf den Streifen S = R x (—m,7), so beschreibt f = (fi, f2)
einen Diffeomorphismus mit dem Bildbereich R2 . Die Umkehrabbildung ist dann der
Hauptzweig des Logarithmus gegeben durch

det Df(z,y) = =¥ £0.

v = slog(f + ), v=ars(fi, ) € (~m,7).
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2 Der Satz iiber implizite Funktionen

Im vorangegangenen Abschnitt beschéftigten wir uns mit der Losbarkeit von nichtli-
nearen Gleichungssystemen, bei welchen die Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl
der Variablen iibereinstimmte. Im Folgenden betrachten wir nun die L&sbarkeit von
solchen Systemen, bei denen mehr Variablen als Gleichungen vorhanden sind. Genauer
gesagt betrachten wir m Gleichungen fiir m + k£ Unbekannte, d.h.

fl(xla"'axkayla"'aym) =0
fm(xlv"'axkayla"wym) =0
und untersuchen die Frage unter welchen Bedingungen sich v, ...,y durch x,..., z,

ausdriicken lassen, oder anders formuliert, ob sich das obige Gleichungssystem nach y

auflosen lasst.
Betrachtet man den Spezialfall von linearen Gleichungssystemen der Form

Az + By =0

mit A € My (R), B € My, (R) und z = (z1,...,2)" und y = (y1,...,ym)?, so ist dies
moglich, falls B invertierbar ist; es gilt dann

y=—B Az

Im Folgenden wollen wir lokal ein analoges Resultat fiir stetig differenzierbare Funk-
tionen f = (fi,..., fm): U C R¥ x R™ — R™ herleiten. Hierzu definieren wir

a:(al,...,ak), b:(bl,...,bm), (a,b) ::(al,...,ak,bl,...,bm),
x:(xla"'axk)a y:(yla"'aym)a (Zl',y) ::(xla-"axk,yla"',ym)a

fla,b) == flay,...,a5,b1,...,bm),  f(2,9) = f(@1, -, Tk Y15 - - -5 Ym)

g—fl(a, b) ... %(a, b)
D, f(a,b) := : :

%(a b) %(a b)

oz ) ot Oxy, ) mxk

und

g_:ﬁ(avb) gy%(aa b)
Dyf(a'a b) = :

o) o Yean )

Der folgende Satz iiber implizite Funktionen bildet den Hauptsatz dieses Abschnitts.
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2.1 Theorem. (Satz iiber implizite Funktionen). Es seien U C R¥ x R™ eine offene
Menge und f : U — R™ eine stetig differenzierbare Funktion. Ferner sei (a,b) € U mit
f(a,b) =0 und

det(D, f(a,b)) # 0.

Dann ezistiert eine offene Umgebung W C R* von a und eine eindeutig bestimmite
stetig differenzierbare Abbildung ¢ : W — R™ mit p(a) = b, (z,p(x)) € U fir alle
x €W und

fz,o(x)) =0 fir alle x € W.

Ferner gilt
Dy(z) = —[Dyf(z,¢(2))] ' Duf(z, p(z)), =€ W.

Bevor wir den Beweis beginnen, wollen wir uns zunichst die Aussage des Satzes im
Spezialfall m = 1 = k veranschaulichen. Hierzu sei f : R?> — R in Umgebung von
(mo,y0) € R? stetig differenzierbar und es gelte f(zg,yo) = 0, sowie

Dyf('TOa yo) # 0.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert dann ein 6 > 0 und eine auf dem
Intervall I := (zq — J, 2o + J) eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Abbildung ¢
mit ¢(zy) = yo und

f(z,o(x)) =0 fiirallex € I.

Beweis. Betrachte die Abbildung F : U C R*¥ x R™ — R¥ x R™ definiert durch
Fz,y) = (z, f(z,9))-

Dann ist F' stetig differenzierbar und es gilt

(2.1) DF(z,y)(h,k) = (h, Dy f(z,y)-h+Dyf(z,y)-k), (z,y) €U, (h,k) € R* xR™.

Weiter ist DF(a,b) € L(RF x R™) invertierbar, denn (2.1) impliziert

DF(a,b)(h,k)=0=>h=0=> Dyf(a,b)k =0=k=0.
N—_———
invertierbar n. Vor.

Somit ist DF'(a,b) injektiv, also auch bijektiv und daher invertierbar.
Wir kénnen also den Satz 1.3 iiber die Umkehrabbildung auf F' in (a,b) anwenden und
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erhalten eine offene Umgebung U C U von (a,b) mit der Eigenschaft, dass F':= F|j :
U — F(U) =:V eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung G : V — U besitzt.

Da F' in den ersten Koordinaten wie die Identitat wirkt, gilt dies auch fiir G, d.h. es
existiert eine stetig differenzierbare Abbildung ¢g : V' — R™ mit

G(&,n) = (&, 9(&n)) fiir alle (§,n) € V.
Fiir (z,y) € U gilt somit

flz,y) =0 < F(z,y)=(z,0) &= (z,y) = G(z,0) = (2, 9(z,0))
(2.2) —= y=y(z,0)

und insbesondere b = g(a, 0). Setzt man

W:z{xER’“:( o )EV},

Ogm
so ist mit V auch W offen und
V'3 F(a,b) = (a, f(a, b)) = (a,0),
d.h. W ist eine Umgebung von a. Wir definieren schliefilich die Funktion
p: W = R", o(z) = g(z,0),

welche wegen (2.2) die behauptete lokale Auflésung der Gleichung f(x,y) = 0 nach y
in einer Umgebung des Punkts (a, b) liefert.
Die Ableitung der Funktion ¢ ldsst sich via der Kettenregel wie folgt bestimmen: aus

(@, ¢(z)) = 0 folgt
Dy f(z,¢(2)) - Idgs + Dy f (2, p(x)) - Dp(x) = 0.
Fiir (z,y) = (a,b) gilt wegen p(a) = b
Dy(a) = ~[Dyf(a,b)]™" - Dy f(a,b).
[l

Wir bemerken an dieser Stelle noch, dass sich die Ableitung D¢(a) von ¢ wie in Satz
2.1 angegeben ohne explizite Kenntnis von ¢ bestimmen l&sst!

2.2 Beispiele.
a) Hohenlinien: Es sei U C R? eine offene Menge, f : U — R eine stetig differenzierbare
Funktion und ¢ € R. Dann bezeichnet

Ni(e) ={(z,y) €U : f(z,y) = c}
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die Niveaumenge von f. Die Niveaumenge wird destfteren auch als Hohenlinie bezeich-
net, wobei im Allgemeinen die Niveaumenge keine , Linie“ sein muss. Der Satz iiber
implizite Funktionen im Fall m = k = 1 angewandt auf die Funktion

fe:U—=R, fc(l‘ay):f(xay)_c

liefert folgendes Resultat. Ist (a,b) € U mit f(a,b) = c und gilt

(2-3) gradfe(a,b) = (f(a,b), fy(a, b)) # (0,0),

so kann man die Gleichung f(z,y) = ¢
1. in einer Umgebung von a nach y auflésen, falls f,(a,b) # 0 gilt und
2. in Umgebung von b nach z auflosen, falls f,(a,b) # 0 gilt.

Mit anderen Worten bedeutet dies, dass Niveaumengen durch Punkte (a,b), die (2.3)
lokal erfiillen, sich als stetig differenzierbare Abbildungen der Form z +— (z, ¢(x)) im
Fall 1. bzw. y — (¥ (y),y) im Fall 2. darstellen lassen. Die Niveaumenge wird in diesem
Fall tatsdchlich durch Héhenlinien beschrieben.

b) Gleichungssysteme

Fiir £ = 1 und m = 2 betrachten wir das Gleichungsystem

filmy,y) =22+ +yd -7 =0
fo,y1,92) =2 +hye+2y2+2 =0

mit f1(27 _170) = f2(27_170) = 0. Fir f = (fl:fQ) gllt

3y% 3y§ 3 o0
D,f(2,—1 = = )
yf( —1,0) <x+y2 T+ U l2-1.0) 21

Da diese Matrix invertierbar ist, existieren in einer Umgebung W von a = 2 zwei stetig
differenzierbare Funktionen ¢, ps : W — R mit

(901 (2)5 902(2)) = (_1’ 0)

und
fi(z,o1(2), 02(2)) =0 sowie  fo(z, 1(z), pa(z)) = 0.
Fiir die Ableitungen von ¢; und 9 gilt

(A8 --(0) (Be) -7 L)) -3
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3 Untermannigfaltigkeiten und Extremwerte unter
Nebenbedingungen

Der obige Satz iiber implizite Funktionen fiihrt in geometrischer Sicht zum Begriff der
differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Letzterer spielt in der modernen Mathematik eine
wichtige Rolle und wir wollen hier erste Eigenschaften aufzeigen.

3.1 Definition. Eine Teilmenge M des R" heifit d-dimensionale differenzierbare Un-
termannigfaltigkeit des R, wenn es zu jedem a € M eine in R* offene Umgebung U
von ¢ und einen Diffeomorphismus ¢ : U — V auf eine offene Teilmenge V' des R" gibt
mit

o(UNM)=Vn R x {0}).

Ein- bzw. zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten des R" heiflen auch in R" ein-
gebettete Kurven bzw. Flichen. Differenzierbare Untermannigfaltigkeiten des R* der
Dimension n — 1 heiflen auch Hyperfiichen. . Im Folgenden verstehen wir unter einer
(Unter)Mannigfaltigkeit eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R™.

Beispiele von Mannigfaltigkeiten lassen sich relativ einfach, wie der folgende Satz zeigt,
durch Graphen von differenzierbaren Funktionen erhalten.

3.2 Satz. Ist O offen in R und f : O — R™ eine stetig differenzierbare Funktion, so
ist graph f eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RT™.

Beweis. Setzt man U := O x R" und
¢:U—=R" =R xR", (z,9) = (z,y — f(x)),

so ist ¢ stetig differenzierbar mit Im(¢) = U. Ferner ist ¢ : U — U bijektiv mit
oY (z,2) = (z,2 + f(x)), also ein Diffeomorphismus von U auf sich, und es gilt

(U Ngraph (f)) =0 x {0} =U N (R? x {0}).

d

Der folgende Satz vom reguldren Wert stellt eines der niitzlichsten Mannigfaltigkeits-
kriterien dar. Wir erinnern zunéchst an den folgenden Satz aus der Linearen Algebra:
Ist f:R®* — R™ eine regulire, d.h. surjektive und lineare Abbildung, so ist fiir jedes
¢ € R™ der Losungsraum der Gleichung f(z) = c ein affiner Unterraum des R" der
Dimension n —m. Im Folgenden verallgemeinern wir dieses Ergebnis auf den Fall einer
Gleichung f(z) = c fiir eine stetig differenzierbare Funktion f und einem sogenannten
reguldren Wert c.
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3.3 Definition. Ein Punkt € U C R? heift requldrer Punkt der stetig differenzierba-
ren Funktion f : U — R, falls die Ableitung Df(z) € £(R?, R") surjektiv ist. Ferner
heifit ein Punkt y € R* regulirer Wert von f, wenn alle z € f!(y) regulire Punkte
von f sind.

3.4 Bemerkungen.

a) Gilt d < n, so besitzt f keine reguléren Punkte.

b) Gilt d > n, so ist x € U genau dann ein regulérer Punkt von f, wenn die Ableitung
Df(x) den Rang n besitzt.

¢) Gilt n =1, so ist € U genau dann ein regulirer Punkt von f, wenn V f(x) # 0 ist.
d) Ein Punkt y € R" ist genau dann ein regulidrer Wert von f, wenn die Matrix D f(x)
in allen Punkten z € f~'(y) den Rang n hat. Gilt n = 1, so bedeutet dies, dass
f'(x) # 0 ist in allen solchen Punkten.

e) Ist a € U ein regulirer Punkt einer stetig differenzierbaren Funktion f, so exi-
stieren nach dem Satz iiber implizite Funktionen (nach einer moglichen orthogonalen
Transformation des R™) n Variablen, so dass das Gleichungssystem

fl(.Tl,...,.'Ed) =0

fn(.’,El,....,.'L'd) :0

in einer Umgebung von a eindeutig nach diesen Variablen als Funktion der iibrigen
d — n Variablen aufgel6st werden kann.

f) Ist 0 € Im(f) ein regulidrer Wert einer stetig differenzierbaren Funktion f: U — R",
so existiert zu jedem a € f~1(0) eine Umgebung V in R?, so dass sich f~1(0) NV als
Graph einer stetig differenzierbaren Funktion in d — n Variablen darstellen ldsst.

Wir kommen nun zum angekiindigten Satz vom reguldren Wert.

3.5 Theorem. Ist U C R¢ eine offene Menge und c ein requlirer Wert einer ste-
tig differenzierbaren Funktion f : U — R, so ist f~'(c) eine (d — n)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R™.

Nach den obigen Vorbereitungen ist der Beweis einfach und folgt direkt aus Satz 3.2
und Bemerkung 3.4 e).

3.6 Beispiele.
a) Die euklidische (n — 1)—Sphdre

Sl {z e R |afy =1}
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ist eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R”. Um dies einzusehen, be-
trachten wir die stetig differenzierbare Funktion

fR" >R z~ ||x||§

Da Vf(z) = 2z fir alle x € R* gilt, ist 1 ein reguldrer Wert von f. Weiter, da
S = f~1(1) folgt die Behauptung aus dem Satz vom reguliren Wert.
b) Betrachte auf U = R*\ ({0} x {0} x R) die stetig differenzierbare Funktion

2
f:U =R, f(z,19,3) := (y/w%+$§ —2) + 3.

Da 1 ein regulidrer Wert von f ist, ist 72 := f~1(1) eine zweidimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des R®; T? ist die zweidimensionale Torusfliche, welche durch Rotation
des in (x; — z3)-Ebene liegenden Kreises (z; — 2)? + 22 = 1 um die z3-Achse entsteht.
c) Ist A eine reelle, symmetrische n x n-Matrix mit det A # 0, so ist die Quadrik

Q:={reR": (z"Az) =1}

eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R". Fiir den Beweis wihlen wir
[:R* =R f(z) = (z7|Az) und notieren, dass Q = f (1) gilt. Da Df(x) = 22T A #
0 fiir alle x € R® mit x # 0 gilt, ist 1 ein regulirer Wert von f und die Behauptung
folgt wiederum aus dem Satz vom reguldren Wert.

Will man die Konzepte der Differentialrechnung auf Abbildungen zwischen Unterman-
nigfaltigkeiten iibertragen, so erweist es sich als sehr niitzlich, lineare Strukturen wie
den Tangential- und Normalenraum an Mannigfaltigkeiten im euklidischen R™ ein-
zufiihren.

Wir betrachten zunéchst den Begriff des Tangentialraums.

3.7 Definition. Es sei M eine Teilmenge des R". Ein Vektor v € R" heifit Tangen-
tialvektor an M tm Punkt a € M, wenn es in M eine stetig differenzierbare Kurve
v :(—€,e) = M, e >0, mit v(0) = @ und +'(0) = v gibt. Die Menge aller Tangential-
vektoren an M in a heifit Tangentialkegel von M in a und wird mit T, M bezeichnet.
Ist T, M ein Vektorraum, so wird er auch Tangentialraum genannt.

3.8 Satz. Es sei M eine d—dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. Dann gilt fiir
jedes a € M:

a) T,M ist ein Vektorraum der Dimension d.

b) Gilt M = f~'(c) fiir eine stetig differenzierbare Funktion f : U — R™ auf einer
offenen Menge U C R™ zu einem reguldren Wert c von f, so ist

T,M =kern Df(a) ={v e R": Df(a)v = 0}.
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Beweis. a) Die Behauptung ist leicht einzusehen fiir die d-dimensionale Untermannig-
faltigkeit M =V N (R x {0}), wobei V offen in R™ ist. In diesem Fall ist

T.(V N (R* x {0}) = R* x {0}.

Fiir den allgemeinen Fall, betrachten wir die Abbildung ¢ : U — V aus der Definition
3.1 der Untermannigfaltigkeit M, welche jeder Kurve v : (—¢,¢) — MNU die Bildkurve
¥ :=povyin VN (R x {0}) zuordnet. Jede Kurve in V N (R? x {0}) ist eine solche
Bildkurve und fiir zwei Kurven v und 7 gilt

7 (t) = [De(a)] 7' (1).

Daher folgt T,(M NU) = [Dp(a)] *(R? x {0}) und wegen T,M = T,(M NU) folgt die
Behauptung a).
b) Fiir v : (e,6) = M gilt f oy = ¢ und somit D f(a)y'(0) = 0. Daher ist

ToM C kern Df(a).

Da Df(a) : R? — R™ nach Voraussetzung surjektiv ist, gilt nach der Dimensionsformel
aus der Linearen Algebra dim kern D f(a) = n—m = dim M = d. Daher ist T, M kein
echter Untervektorraum von kern D f(a) und die Behauptung ist bewiesen.

O

Unter einem Normalenvektor einer Untermannigfaltigkeit M C R" im Punkt a € M
versteht man einen Vektor v € R” der senkrecht zum Tangentialraum 7, M steht; der
Normalenraum N, M ist das orthogonale Komplement zu 7, M, d.h.

N, M := (T,M)*.

Der obige Satz iiber den Tangentialraum ergibt folgendes Korollar.

3.9 Korollar. Es sei M = f~Y(c) die Niveaumenge einer stetig differenzieraren Funk-
tion f = (fi,-.., foea) : U = R zum requliren Wert ¢ € R*=¢. Dann bilden die
Gradienten V f1(a), ...,V fa_a(a) in a € M eine Basis des Normalenraums, d.h. es gilt

N,M = [V fi(a),...,Vf . q(a)].

Beweis. Die Zeilen der Matrix D f(a) werden durch den obigen Gradienten beschrieben.
Nach Satz 3.8 liegt v € R" genau dann in T, M, wenn (V f;(a)|v) =0 fiiri =1,...,n—d
gilt; daher stehen die Vektoren Vf;(a) fiir ¢ = 1,...,n — d senkrecht auf 7,M. Die
Matrix D f(a) hat nach Voraussetzung den Rang n — d und somit sind die Vektoren
Vfi(a) fiir i =1,...,n — d linear unabhéngig und bilden eine Basis fiir N, M.

]
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3.10 Beispiele.
a) Fiir die Sphire S" ! in R" gilt " ! = f~!}(1) mit f : R* - R, z — ||z|]2. Wegen
Vf(a) = 2a gilt

NS ' ={Xa: ) €R}
fiir a € S™ 1.
b) Ein Normalenvektor an die Torusfliiche 72 beschrieben in Beispiel 3.6 b) im Punkt
(a1, az, a3) ist gegeben durch 2(a — h) mit

( 261,1 20,2 0)
(af +a3)'/?" (af +a3)'?" "

¢) Ist U C R" offen und f : U — R eine stetig differenzierbare Funktion, so ist die
FEinheitsnormale v(z), d.h. ein Normalenvektor der Linge 1, an die Mannigfaltigkeit
M = graphf im Punkt a = (z, f(x)) gegeben durch

(1+ [V f(z)[*)/?

In vielen Anwendungen ist nicht nur das blole Extremum einer Funktion f : R* — R
gesucht, sondern es sind Extremwerte unter Nebenbedingungen zu bestimmen. Genauer
seien f: U CR" > Rund g = (¢1,---,9m) : U C R* — R™ gegebene Funktionen und
M :={x € U : g(x) = 0}. Gesucht sind Punkte zo € M mit

f(zo) < f(x) fiir allex € M NU,,

oder
f(xo) > f(z) fiir allez € M NU,,

fiir eine Umgebung U,, C U von zy. Ein solcher Punkt heifit lokales Extremum von f
unter der Nebenbedingung g = 0.

Die folgende Multiplikatorregel von Lagrange beschreibt ein notwendiges Kriterium fiir
das Vorliegen von solchen Extremwerten unter Nebenbedingungen.

3.11 Satz. (Multiplikatorregel von Lagrange). Es seien U C R* offen, m < n, f :
U — R sowie g = (g1,-..,9m) : U — R™ stetig differenzierbare Funktionen. Ferner sei
0 ein requlirer Wert von g und es gelte M = g~ (0) # 0. Besitzt f in xo unter der
Nebenbedingung g = 0 ein lokales Extremum, so existieren Ay, ..., A\, € R mit

Df(xzg) = Z A;jDg;(zo).

Beweis. Nach dem Satz vom reguliren Wert ist M eine (n — m)-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit des R* und es gibt es zu v € T, M eine stetig differenzierbare
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Kurve v : (—g,6) — M mit v(0) = 2o und 4'(0) = v. Die durch F : (—¢,e) = R,
F(t) := f(v(t)) definierte Funktion hat in ¢ = 0 ein lokales Extremum. Daher ist
F'(0) = 0, welches (gradf(zo)|v) = 0 und somit gradf(zo) € Ny, M bedeutet. Nach
Satz 3.9 gibt es daher eindeutig bestimmte Ay, ..., A\, mit der behaupteten Eigenschaft.

]

3.12 Bemerkungen.

a) Die Zahlen Aq, ..., A\, heilen Lagrange-Multiplikatoren.

b) Im speziellen Fall m = 1 gilt: seien U C R™ offen, f,g : U — R stetig differenzier-
bare Funktionen. Ist Dg(x¢) # 0 und besitzt f in z, ein lokales Extremum unter der
Nebenbedingung g = 0, so existiert ein A € R mit

D f(xz) = A- Dg(zo)-
Um dies einzusehen, nummerieren wir die Koordinaten so, dass

Dg(xo) = (&1,.--,&n—1,m) mitn#0

N o
Dz g(z0)

gilt und wenden Satz 3.11 an.

¢) Fiir f,g: U CR?> - Rund ¢ € R setze N, := f(c) und M := ¢g~!(0). Dann gilt
Ty N =T,,M und besitzt f in zy ein Minimum unter der Nebenbedingung g = 0 mit
f(zg) = ¢, so ergibt sich das folgende Bild.

In einem Schnittpunkt z von N, und M kann kein Extremwert von f,, liegen, da durch
Verschieben von z lings M sowohl kleinere als auch gréflere Funktionswerte von f auf
M erreicht werden konnen.

3.13 Beispiel.
Es sei A € M,(R) eine symmetrische Matrix,

f:R* =R, f(z) = (z|Az)

und S := {z € R : ||z|| = 1} die (n — 1)-Sphére. Da S kompakt und f stetig aud S
ist, nimmt f ein Maximum auf S an. Wir bestimmen die Maximalstelle xy mit Hilfe
der Multiplikatorenregel von Lagrange. Hierzu beobachten wir, dass S = ¢='(0) gilt
fiir

g:R" >R g(z)=(z]z) — 1.
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Wie miissen daher f unter der Nebenbedingung ¢ maximieren. Nach Beispiel 1.3 sind
die Funktionen f und g stetig differenzierbar und es gilt

D f(xo) = 2Azo, Dg(xg) = 2z # 0.
Nach der Lagrangeschen Multiplikatorenregel existiert ein A € R mit
Azy = Az,
d.h. zq ist ein Eigenvektor der Matrix A. Da ||zo|| = 1 gilt, folgt
(zo|Azo) = (mo|Azo) = A.

Wir haben damit den folgenden Satz aus der Linearen Algebra bewiesen.

3.14 Satz. Ist A € M, (R) eine symmetrische Matriz, so ist

M := max(z|Az) € R

llzf|=1

ein Eigenwert von A und jedes xo € R mit ||zo|| = 1 und (zo|Azo) = M ist ein zu M
gehédriger Eigenvektor.

Als weitere Anwendung beweisen wir den den folgenden Spektralsatz fiir symmetrische
Matrizen aus der Linearen Algebra.

3.15 Satz. (Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen). Ist A € M, (R) eine symmetri-
sche Matriz, so eristieren

M>X>...>2N, AN eR  und Ti,..., Ty € ST

mit Ax; = A\x; fiir alle j =1,...,n. Ferner bilden die Vektoren x,...,z, eine Ortho-
normalbasis des R™ und beziiglich dieser Basis besitzt A Diagonalgestalt.

Beweis. Nach dem Satz 3.14 existieren 1 € S und Ay € R mit Az = M\z;. Wir
konstruieren einen weiteren Vektor xo € S wie folgt: definiert man g := (go, 1) durch

go(x) = [|lz[I* = 1, g1(x) = 2(a:1]),

so ist g7'(0) = SN {z;}*- =: K eine kompakte Menge. Fiir die Funktion f : R* —
R,z — (z|Az) existiert nach dem Satz vom Maximum II1.3.9 ein zo € K mit f(z) <
f(z) fiir alle z € K. Ferner ist Dg(z) invertierbar fiir alle x € K. Nach der Multipli-
katorenregel von Lagrange, Satz 3.11, existieren daher pg, y; € R mit

Lagrange

(3.1) Vf(ze) =24z =" 1uoVgo(za) + 11V (22) = po2xe + p1122;.
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Aufgrund von Satz 3.14 und da nach Konstruktion (xq|z;) = 0 gilt, folgt

3.14

(A$2|.Z'1) = (./EQ‘A./E:L) = ($2|)\$1) = /\(l’g‘xl) = 0.
Zusammen mit Gleichung (3.1) liefert dies

0 = (Azz|z1) = po (z2]21) +p11 (21]21) = 1.
=0 =1

Gleichung (3.1) impliziert daher Azy = poxs, welches bedeutet, dass yg ein Eigenwert
von A zum Eigenvektor z, ist. Der Wert von po berechnet sich schliellich zu

to = pio(T2|T2) = (Axa|T2) = f(72).

Iterieren wir dieses Verfahren, so folgt die Behauptung.



IX Kurven und Vektorfelder

Wir beginnen dieses Kapitel mit dem Begriff einer Kurve in R” und lassen uns hierbei
von einem Kurvenbegriff, der aus der Physik, genauer aus der Kinematik herriihrt,
leiten. Er beschreibt die Abstraktion der Bewegung eines Punktes im Raum, die durch
die Angabe des Ortes y(t) zum Zeitpunkt ¢ gegeben ist. Dieser Ansatz geht auf den
franzosischen Mathematiker C. JORDAN (1838-1922) zuriick. Kurven in diesem Sinn
konnen sehr {iberraschende Eigenschaften besitzen. Zum Beispiel iiberdeckt die von G.
PEANO (1858-1932) konstruierte Kurve vollstéindig ein Quadrat.

Eine der ersten Aufgaben der Kurventheorie ist die Rektifikation, also die Bestimmung
der Bogenlinge einer Kurve. Eng verbunden mit dieser Problematik sind Funktionen
von beschrinkter Variation.

Im zweiten Paragraphen diskutieren wir dann Vektorfelder und Kurvenintegrale. Letz-
tere sind Integrale, welche sicht nicht nur iiber Intervalle, sondern iiber stetig diffe-
renzierbare Bilder von Intervallen, also iiber Kurven, erstrecken. Diese Erweiterung
des Integralbegriffs hat viele wichtige Konsequenzen. Zum Beispiel lassen sich hiermit
jene Vektorfelder charakterisieren, welche als Gradienten von Potentialen erhalten wer-
den konnen. Die grundlegenden Begriffe der Divergenz und Rotation eines Vektorfelds
spielen in diesem Zusammenhang ebenfalls ein wichtige Rolle.

1 Kurven

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Definition des Kurvenbegriffs.

1.1 Definition. Eine stetige Abbildung v : I — R" von einem Intervall I C R heif3t
Kurve in R". Die Kurve heifit (stetig) differenzierbar, falls y (stetig) differenzierbar ist.
Das Bild (/) wird auch die Spur von 7 genannt.

Nach der obigen Definition ist eine Kurve also nicht nur eine Punktmenge in R”,
sondern zu ihr gehdrt auch der durch «y {ibermittelte Ablaufplan des Durchlaufens der
Spur.

1.2 Beispiele.
a) Ist f: I C R — R eine stetige Funktion, so ist

v I =R (1) = (L, f(t))

217
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eine Kurve. Die Spur von 7 ist der Graph von f.
Ferner, ist f differenzierbar, so ist auch ~ differenzierbar und es gilt 7/(¢t) = (1, f'(¢)).
b) Fiir r > 0 beschreibt

v :[0,27] = R2, ~(t) := (rcost,rsint)

eine Kreisbewegung um 0 € R? mit Radius 7. Da v differenzierbar ist mit '(¢) =
(—rsint,rcost), ist der Betrag der Geschwindigkeit der Kreisbewegung gleich 7.
¢) Fiir ¢ € R* und v € R™\{0} beschreibt

Y:R—=R™ ~(t) :=a+vt

eine geradlinige Bewegung in Richtung v mit Geschwindigkeit +'(t) = v.
d) Fiir 7 > 0 und ¢ # 0 beschreibt

v:R— R y(t) := (rcost,rsint,ct)

eine Schraubenlinie. Die Spur liegt auf dem Zylinder {(z,vy, z) € R® : 22 +y? = r?} und
2mc heifdt die Ganghdhe.

e) Die Neilsche Parabel ist gegeben durch

v:[=1,1] = R, (t) == (£, ).

Sie war nach dem Kreis historisch gesehen die erste Kurve, fiir welche man die
Bogenlénge berechnen konnte.
f) Die Zykloide wird beschrieben durch die Kurve

7:R — R, v(t) = (t —sint, 1 — cost).

Die Zykloide beschreibt die Bewegung eines Randpunktes der Einheitskreisscheibe,
welche auf der z-Achse abrollt.

Die Zykloide ist auch aus anderer Sicht interessant. Sie ist die Lésung des sogenannten
Brachystochronenproblems, des Variationsproblems fiir die Kurve mit der kiirzesten
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Laufzeit eines Massenpunkts zwischen zwei festen Punkten unter dem Einfluss der
Schwerkraft. Bernoulli, Huygens und Leibniz fanden als Lésung dieses Problems die
Zykloide.

1.3 Definition. Ist v: I — R" eine differenzierbare Kurve, so heif}t

V()= n@®),...., () eR

der Tangentialvektor der Kurve v in t.

Der Vektor /() ldsst sich als die Geschwindigkeit der Kurve v im Punkt ¢ interpretieren
und besitzt den Betrag

=

Iy @O = (HOF +... + @)=

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit der Bogenlidnge einer gegebenen Kurve. Unsere
Idee besteht darin, die Bogenlénge durch geeignete Polygonziige zu approximieren.
Wir betrachten daher eine Partition P des Intervalls [a,b], d.h. a =t < t; < ... <
t,, = b und definieren die Linge eines Polygonzugs mit den Ecken (%), ..., v(¢) als

Lpy = Z [l (t;) =22l

1.4 Definition. Eine Kurve v : [a,b] — R" heifit rektifizierbar mit Linge L., falls

L,:= 51113p Lp, < oo

gilt. Die Zahl L., heifit Bogenlinge von +y.

1.5 Satz. Es sei vy : [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist 7y rektifi-
zierbar und es gilt

Ly= [ 17 ®lladt = [ (AOF +...+ 150 e

Insbesondere hat der Graph einer C'-Funktion f : [a,b] — R die Linge

b
L :/ NETIOE
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Zum Beweis verwenden wir das Integral eines n-Tupels stetiger Funktionen. Setzt man

/ab’Y(t)dt = (/ab’h(t)dt, .. -,/ab’yn(t)dt),
||/ t)dt|| </ v ()| dt,

b

||/ O]z = (/7(t)dt|v) mit v=/ab7(t)dt€R"

a

_ / (v(B)l0)dt < / (@) o]

Beweis. Die Partition P sei gegeben durch P : a = t; < t; < ... < 1t = b. Der
Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung impliziert

so gilt

denn

k

(1) Lry = Yol =0l = X0 [ 7o

j=1 Yti-1

J=1 J
k t; b

< [ Il = [ -
j=17ti-1 a

Dabher ist 7 rektifizierbar und es gilt L, < L.
In einem zweiten Schritt zeigen wir, dass L, = L gilt. Hierzu geniigt es zu zeigen, dass
fiir alle € > 0 eine Partition P:a =1ty < ... <ty = b von [a, b] existiert mit

Lp,,y 2 L —e.

Da +" auf dem kompakten Intervall [a,b] gleichmifig stetig ist, existiert ein n-Tupel
¢ = (¢1,--.,pn) von Treppenfunktionen mit

') - el < 55— t€ [0l

Wiéhle nun eine Partition P : a =t < t; < ... < t = b von [a,b], so dass jedes
©1, ..., ¢, auf den Intervallen (t;_q,¢;) fiir j = 1,...,k konstant ist.
Fiir dieses P gilt die Behauptung, denn zunéchst gilt fiir alle j = 1,...,k

|| / W > | / (1)t — | / (1))t

> [ tewla— [ 1o - el
> [ ettt = sty = 1)
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Aufsummieren iiber j = 1,..., k ergibt mit (1.1)

b E
Lpy > /nwmw——

> [l [ o ol

9
> ‘Wdt—= - >L-=e
> [Inola-5-521-c

1.6 Beispiele. a) Wir berechnen die Linge des Zykloidenbogens
7:R—R* 7(t) = (t —sint,1 — cost)
wie folgt. Da + differenzierbar ist mit Ableitung +'(¢) = (1 — cost,sint), gilt

t
IV #)]]? =1 —2cost+ cos’t +sin’t =2 — 2cost = 4sin2(§).

=1
Dabher ist

:/OW2|s1n( )|dt = —4cos( F

b) Ein Beispiel einer nicht rektifizierbaren Kurve ist durch

710,21

v:[0,1] = R, t+—>t2(:ost—2

221

gegeben. Um dies einzusehen, definieren wir die Partition P von [0,1] als P : 0 =
to,n Y2 (n—1)7Y/2, ... 2712 1 und bemerken, dass y(n~+/2) = E° ) gilt. Daher gilt

Lpy>1+1/2+4...41/n und es ist L, = oo.

Der Begriff der rektifizierbaren Kurve ist sehr eng mit dem Konzept der Funktionen
von beschriankter Variation verwandt. Genauer gesagt, definieren wir zu Funktionen

f 1 =][a,b] = R sowie zu Zerlegungen P von I die Variation von f durch
varpy o= > | f(t;) = f(tj-1)|.

=1

Das Supremum iiber alle Zerlegungen, d.h.

Vab(f) = supvarp s
P

heifit Totalvariation von f iiber I. Gilt V2(f) < oo, so heiit f von beschrinkter Varia-

tion auf I. Die Klasse aller dieser Funktionen bezeichnen wir mit BV (I).

Ist f: [a,b] — R eine Kurve, so gilt also L; = V?(f). Im folgenden Lemma stellen wir

grundlegende Eigenschaften von Funktionen f € BV{a, b] bereit.
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1.7 Lemma. Fir Funktionen f € BV |a,b] gelten die folgenden Aussagen:

a) BV[a,b] C Bla,b] und es gilt |f(a) — f(b)| < V2(f)

b) Der Raum BV]a,b] ist ein Vektorraum und sogar eine Algebra und es gelten die
Ungleichungen

V2(ASf + ng)
V2 (f9)

¢) Fira <c<b gilt

< VP +[ulVe(9), A\mu€eR,f,geBV|ab]
< N lleVa(a) + llglloo Ve (f)-
Vo (f) = Va(f) + V2 (F).
d) Ist f monoton in [a,b], so gilt V°(f) = |f(b) — f(a)]|.
e) Ist f € C'([a,b)), so gilt VO(f) = [7|f'(t)]dt.

Den nicht sehr schwierigen Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Im folgenden Satz charakterisieren wir Funktionen von beschrinkter Variation als die-
jenigen Funktionen, welche sich als Differenz zweier monotoner Funktionen darstellen
lassen .

1.8 Satz. Fine Funktion [ : [a,b] — R ist genau dann von beschrinkter Variation,
wenn f = g — h fiir zwei in [a, b] monoton wachsende Funktionen g und h gilt.

Beweis. Fiir f € BV[a,b] und t € [a,b] setze g(t) := VI(f). Fira < ¢ < d < b gilt
nach Lemma 1.7 ¢)

0 < V() = Vi(f) = Vi(f) = 9(d) — g(c),

welches bedeutet, dass g monoton wachsend ist. Weiter gilt nach Lemma 1.7 a)

F(d) = f(e) < VAS) = g(d) — g(0)

und somit gilt fiir A := g — f die Ungleichung h(c) < h(d). Also ist auch A monoton
wachsend.
Die umgekehrte Richtung folgt direkt aus Lemma 1.7 d) und b).

U

Betrachtet man Kurven f = (f1,..., fn) : I = R", so gilt
Va(fi) S Ly S VI(R) + -+ Vi (fa)-

Somit erhalten wir den zuvor beschriebenen Zusammenhang zwischen Funktionen mit
beschriankter Variation und rektifizierbaren Kurven.

1.9 Satz. Eine Kurve f : I — R" st genau dann rektifizierbar, wenn alle Komponen-
tenfunktionen f; von beschrinkter Variation in I sind.
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2 Vektorfelder und Kurvenintegrale

Ist U C R” eine offene Menge und F' = (fi,..., f,) : U = R" eine stetige Funktion, so
wird diese Abbildung oft auch als Vektorfeld bezeichnet. Wir konnen uns Vektorfelder
veranschaulichen, indem wir uns an jedem Punkt x € U den Vektor F(z) ,angeheftet“
denken.

Wichtige Beispiele von Vektorfeldern in der Physik sind sogenannte Kraft- oder Ge-
schwindigkeitsfelder. Im Folgenden wollen wir die folgenden Klassen von Vektorfeldern
genauer untersuchen.

2.1 Beispiele.

a) konstante Vektorfelder. Diese sind durch F'(z) := y fiir ein y € R" definiert.

b) Zentralfelder. Ist I = [a,b] C R ein Intervall, K := {z € R" : a < |z| < b} eine
Kugelschale in R" und g : I — R eine stetige Funktion, so heifit F' : K — R" definiert
durch

F(z) = g(||lz]))z
Zentralfeld.

¢) Rotationsfelder. Ist I = [a, ] ein Intervall, K := {z € R? : a < |z| < b} ein Kreisring
in R? und g : I — R eine stetige Funktion, so heifit F': K — R" definiert durch

F(z) = g([|])) (=2, 21)"

Rotationsfeld.
d) Ein Vektorfeld F' heifit Gradientenfeld, wenn eine stetig differenzierbare Funktion
V : U — R existiert mit

grad V = F.

Von besonderer Wichtigkeit sind die Begriffe der Divergenz und Rotation von Vektor-
feldern, welche wir wie folgt definieren.

2.2 Definition. Ist U C R" offen und F : U — R” ein stetig differenzierbares Vektor-
feld, so heifit die Funktion

_on, R
Cox, T Oz,

divF(z) :

die Divergenz von F' im Punkt x € U.
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Wir iiberpriifen leicht, dass fiir C''-Vektorfelder F' und G sowie fiir skalare Funktionen
h:R* — R die Beziehungen

div(F+G) =divF +divG und div(h-F)=Vh-F+h-divF

gelten.

2.3 Definition. Ist U C R? und F : U — R? ein stetig partiell differenzierbares
Vektorfeld, so definiert man rotF : U — R3, die Rotation von F, via

(6F3 0Fy, 0F, O0F; OF, 8F1)
rot F':= ]

6$2 8.71'3’ 8363 a$1 ’ 6:51 0%2

Beniitzt man das Vektorprodukt aus der Linearen Algebra, so kann man formal auch

kurz
rot F=VxF und divF=V-F

schreiben. Fiir stetig differenzierbare Vektorfelder F' und G sowie fiir Funktionen h €
C'(R3,R) gelten dann die folgenden Beziehungen.

a) rot(h-F)=h-rotF — F x Vh
b) div(F x G) = G - rotF — F - rotG
rot(Vh) =

div(rotF) =

C

o

)
)
)
)

e) rot(rotF) = V(divF) — AF.

Zur Motivation des Begriffs des Kurvenintegrals betrachten wir einen Korper, der eine
gegebene glatte Kurve v : [a, b] — R™ unter dem Einfluss eines Kraftfelds F' durchluft.

Die geleistete Arbeit ist dann gegeben durch das Integral fab F(vy(t))y'(t)dt, da fiir die
geleistete Arbeit nur diejenige Komponente der Kraft relevant ist, welche in Richtung
der Bewegung zeigt. In Analogie hierzu definieren wir das Kurvenintegral wie folgt.

2.4 Definition. Es sei v : [a,b] — R" eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve
und f eine auf y([a, b]) definierte stetige reellwertige Funktion. Dann heifit

[ 1@de= [ romod. 5=1,.n,

das Kurvenintegral von f beziglich x lings v. Ist f = (f1,---, fa) @ ¥([a,0]) — R"
stetig, so definieren wir das Kurvenintegral von f lings v durch

Af(x)dx = lfl(x)dxl +...+ lfn(x)dxn.
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2.5 Bemerkung. Das Kurvenintegral ist unabhingig von gewihlten Parametrisierung
der Kurve.

2.6 Beispiel. Will man die Funktion f gegeben durch f(zi,7s) := (z2, —71)7 entlang
des Halbkreises, d.h. entlang der Kurve v gegeben durch
T m

v [—5, 5] — R, 7(t) = (cost,sint)

integrieren, so gilt mit x = (z1,z9)"

de = dz, + d
[r@as = | e [ 5@ |
= / sint(—sint)dt + /2 (—cost) costdt = —/2 (sin® ¢ + cos®t) dt = —.

- o
-~

us
2 —1

N

us _ _
2

us
2

2.7 Definition. Es seien U C R" offen und F': U — R" ein Vektorfeld.

a) Ist F ein Gradientenfeld, d.h. existiert ein Funktion V € C'(U,R) mit VV = F in
U, so heifit V' Potential von F'.

b) Essei~ : [a,b] = U C R" eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve mit y(a) =
und 7(b) = yo. Hat fiir je zwei Punkte z,y € U das Integral f7 Fdz lings jeder in
U von zy nach y, laufenden Kurve denselben Wert, so heifit das Integral f7 F(z)dz
wegunabhdngig.

Der folgende Satz charaktierisiert diejenigen Vektorfelder deren Kurvenintegral weg-
unabhéngig ist.

2.8 Satz. Ist U C R" eine offene und konvere Menge und F : U — R" ein stetig
differenzierbares Vektorfeld, so ist das Integral f7 F(z)dz genau dann wegunabhingig,
wenn F' ein Gradientenfeld ist. In diesem Fall gilt

[ F@de=v60) - V)
g
wobei V' ein Potential von F und vy : [a,b] = U C R eine Kurve bezeichnet.

Beweis. ”<=": Ist V ein Potential von F', so gilt

[P = [ me@moa = [0 = vie) - viw)

a
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Die umgekehrte Richtung “=" iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.
d

Wir wollen nun der Frage nachgehen wie man auf einfache Art und Weise iiberpriifen
kann, ob F' ein Gradientenfeld ist. Eine notwendige Bedingung hieriir kann man ein-
fach angeben. Ist ndmlich F' ein stetig differenzierbares Gradientenfeld, so gilt fiir das
Potential V € C?(U) und

0%V _ 0%V
8xi8xj B 8333-8901-’
d.h. es gilt
ofi  0f; .
= Q
63:]- a.Z'Z 1
fir alles,5=1,...,n.

Wir wollen nun die umgekehrte Frage beantworten, ndmlich ob die obige Integrabilitéits-
bedingung die Wegunabhéngigkeit des Integrals impliziert. Es ist nicht {iberraschend,
dass die Antwort auf diese Frage von der Geometrie des Gebietes abhédngt. In diesem
Zusammhang nennen wir U C R” ein Sterngebiet beziiglich zy € U, falls U C R” offen
ist und zoz € U fiir alle x € U gilt. Insbesondere sind konvexe Mengen Sterngebiete.

2.9 Satz. Ist U C R" ein Sterngebiet bzgl. xo € U und F = (f1,..., fn) : U = R" ein
stetig differenzieres Vektorfeld, welches der Integrabilititsbedingung

ofi _ 9f;
8:vj (9.%‘1"

,5=1,...,n,
gentigt, so ist F' ein Gradientenfeld.

Beweis. Es sei 0BdA zy = 0. Setzt man V(z) = Z?:l(fol fi(tz)dt)x;, so gilt

1 1
a—x,(x) = Z; a—xj/fi(m)dt xH—Z; /fi(tx)dt oz,
i= 0 = o
1

= Z /tﬁfi(tx)dt iEz'—Ir/Ol fi(tz)dt.

=1 0 J
Ferner ist
dtt—ttdt‘@'ttnat
E( fi(tz)) = f;(tr) + Efj( r) = fitr) + Z@fi( )T
N—— 1=1

=Sy 2 fi(to)a
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und somit gilt

g_;/j(x):/o %(tfj(tx))dt:tfj(t:c) i=o= [i(2).

g

2.10 Bemerkung. Ist U C R?® eine offene Kugel und F : U — R? ein stetig diffe-
renzierbares Vektorfeld, so besagt Satz 2.9, dass F' genau dann ein Gradientenfeld ist,
falls rot F' = 0 gilt.



