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Teil 1.

Zahlen und Mengen






1. Grundlegende Begriffe

Wir wollen uns zu Beginn kurz mit den Grundbausteinen der mathematischen
Sprache, wie sie sich in den letzten gut 100 Jahren entwickelt hat, vertraut ma-
chen. Dazu fithren wir die Begriffe Menge und Abbildung ein und besprechen ei-
nige logische Begriffe wie Aussage, Implikation oder Aquivalenz. Dieser Abschnitt
ist aber definitiv keine grundlegende Einfiihrung in die Mengenlehre oder die Lo-
gik, denn damit konnten wir uns problemlos ein ganzes Semester beschéftigen,
sondern er dient vielmehr dazu, Sprechweisen zu vermitteln, die nicht Selbst-
zweck, sondern bequemes Hilfsmittel zur Darstellung mathematischer Inhalte
sind.

1.1. Mengen und Aussagen

Beispiele von Mengen sind: Die Menge aller Studierenden in einem Horsaal, ein
Dreieck (als Punktmenge der Ebene), die Menge aller Dreiecke in der Ebene oder
die Mengen N, Z, Q, R, C, also die Mengen der natiirlichen, ganzen, rationalen,
reellen, bzw. komplexen Zahlen. Den Begriff der Menge definieren wir hier nicht,
sondern legen ihn naiv zu Grunde; wir stellen uns damit auf den Standpunkt der
naiven (und nicht der axiomatischen) Mengenlehre.
Wenn wir Mengen bilden, ist unser Ausgangspunkt immer eine gegebene, unter
Umstédnden sehr groffen Grundmenge G, aus der Elemente ausgesondert und zu
neuen Mengen zusammengefasst werden. Auf diese Weise vermeidet man Bildun-
gen wie die ,Menge aller Mengen“, die zu Widerspriichen fiihren.
Mengen kann man, solange sie klein genug sind, einfach durch das Aufzéhlen ihrer
Elemente angeben, z.B.

M, ={1,2,3,4,5}.

Es ist aber haufig angenehmer, sie durch die Angabe einer definierenden Eigen-
schaft, die genau fiir die Elemente der Menge, und nur fiir diese, wahr ist, zu
beschreiben. Fiir unsere Menge M, kénnte das so aussehen:!

M, ={reN:2x <6} oder M; ={xreN:xz—5ist keine natiirliche Zahl}.

Allgemein schreibt man
M={reG: E(x)},

I'Man beachte, dass wir hier, wie auch im Rest der Vorlesung Null nicht als natiirliche Zahl
ansehen



1. Grundlegende Begriffe

wobei G die Grundmenge ist, aus der die Elemente der Menge M ausgesondert
werden sollen und E(x) eine Aussageform, die bei Einsetzen eines Elements aus
G zu einer Aussage wird, d.h. zu einem Satz der entweder wahr oder falsch ist. M
enthélt dann genau die Elemente, fiir die E(x) eine wahre Aussage ist. Betrachtet
man das weitere Beispiel

M; = {n € N : n gerade},

so sieht man schnell den Vorteil dieser Methode gegeniiber der reinen Aufzihlung.
Fiir die weiteren Betrachtungen in diesem Abschnitt ist stets eine Grundmenge
G als gegeben anzunehmen.

Definition 1.1 Es seien M und N Mengen. Dann verwenden wir die folgenden
Notationen:

(a) a € M: a ist in M enthalten; a & M: a gehért nicht zu M.

(b) N C M: N ist eine Teilmenge von M, d.h. jedes Element von N ist auch
in M enthalten. Eine solche Teilmengenbeziehung nennt man auch eine
Inklusion.

(¢c) N2 M: M ist Teilmenge von N.
(d) N = M: Beide Mengen enthalten genau die gleichen Elemente.

(e) O: Dieses Symbol bezeichnet die leere Menge, d.h. eine Menge, die kein
Element enthdlt.

Bemerkung 1.2 Man beachte, dass damit zwei Mengen M und N gleich sind,
wenn sowohl M C N, als auch N C M gilt. Die Unterteilung in diese zwei
Teilschritte ist hdufig eine gute Strategie um die Gleichheit von zwei Mengen
nachzuweisen.

Definition 1.3 Es seien M und N zwei Mengen. Dann heifst
(a) MUN :={xe€G:x€ M oder x € N}* die Vereinigung von M und N.

(b)) MNN:={xe€G:x € Mundx € N} der Durchschnitt oder auch nur
Schnitt der Mengen M und N.

(c) M¢:={zx € G:x¢g M} das Komplement von M (in G).

(d) M\ N :={x € M :x & N} die Mengendifferenz von M und N.

2 oder“ wird in der Mathematik immer im Sinne von ,das eine, das andere oder beides“
verstanden, also nicht im Sinne von ,,entweder ...oder“.



1.1. Mengen und Aussagen

Mit diesen Begriffen kann man nun schon etwas Mathematik betreiben. Wir sam-
meln die wichtigsten Regeln fiir obige Mengenoperationen im folgenden Satz.

Satz 1.4 Es seien A, B und C drei Mengen. Dann gelten
(a) AUB =BUA und AN B = BN A (Kommutativgesetze),
(b) (AUB)UC = AU(BUC) und (ANB)NC = AN(BNC) (Assoziativgesetze),

(c) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) und AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(Distributivgesetze),

(d) (AU B)¢ = A°N B° und (AN B)¢ = A°U B° (Regeln von De Morgan).

Beweis: Wir behandeln hier das erste Distributivgesetz und die erste Regel von
De Morgan, die weiteren verbleiben als Ubungsaufgabe. Fiir das Distributivgesetz
zeigen wir zuerst (vgl. Bemerkung 1.2)

AU(BNC)C(AUB)N(AUC),

und zwar folgendermafien: Sei x € AU(BNC'). Dann ist also z € A oder z € BNC.
Betrachten wir zunéchst den Fall € A. Dann gilt natiirlich auch z € AU B und
x € AUC, denn diese Mengen sind ja grofier als A. Also ist x € (AUB)N(AUC)
und wir sind fertig. Betrachten wir also den Fall x € BN C. Dann ist x € B und
x € () also gilt wieder x € AU B und x € AU C, dieses Mal, weil x sowohl in
B als auch in C liegt. Daraus folgt wieder 2 € (AU B) N (AU C) und wir haben
AU(BNC)C(AUuB)N(AUC) gezeigt.

Um die im ersten Distributivgesetz behauptete Gleichheit zu zeigen, miissen wir
nun noch die umgekehrte Inklusion

(AUB)N(AUuC)CAU(BNC)

zeigen. Dazu sei x € (AU B) N (AU C). Dann ist « sowohl in AU B, als auch in
AUC. Wir betrachten die beiden Félle x € A und = ¢ A. (Man beachte, dass wir
dann alle denkbaren Fille x € G beriicksichtigt haben!) Ist x € A, so haben wir
sofort auch z € AU (BN (), was unser Ziel war. Es bleibt also der Fall = ¢ A.
Da dann z in AU B ist, ohne in A zu sein, muss x zwangslaufig in B sein, denn
wie sollte es sonst da hineinkommen? Genauso folgt z € C' aus x € AU C. Also
ist z in B N C und damit auch x € AU (B N ) und wir haben auch die zweite
Inklusion und damit die Gleichheit

(AUB)N(AUuC)=AU(BNC)

gezeigt.

Fiir die erste De Morgan’sche Regel zeigen wir wieder zuerst

(AUB)° C A°N B°.
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Sei dazu x € (AU B)°. Dann ist « € (AU B), d.h. x ist nicht in der Vereinigung
von A und B. Damit kann x weder in A noch in B sein, denn sonst wiirde es ja in
dieser Vereinigung liegen. Es ist also z ¢ A und x ¢ B, d.h. x € A° und z € B¢,
was schliellich x € A° N B¢ nach sich zieht.

Die zweite Inklusion
(AUB) D A°N B°
geht folgendermafBien: Es sei x € A°N B Dann ist x € A° und z € B¢. Also ist

x nicht in A und nicht in B, es ist also auch nicht in der Vereinigung von A und
B, was gerade x € (AU B)° bedeutet. O

Bemerkung 1.5 Zuweilen bildet man Schnitte oder Vereinigungen von vielen,
zum Teil sogar unendlich vielen Mengen. Dazu ist folgende Notation niitzlich. Ist
I irgendeine Menge (Man nennt [ in diesem Zusammenhang Indexmenge) und
ist fiir jedes ¢ € I eine Menge M; gegeben, so ist

UMZ-::{:L’GG: es gibt ein j € I mit x € M;} und

icl
(VM = {x € G:x € M, firr alle j € T}.
icl
Ist I = N, so schreibt man auch oft (J,~, M,, baw. (", M, statt J, oy M, und

mneN M"

1.2. Abbildungen

Wir definieren nun den fiir alle Teilbereiche der Mathematik wichtigen Begriff
der Abbildung (oder auch Funktion).

Definition 1.6 FEs secien A und B Mengen und es sei jedem Element a aus A
genau ein Element f(a) in B zugeordnet. Diese Zuordnung nennt man dann eine
Abbildung oder auch Funktion f und schreibt

A— B
a— f(a).

Dabei heifit A die Definitionsmenge und B die Zielmenge von f. Weiter ist
f(A) :={f(a) :a € A} C B das Bild von f und ist b € B gegeben, so heifit jedes
Element a € A mit f(a) =b ein Urbild von b.

f:A—= B, aw— f(a) oder f{

Beispiel 1.7 (a) Die Zuordnung, die aus der Menge aller Studierenden jedem
Studienfach die dort Eingeschriebenen zuordnet, ist keine Abbildung, wohl
aber die, die jedem Studienfach die Anzahl der dort Eingeschriebenen zu-
ordnet. Uberlegen Sie sich warum.



1.2. Abbildungen

(b) Im weiteren Verlauf werden wir es vor allem mit Funktionen zu tun haben,
die zwischen Mengen von Zahlen definiert sind. Beispiele wéren hier das
Potenzieren mit zwei in R, der Menge der reellen Zahlen,

fR—=R, z~ f(z):=2°
oder die Wurzelfunktion

v 110,00) = R, T — /.

Weiter definieren wir die Verkettung, d.h. die Nacheinanderausfithrung von Ab-
bildungen.

Definition 1.8 Es seien A, B und C Mengen und f : A — B, sowie g: B — C
Funktionen. Dann heif$t die Funktion g o f (lies ,g nach f*), gegeben durch

gof:A—C, aw (go f)(a):=g(f(a)),

die Verkettung von f und g.

Wir wollen einigen besonders schénen Eigenschaften von Funktionen einen Namen
geben.

Definition 1.9 FEs seien A und B zwei Mengen, sowie f : A — B eine Funktion.
Dann heifst f

(a) surjektiv genau dann, wenn f(A) = B gilt.
(b) injektiv genau dann, wenn fir x,y € A mit f(x) = f(y) stets x =y gilt.
(c) bijektiv genau dann, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Bijektive Abbildungen sind deshalb besonders wichtig, weil sie sich umkehren,
d.h. riickgéngig machen lassen.

Satz 1.10 Es seien A, B Mengen und f : A — B eine Funktion. Dann ist f
genau dann bijektiv, wenn es fir jedes b € B genau ein a € A gibt, so dass
f(a) = b ist. In diesem Fall existiert eine Abbildung f~: B — A, so dass

T (fa)=a firaleac A und f(f*(b)) =0 firalebe B
qgilt.

Beweis: 1. Schritt: Wir zeigen: f bijektiv = fiir alle b € B existiert genau ein
a € Amit f(a) =0.

Da f surjektiv ist, gibt es zu jedem b € B mindestens ein a € A mit f(a) = b.
Nehmen wir an, es gibe mehr als eins, d.h. es gébe a;, a3 € Amit f(a;) = f(az) =

-J
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b, so folgt aus der Injektivitdt von f sofort a; = as, es kann also nur genau ein
solches a € A geben.

2. Schritt: Wir zeigen: Fiir alle b € B existiert genau ein a € A mit f(a) = b= f
bijektiv.

Nach Voraussetzung sind alle b € B in f(A) enthalten, also ist f surjektiv. Seien
nun aj,as € A mit f(a;) = f(az) gegeben. Da jedes b € B nur genau ein Urbild
hat, muss dann a; = as sein, d.h. f ist auch injektiv.

3. Schritt: Wir zeigen: f bijektiv = es existiert f~': B — A mit f~!(f(a)) = a
fiir alle a € A und f(f~'(b)) = b fiir alle b € B.

Fiir jedes b € B definieren wir f~1(b) := a, wobei a € A das nach dem ersten
Schritt eindeutig bestimmte Element mit f(a) = b ist. Dann ist f~1(f(a)) das
Element von A, das in f eingesetzt f(a) ergibt, also f~1(f(a)) = a fiir alle a € A.
Sei nun b € B. Dann ist f~'(b) das Element von A mit f(f~'(b)) = b und wir
sind fertig. O

Definition 1.11 Es seien A, B zwei Mengen und f : A — B bijektiv. Dann
heifst die Abbildung f~' aus Satz 1.10 Umkehrfunktion von f.

Beispiel 1.12 Betrachten wir noch einmal die beiden Abbildungen aus Bei-
spiel 1.7 (b), so ist die erste Funktion

fR—=R, z~ f(z):=2°

weder injektiv (denn f(1) = f(—1), aber 1 # —1) noch surjektiv (denn —1 ¢
f(R)). Betrachten wir dagegen

fiR={zeR:z>0}, zw— f(z):=2?

so ist diese nun surjektiv, denn jede positive reelle Zahl ist das Quadrat einer
reellen Zahl, aber weiterhin nicht injektiv, denn das Problem mit f(1) = f(—1)
bleibt bestehen. Das konnen wir 16sen, indem wir nun noch den Definitionsbereich
einschranken, d.h. wir betrachten

flzeR:2>0 - {zeR:2>0}, z— f(z):=2a>

Nun ist f tatséchlich bijektiv (Nachweisen!) und die oben erwahnte Wurzelfunk-
tion ist die Umkehrabbildung.

Wie in obigem Beispiel will man oft eine gegebene Funktion nur auf einem Teil
ihres Definitionsbereiches untersuchen. Dazu vereinbaren wir die folgende Nota-
tion.

Definition 1.13 Seien A, B Mengen, f : A — B eine Funktion und M C A.
Dann ist f|y die Einschrinkung von f auf M, d.h. f|y : M — B ist gegeben
durch fly(x) = f(zx) firx e M.
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1.3. Zeichenerkldrung fiir die logischen Symbole

Im Alltagsgebrauch wird das Gleichheitszeichen fiir zwei grundverschiedene Din-
ge verwendet; wer schon einmal programmiert hat, wird das Problem kennen.
Zum FEinen bedeutet a = b die Aussage, dass a und b gleich sind. Zum Anderen
schreibt man oft ¢ = 2, wenn man a auf den Wert 2 setzen will, also auf diese
Weise a definiert. Auch in mathematischen Texten wird oft nicht exakt auf die
Unterscheidung geachtet. Jetzt zum Anfang sollten wir uns aber bemiihen, hier
zu unterscheiden und fithren dazu die folgende sehr gebrauchliche Notation ein

e Das Zeichen ,:=“ bedeutet, ,,per Definition gleich®.

Fiir die Aussage ,,a gleich b* bleiben wir beim ,,=*.

All- und Existenzquantor

Oft werden in mathematischen Texten die folgenden Zeichen verwendet:

e Der Allguantor V bedeutet ,fiir alle. Beispiel: ,Vn € N : 2n ist gerade® ist
eine wahre Aussage.

44

e Der Erxistenzquantor 3 steht fiir ,es existiert“. Beispiel: ,3r € R : 22 = —1
ist eine falsche Aussage.

Mit diesen beiden unscheinbaren Zeichen kann man schon sehr effizient einfache
Dinge kompliziert aufschreiben. Fiir ein etwas elaborierteres Beispiel, das die
beiden Quantoren kombiniert, definieren wir S als die Menge aller Stadte und W
als die Menge aller Wege auf der Erde und betrachten die Aussage

ds € S Vw € W : w fiihrt nach s. (1.1)

Ubersetzt: Es gibt eine Stadt s, zu der jeder Weg hinfiihrt. Meistens wird s dann
Rom genannt.

An diesem Beispiel sieht man zum Einen, warum der exzessive Gebrauch von
Quantoren in geschriebener Mathematik eher verpont ist, zum Anderen kann man
aber nun auch gut demonstrieren, wozu Quantoren unter anderem sehr praktisch
sind. Dazu sei die Frage gestellt: Was ist die Verneinung der obigen Aussage, d.h.
formulieren Sie eine Aussage, die genau dann wahr ist, wenn (1.1) falsch ist und
genau dann falsch ist, wenn (1.1) wahr ist.

Es gilt nun die folgende Regel zum Verneinen von Aussagen:

Jedes 3 wird ein ¥V, jedes ¥V ein 3 und die Bedingung am Ende wird verneint.

Im obigen Beispiel also

Vs € S Jw € W : w fithrt nicht nach s,
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d.h. fiir jede Stadt gibt es einen Weg, der nicht zu ihr fiihrt.

Darauf mag man auch noch ohne Quantoren kommen, wenn die Aussagen kompli-
zierter werden, ist das ,,Quantoren-Umklappen“ manchmal ein verniinftiger Weg,
vgl. z.B. Seite 131.

Implikation und Aquivalenz

Sind A und B zwei Aussagen, so bezeichnet man mit

o A — B“ die Aussage ,,Aus A folgt B* oder ,, A impliziert B“ (Implikati-
on).

e A <= B" die Aussage ,A gilt genau dann, wenn B gilt* oder , A ist
dquivalent zu B (Aquivalenz).

Die Wahrheitswerte dieser Aussagen ergeben sich aus der folgenden Wahrheits-
tafel:

|A|B|A—=B|A < B|

w|w w w
w| f f f
flw w f
f|f w w

Oft hat man in Beweisen die Aquivalenz zweier Aussagen A und B nachzuweisen.
Dazu ist es meist von Vorteil, diese Aufgabe in die beiden Teilprobleme A = B
und B = A aufzuteilen und diese beiden Implikationen getrennt zu beweisen.

Ubungsaufgabe: Machen Sie sich anhand einer Wahrheitstafel klar, dass die
beiden Aussagan ,A <= B®“ und ,A = B und B = A*“ tatséchlich die
gleichen Wahrheitswerte haben.

Hat man sogar ,A <= B <= (C <— D <= ... < P*“ zu beweisen,
so hilft das Prinzip des Ringschlusses: Man zeigt ,A — B —= ( — ... =
P = A“. Machen Sie sich auch hier klar, das damit wirklich die obige Aussage
gezeigt ist!

10



2. Die reellen Zahlen

Die Grundmenge der Analysis ist die Menge der reellen Zahlen, geschrieben R.
Diese fithren wir aziomatisch ein, d.h. wir postulieren eine gewisse Anzahl von
Grundannahmen, genannt Axiome, deren Giiltigkeit wir zu Grunde legen, ohne
sie beweisen zu koénnen. Schliefllich kann auch die Mathematik nichts aus dem
luftleeren Raum heraus beweisen, mit irgendwelchen Voraussetzungen muss man
anfangen. Dieser Herangehensweise werden Sie im weiteren Studium noch vielfach
begegnen.

Korperaxiome

In R sind zwei Verkniipfungen ,,+“ und ,,-“ gegeben, genannt Addition und Mul-
tiplikation, die jedem Paar von Elementen a,b € R genau ein a + b € R, bzw.
genau ein a - b € R zuordnen. Dabei sollen die folgenden Axiome gelten.

(Al) a+ (b+c¢) = (a+0b)+c fur alle a, b, c € R (Assoziativgesetz der Addition).
(A2) Es gibt ein Element 0 € R, so dass a + 0 = a fiir alle a € R (Nullelement).

(A3) Fiir jedes a € R gibt es ein —a € R, so dass a + (—a) = 0 gilt (additives
inverses Element).

(A4) a+b="0b+a fir alle a,b € R (Kommutativgesetz der Addition).
(A5) a-(b-c) = (a-b)-cfir alle a,b, c € R (Assoziativgesetz der Multiplikation).

(A6) Es gibt ein Element 1 € R mit 1 # 0, so dass a -1 = a fiir alle a € R
(Einselement).

(A7) Fiir jedes a € R\ {0} gibt es ein a™! € R, so dass a-a~! = 1 gilt (multipli-
katives inverses Element).

(A8) a-b=10-a fir alle a,b € R (Kommutativgesetz der Multiplikation).
(A9) a-(b+c)=a-b+a-cfiir alle a,b,c € R (Distributivgesetz).

Bemerkung 2.1 Alle bekannten Rechenregeln fiir .+ und ,,-* lassen sich aus
(A1) — (A9) ableiten.

Wir betrachten die folgenden Aussagen als Beispiele:

11



2. Die reellen Zahlen

Satz 2.2 (a) Es gibt genau ein Nullelement in R.
(b) a-0=0 fir alle a € R.
(c) Gilt a-b=0 fir zwei reelle Zahlen a,b, so ist a =0 oder b = 0.
Beweis:
(a) Sei 0 € R ein weiteres Nullelement, d.h. fiir alle @ € R gilt a +~(~] = a.
Insbesondere gilt also fiir a = 0 damit 0+ 0 = 0. Mit (A2) fiir « = 0 haben

wir auBerdem 0 + 0 = 0. Also kénnen wir mit Hilfe von (A4) folgern:

0=0+0=0+0=0.

(b) Nach (A2) gilt 0+ 0 = 0, also ist auch fiir jedes a € R
a-0=a-(04+0)=a-04+a-0
unter Zuhilfenahme von (A9). Daraus folgt nun

(A3)

0="a-0+(—(a-0)=(a0+a-0)+ (—(a-0))
(A1)

a0+ (a-04 (—(a-0) Z a0,
also a-0=0.
(c) Esseien a,b € R mit a-b= 0. Im Falle a = 0 sind wir fertig, wir betrachten

also den Fall a # 0. Dann gibt es nach (A7) ein Element ™' € R mit
a-a~' =1. Also ist in diesem Fall

b(ﬁ)b-lzb-(a-a_l) (29 (b-a)-a? @ (a-b)-at=0-a" o ,
d.h. b = 0. Damit folgt die Behauptung. O

Definition 2.3 (Schreibweisen)

(a) Den -“ fir die Multiplikation lassen wir meist weg und schreiben einfach
Lab“ statt a - b.

(b) Wir setzen a —b:=a+ (=b) fir a,b € R (Subtraktion).

(c) Sind a,b € R und gilt b# 0, so schreiben wir & := a -b~" (Division).

12



Anordnungsaxiome

In R ist eine Relation < mit den folgenden Eigenschaften gegeben.
(A10) Fur jede Wahl von a,b € R gilt stets a < b oder b < a (Totalordnung).

(A11) Gelten fiir zwei Zahlen a,b € R die beiden Aussagen a < b und b < a, so
ist a = b.

(A12) Wenn fiir drei Zahlen a,b,c € R sowohl a < b, als auch b < ¢ gilt, so ist
auch a < ¢ (Transitivitit).

(A13) Sind a,b,c € R und gilt a < b, so ist auch a+c¢ < b+ c.
(A14) Sind a,b,c € R und gilt a < b und 0 < ¢, so ist auch ac < be.

Definition 2.4 (Schreibweisen) Seien a,b € R. Wir setzen
(a) b> a genau dann, wenn a < b ist,
(b) a < b genau dann, wenn a < b und a # b ist,

(c) a >b genau dann, wenn b < a ist.

Bemerkung 2.5 Alle Regeln fiir Ungleichungen lassen sich aus den Axiomen
(A1) — (A1l4) ableiten.

Wir betrachten wieder ein Beispiel.

Satz 2.6 Seien a,b,c € R. Gilt a < b und 0 < ¢, so ist ac < bc.

Beweis: Insbesondere ist a < b und 0 < ¢, also ist wegen (A14) ac < be. Noch
zu zeigen ist ac # be. Wir nehmen an, es gelte ac = bc. Dann ist (a — b)c = 0
und wegen Satz 2.2 (c¢) kénnen wir daraus a — b = 0 oder ¢ = 0 folgern. Nach
Voraussetzung ist ¢ = 0 falsch, also gilt a — b = 0, d.h. a = b, was auch ein
Widerspruch ist. Damit ist ac # bc. O

Wir definieren nun die Betragsfunktion, ein fundamentales Hilsmittel in der ge-
samten Analysis. Anschaulich gesprochen misst diese den Abstand einer reellen
Zahl zur Null.

Definition 2.7 Sei a € R. Dann ist der Betrag von a, symbolisiert durch |al,
gegeben durch

la] = a, falls a >0,
o —a, falls a < 0.

Es gelten die folgenden Rechenregeln.
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2. Die reellen Zahlen

Satz 2.8 Fiir alle a,b € R gilt

(a) la| =0,

(b) la| = |=al,
(¢) +a <|al,

(d) |ab] = |a] - |0,

(e) |a| =0 genau dann, wenn a = 0,

(f) la+b| <la| + |b| (Dreiecksungleichung),

(9) }|a| — |b|} < la — b| (umgekehrte Dreiecksungleichung).
Beweis:

(e) Zu zeigen ist: |a] =0 <= a = 0. Die Implikation ,<=* folgt direkt aus
der Definition des Betrages. Fiir die umgekehrte Implikation beobachten
wir, dass fiir alle @ > 0 auch |a| = a > 0 ist und dass fiir alle @ < 0 genauso
la| = —a > 0 ist. Also gilt |a| = 0 nur fiir a = 0.

(f) Wir betrachten zunéchst den Fall a + b > 0. Dann gilt nach Definition des
Betrags |a 4+ b| = a + b und mit Hilfe von (c) ist [a +b| =a+ b < |a| + |b].

Ist dagegen a+b < 0, so gilt |a+0b| = —(a+b) = —a+ (—b), woraus wieder
mit (¢) |a+ b < |a| + |b| folgt.

(g) Ubungsaufgabe. 0

Als Vorbereitung fiir das 15. Axiom fiihren wir einige Schreibweisen und Be-
griffe ein, die bei der Untersuchung von Teilmengen von R entscheidend sind.
Besonders wichtige solcher Teilmengen sind die Intervalle. Da hier verschiede-
ne Bezeichnungsweisen iiblich sind, einigen wir uns fiir diese Vorlesung auf die
folgenden Notationen.

Definition 2.9 Es seien zwei Zahlen a,b € R mit a < b gegeben. Dann heiffen
e (a,b) :={xr € R:a <z < b} offenes Intervall,
o [a,b] :={x € R:a <z < b} abgeschlossenes Intervall,
o (a,b]:=={reR:a<a<b} und
e [a,b) :={zr € R:a <z < b} halboffene Intervalle.
Um auch die Fdlle von Halbstrahlen abzudecken, definieren wir weiter:

o [a,00):={reR:a<z},
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(a,00) :={zr €R:a <z},

(—o00,a] :=={z € R:x <a},

(—o0,a):={reR:z <a},
o (—o0,00) :=R.
Definition 2.10 FEs sei M eine nicht-leere Teilmenge von R.

(a) M heifst nach oben beschriankt genau dann, wenn ein C € R existiert, so
dass x < C fiir alle v € M gilt.

In diesem Fall heifit C' eine obere Schranke von M.

(b) M heifit nach unten beschriankt genau dann, wenn ein C' € R existiert, so
dass x > C fiir alle v € M gilt.

In diesem Fall heifit C' eine untere Schranke von M.

(c) Ist C eine obere Schranke von M wund fir jede weitere obere Schranke C
von M qilt C' < C, so heifit C Supremum von M. Wir bezeichnen es mit
sup M.

(d) Ist C eine untere Schranke von M wund fir jede weitere untere Schranke
C von M gilt C' > C, so heifit C Infimum von M. Wir bezeichnen es mit
inf M.

Als Merkregel kann man behalten: Das Supremum ist (falls es existiert) die kleins-
te obere Schranke einer Menge und das Infimum die groBite untere Schranke. Man
beachte, dass Supremum und Infimum nicht unbedingt existieren miissen, so ist
zum Beispiel die Menge R weder nach oben noch nach unten beschréankt, hat also
weder ein Supremum noch ein Infimum.

Falls eine Menge M aber ein Supremum (bzw. ein Infimum) hat, so ist dieses
eindeutig bestimmt. Wir iiberlegen uns das fiir das Supremum: Angenommen es
giabe zwei Suprema C und C5. Dann sind sowohl ] als auch C5 obere Schranken
von M. Da also C ein Supremum und C5 eine obere Schranke von M ist, gilt
nach der Definition des Supremums C; < (5. Umgekehrt ist aber auch Cj ein
Supremum und C eine obere Schranke von M. Also gilt Cy < . Nach Axiom
(A11) gilt dann Cy = C4.

Das motiviert die nachstehende Definition.

Definition 2.11 Es sei M C R und M # (.

(a) Ezistiert sup M und gilt sup M € M, so heifst sup M das Maximum wvon
M. Wir bezeichnen es mit max M.
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2. Die reellen Zahlen

(b) Existiert inf M und gilt inf M € M, so heifst inf M das Minimum von M.
Wir bezeichnen es mit min M.

Beispiel 2.12 (a) M = (0,1]. Dann ist M nach oben und nach unten be-
schrankt. Eine obere Schranke ist 17, eine untere ist 0. Weiter gilt sup M =
max M = 1 und inf M = 0. M hat aber kein Minimum, denn 0 ¢ M!

(b) M = (—o00,—1). Dann ist M nach oben aber nicht nach unten beschrénkt.
Weiter gilt sup M = —1, aber M hat kein Maximum. Da M kein Infimum
hat, eriibrigt sich die Suche nach einem Minimum.

Wir kommen nun zum letzten Axiom der reellen Zahlen.

Vollstdndigkeitsaxiom

(A15) Jede Teilmenge M C R mit M # (), die nach oben beschrinkt ist, besitzt
ein Supremum.

Dieses Axiom wird auch Archimedisches Azxiom genannt.

Diskussionsanregung: Warum reichen die Axiome (A1) — (A14) noch nicht aus,
um die Menge der reellen Zahlen eindeutig zu beschreiben? Denken Sie dabei an
die rationalen Zahlen. Warum gilt das Vollstéandigkeitsaxiom fiir die Menge der
rationalen Zahlen nicht?

Mit diesem Axiom konnen wir die entsprechende Aussage iiber das Infimum be-
weisen.

Satz 2.13 Ist M C R, M # () und M nach unten beschrinkt, so existiert inf M.

Beweis: Wir setzen M := {—z : € M}. Nach Voraussetzung existiert eine
untere Schranke C, von M. Fiir diese gilt also C, < z fiir alle z € M. Damit
ist —x < —C, fiir alle # € M, also ist —C, eine obere Schranke von M. Nach
Axiom (A15) existiert also s := sup M. Weiter gilt —z < s fiir alle z € M, also
ist —s < x fiir alle diese x. Das bedeutet, dass —s eine untere Schranke von M
ist. Wir miissen noch zeigen, dass —s die gréfite untere Schranke von M ist. Sei
also o eine weitere untere Schranke von M. Dann ist wie oben —o eine obere
Schranke von M. Da s das Supremum von M ist, muss also s < —¢, und damit
o < —s gelten. Also ist —s = inf M. O

Um die bisher eingefiihrten Begriffe abzurunden, fehlt noch der folgende.

Definition 2.14 Eine Menge M C R mit M # 0 heifit beschrinkt genau dann,
wenn M nach oben und nach unten beschrdinkt ist.
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Zum Abschluss dieses Kapitels beweisen wir noch einen Satz, der ein ,,im realen
Leben® nachpriifbares Kriterium angibt, ob eine obere (bzw. untere) Schranke
tatsdchlich das Supremum (bzw. Infimum) ist.

Satz 2.15 (a) Ist A C R nicht-leer und beschrinkt, so gilt inf A < sup A.

(b) Ist A C R nach oben (bzw. unten) beschrinkt und B C A nicht-leer, so ist
auch B nach oben (bzw. unten) beschrinkt und es gilt sup B < sup A (bzw.
inf B> inf A).

(¢) Ist A C R nicht-leer und C' eine obere (bzw. untere) Schranke von A, so ist
C =supA (bzw. C = inf A) genau dann, wenn fir jedes ¢ > 0 ein a € A
existiert, fir dasa > C —¢ (bzw. a < C +¢) gilt.

Beweis:

(a) Sei z € A beliebig gewihlt. Dann gilt > inf A und = < sup A. Also ist
inf A<z <supA.

(b) Fiir jedes b € B gilt b € A und damit b < sup A (bzw. b > inf A). Also ist
B nach oben (bzw. unten) beschréinkt und sup A (bzw. inf A) ist eine obere
(bzw. untere) Schranke von B. Also ist sup B < sup A (bzw. inf B > inf A).

(c) Wir beweisen fiir diese Aussage nur noch den ,sup“-Fall.

»=" Sei C =sup A und € > 0. Dann ist C' — ¢ kleiner als das Supremum
von A, also keine obere Schranke von A. Damit existiert ein a € A, so
dass a > C — ¢ ist.

»<=" Wir miissen zeigen, dass fiir jede andere obere Schranke C' von A gilt
C < C. Sei also C eine weitere solche Schranke und wir nehmen an, es
gelte C' > C. Dann ist ¢ :== C'— C > 0. Nach Voraussetzung existiert
zu diesem e nun ein a € A, so dass a > C — ¢ ist. Wir haben aber
C—e=C—(C—-C)=C,also a > C. Dann kann aber C keine obere
Schranke von A sein. Widerspruch. O

Ubungsaufgabe 2.16 Beweisen Sie die folgende Aussage: M # () ist genau
dann beschrankt, wenn es ein C' > 0 gibt, so dass |z| < C fiir alle z € M gilt.
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2. Die reellen Zahlen
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3. Die natiirlichen Zahlen

Sie alle kennen natiirlich die natiirlichen Zahlen. Aber wie definieren wir diese
nur aus unseren 15 Axiomen heraus? Mehr haben wir ja im Moment noch nicht
zur Verfiigung. Wir fithren hier eine Moglichkeit der Definition vor, die darauf
basiert, dass wir zumindest die Existenz einer natiirlichen Zahl, ndmlich der Eins,
durch das Axiom (A6) gesichert haben.

Ein Vorteil dieses Zugangs ist, dass wir das wichtige Beweisverfahren der voll-
stdndigen Induktion damit leicht herleiten konnen.

Definition 3.1 FEine Menge A C R heifit eine Induktionsmenge, falls gilt
(a) 1 € A und

(b) ist x € A, so ist auch stets x + 1 € A.
Beispiel 3.2 Beispiele von Induktionsmengen sind R oder {1} U [2, c0).

Definition 3.3 Den Durchschnitt aller Induktionsmengen bezeichnen wir mit N.
Das ist die Menge der natiirlichen Zahlen.

Wir sammeln ein paar grundlegende Eigenschaften von N.

Satz 3.4 (a) N ist eine Induktionsmenge.
(b) N ist nicht nach oben beschrinkt (Satz von Archimedes).
(c) Fiir alle z € R gibt es ein n € N mit © < n.

(d) Ist A eine Induktionsmenge und A C N, so ist A = N (Prinzip der voll-
stdndigen Induktion).

Beweis:

(a) In jeder Induktionsmenge ist 1 enthalten, also gilt auch 1 € N, da N der
Durchschnitt aller Induktionsmengen ist. Sei x € N. Dann gilt = € A fiir
jede Induktionsmenge A. Nach der Definition einer Induktionsmenge ist
damit auch x+1 in jeder Induktionsmenge enthalten, damit gilt also x+1 €
N.
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3. Die natiirlichen Zahlen

(b)

(c)

(d)

Wir nehmen an, N wire nach oben beschrinkt. Nach dem Vollstdndig-
keitsaxiom gibt es dann s :=supN € R und s — 1 ist keine obere Schranke
von N. Also muss es ein gréfleres Element n € N geben, d.h. n > s—1, bzw.
n+1 > s. Da N nach (a) eine Induktionsmenge ist, gilt aber n+1 € N, also
gilt n+1 < s, da s ja das Supremum von N ist. Das ist ein Widerspruch.

Wir nehmen an, es gibe ein € R mit x > n fiir alle n € N. Dann wére x
eine obere Schranke von N, was im Widerspruch zu (b) steht.

Sei A C N eine Induktionsmenge. Da N der Schnitt aller Induktionsmengen
ist, gilt N C A. Zusammen mit der Voraussetzung A C N gilt also A = N.
O

Dieses Wissen kénnen wir nun nutzen, um zu zeigen, dass die so definierte Menge
N mit unserer Vorstellung der natiirlichen Zahlen {ibereinstimmt.

Satz 3.5

(a) Fir allen € N gilt n > 1.

(b) Fliir jedes n € N ist die Menge A, := (NN[1,n])U[n+1,00) eine Indukti-

onsmenge.

(c) Es seienn € N und x € R mitn < x <n+ 1 gegeben. Dann gilt v ¢ N.

Beweis:

(a)

20

Wir setzen A := {n € N : n > 1}. Dann gilt offensichtlich 1 € A und
wenn n € A ist, so gilt wegen n > 1 auchn+1> 141 > 1, also ist auch
n+ 1€ A und damit A eine Induktionsmenge. Wegen A C N gilt damit
wegen Satz 3.4 (d) A =N.

Wir setzen A := {n € N : A, ist eine Induktionsmenge}. Der Beweis
verlduft nun in drei Schritten:

Induktionsanfang (1 ist in A): Nach Beispiel 3.2 ist A; = {1} U[2,00) eine
Induktionsmenge. Also ist 1 € A.

Induktionsvoraussetzung: Es sei n € A, d.h. wir wihlen ein n € N, so dass
A, eine Induktionsmenge ist.

Induktionsschluss (zeige, dass auch n + 1 € A gilt): Es ist 4,1 = (NN
[1,n+ 1)) U[n + 2,00). Also ist 1 € A,4+1. Sei nun = € A, Dann gilt
entweder x > n+ 2 oder 1 < x < n+ 1, wobei im zweiten Fall x € N ist.
Im ersten Fall ist xt+1 > n+3 > n+ 2, also haben wir sofort x+1 € A, ;.
Im zweiten Fall machen wir uns zunutze, dass A,, eine Induktionsmenge ist
(Induktionsvoraussetzung!) und deshalb N C A, gilt. Das liefert uns, dass
x € A, ist. Damit ist entweder 1 < x < n oder x > n + 1, d.h. entweder
wir haben 2 <zx+1<n+loderx+1>n+2 Alsoist x+1¢€ A,.;.



(c) Wir nehmen an, es wire doch € N. Da nach (b) N C A, gilt, hétten wir

dann = € A,. Das impliziert aber x < n oder z > n + 1. Widerspruch.
O

Die Menge A wird iiblicherweise bei einem Induktionsbeweis nicht mehr erwéhnt,
da die Methode immer die gleiche ist. Wir wollen uns das an einem weiteren, sehr
typischen Beispiel fiir einen Induktionsbeweis anschauen.

Satz 3.6 Fiir allen € N gilt

1
1+2+3+---+n:@.

Beweis:
Induktionsanfang: Es gilt 1 = 1-(1+41)/2, also ist die Aussage fiir n = 1 richtig.
Induktionsvoraussetzung: Die Aussage des Satzes sei fiir ein bestimmtes n € N

richtig, d.h. es gilt

1

fiir dieses n € N.
Induktionsschluss: Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung gilt

1 1 2 1
1+2+---+n+(n+1):7n(n2+ ) ppp1= ot )‘; (n+1)
n+1)n+2) m+1)((n+1)+1)
B 2 - 2 '
Also stimmt die Aussage auch fiir n + 1. O

Bemerkung 3.7 Die Piinktchen-Schreibweise im obigen Beweis fiir die Summa-
tion von n Zahlen ist reichlich schwerféllig und fiihrt oft zu unprézisen Formu-
lierungen. Deshalb hat sich dafiir eine sehr praktische Schreibweise eingebiirgert.

Sind n, N € Z mit n < N und reelle Zahlen a,,, a1, . . ., ay gegeben, so schreiben
wir

N

Zak =Qp + app1+ -+ an—1 +an

k=n

mit dem sogenannten Summenzeichen. Die Aussage von Satz 3.6 ldsst sich damit

z.B. so hinschreiben:
~ n(n+1)
Sopo el
k=1

Im néchsten Satz zeigen wir, dass N eine sogenannte wohlgeordnete Menge ist,
d.h. jede nicht-leere Teilmenge besitzt ein Minimum.
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3. Die natiirlichen Zahlen

Satz 3.8 (Wohlordnungsprinzip) Ist M # () eine Teilmenge von N, so exis-
tiert min M.

Beweis: Nach Satz 3.5 (a) ist 1 eine untere Schranke von N und damit auch von
M. Wir setzen A := {7 € N : 7 ist untere Schranke von M}. Wir zeigen nun,
dass A # N ist. Sei dazu ein x € M gegeben. Dann gilt nach der Definition von
M, dass © > ~ fiir alle v € A ist. Das ist fir A = N nach Satz 3.4 (b) nicht
moglich.

Also ist A keine Induktionsmenge. Da 1 € A gilt, bedeutet dies, dass es ein vy, € A
geben muss, fiir das 79 + 1 € A gilt. Da 7y in A und damit in N liegt, ist auch
7 + 1 € N, aber vy + 1 ist keine untere Schranke von M (sonst wére es in A).
Das heifit, es gibt ein ng € M mit ng < v + 1. Zusammengefasst haben wir nun
Yo < ng < Y9+ 1. Da aber alle drei beteiligten Zahlen in dieser Ungleichungskette
in N liegen, gilt nach Satz 3.5 (c) ng = 7. Damit ist ny eine untere Schranke von
M (da o eine ist) und es ist ng € M. Somit folgt ny = min M. O

Definition 3.9 Wir definieren

N() =NU {O},
Z:=NoU{—n:neN}  (ganze Zahlen),

Q= {T :meZ, ne N} (rationale Zahlen).
n

Satz 3.10 Seien x,y € R mit x < y. Dann gibt es einr € Q, so dassx <r <y
qgilt.
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4. Folgen und Abzadhlbarkeit

Ein grundlegendes Hilfsmittel der Analysis sind die Folgen.

Definition 4.1 Sei X eine beliebige nicht-leere Menge. Fine Funktion f : N —
X heifit eine Folge in X.

Bei Folgen schreibt man traditionell a,, statt a(n), n € N, fir das n-te Folgenglied.
Die gesamte Folge wird dblicherweise mit (a,) oder (a,)>>, oder (ay,as,as, . ..)
bezeichnet.

Beispiel 4.2 (a) Ist X = R (der fiir uns im Folgenden interessanteste Fall),
so spricht man von einer reellen Folge oder Zahlenfolge. Ein Beispiel einer
solchen Folge ist

1 1

n= N, bzw. (a,) = (=) =(1,1/2,1/3,...).
b=t N b (a) = (1) = (L1/21/5)
(b) Fir X ={0,1} ist (a,) = (1,0,1,0,1,0,...) eine Folge in {0, 1}.

Mit Hilfe von Folgen konnen wir nun Begriffe einfithren um die ,,Gréfe” un-
endlich grofler Mengen zu klassifizieren. Ein erster Schritt zur Beschreibung der
Unendlichkeit.

Definition 4.3 Sei X eine beliebige nicht-leere Menge.

(a) X heifst endlich, wenn ein n € N und eine Funktion f:{1,2,...,n} — X
existieren, so dass f surjektiv ist.

(In diesem Fall ist X = {f(1), f(2),...,f(n)}.)
(b) X heifft unendlich, wenn X nicht endlich ist.

(¢) X heifst abzdhlbar, wenn eine Folge (a,) in X ezistiert, die surjektiv ist,
d.h. es gilt X = {ay,as,as,...}.

(d) X heifit abzéhlbar unendlich, wenn X unendlich und abzihlbar ist.
(e) X heifit iberabzdhlbar, wenn X nicht abzdhlbar ist.

Bemerkung 4.4 Anschaulich bedeutet Abzdhlbarkeit, dass man die Elemente
der Menge X mit den natiirlichen Zahlen durchnummerieren kann.
Beachten Sie, dass nach dieser Definition auch endliche Mengen abzéhlbar sind.
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4. Folgen und Abzahlbarkeit

Beispiel 4.5 (a) N ist abzdhlbar (unendlich), denn N = {aq, as, as,...} mit

(an) = (n).

(b) Z ist abzéhlbar, denn Z = {ay,a9,a3,...} mit a; = 0, ay = 1, a3 =
-1, ay =2,a5 = —2,...,also as, =n und as,_1 = —n+ 1.

(¢) Q ist abzdhlbar. Das mag zuerst verbliiffend sein, doch man kann die posi-
tiven Briiche tatséchlich nach folgendem Schema ordnen:

1 — 2 3 — 4 5
/ / /

1 2 3 4 5

2 2 2 2 2

L/ e

1 2 3 4 5

3 3 3 3 3
e

1 2 3 4 5

4 4 4 4 4

Durchnummerieren in Pfeilrichtung liefert also die Abzéhlung {x € Q : = >
0} = {a1,as,as,...}. Setzt man nun by = 0, by, = ay,, byyr1 = —a,, n €N,
SO gllt Q = {bl, bg, bg, e }

(d) R ist iiberabzihlbar (Beweis spéter).

(e) Die Menge X aller Folgen in {0, 1} ist iiberabzéhlbar. Um das zu beweisen,
nehmen wir an, X wiére abzéhlbar unendlich, d.h. X = (fi, fo, f3,...},
wobel f; = (aj1, aj2, ajs,...) und a;, € {0, 1} fiir alle j, k € N.

Wir definieren nun eine Folge in {0, 1} wie folgt:

1, fallsaj; =0,
CLj = .
0, falls ajj =1

fiir jedes j € N. Dann ist (a;)%2, in X, also gibt es nach Annahme ein
mo € N, so dass (a;) = fi, gilt. Das heifit aber, dass @, = amgm, ist, ein
Widerspruch, denn wir haben die Folge (a;) gerade so konstruiert, dass dies
nicht gilt.

Das Beweisverfahren dieses Uberabzihlbarkeitsbeweises heit Cantorsches Dia-
gonalverfahren.

Satz 4.6 FEs sei A eine abzdhlbare Menge und B C A sei nicht-leer. Dann ist
auch B abzdhlbar.
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Beweis: Da A abzéhlbar ist, gibt es eine Folge in A, so dass A = {ay,as,a9,...}
gilt. Wéhle nun ein beliebiges b € B fest aus (B ist nicht-leer!). Damit definieren
wir eine Folge

bn:{b, fallsa, ¢ B,

a,, fallsa, € B,

Sei nun x € B. Dann gilt nach Voraussetzung x € A, also gibt es ein m € N, fiir
das © = a,, ist. Da damit a,, € B ist, haben wir b,, = a,, = = (so war (b,) defi-
niert), also ist = € {by, by, b3, ... }. Damit haben wir B C {b;,bo, b3, ...} gezeigt.
Da aber auch offensichtlich B D {by, b, bs, ... } gilt, ist damit B = {b;, bs, b3, ... }.

O

Vereinigt man endlich viele abzidhlbare Mengen, so ist es nicht verwunderlich, dass
man wieder eine abzidhlbare Menge erhélt. Nicht mehr so offensichtlich ist, dass
das auch fiir Vereinigungen von abzéhlbar unendlich vielen abzéhlbaren Mengen
gilt. Das ist der Inhalt des folgenden abschliefenden Satzes in diesem Kapitel.

Satz 4.7 FEs seien X1, X9, X3, ... abzdhlbare Mengen. Dann ist auch die Menge
U2, X; abzihlbar.

Beweis: Ubung.
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5. Fakultaten und
Binomialkoeffizienten

Definition 5.1
(a) Fira € R und n € N schreiben wir fir die Potenzen

at:=a-a-a-...-a.
—_—

n Faktoren

Weiter gilt a°® :== 1.

Ist aufSerdem a # 0, so schreiben wir

(b) Firn € N definieren wir die Fakultit von n als

nl:=1.2-3.-...-n

und wir vereinbaren 0! := 1.

(¢) Schlieflich ist fiirn € Ny und k € Ng mit 0 < k < n der Binomialkoeffizient

gegeben durch
n\ n!
k) kl(n—k)

(a) Ist x > —1 und n € N so gilt

Satz 5.2

(1+2)">1+nx (Bernoullische Ungleichung).

(b) Fir die Binomialkoeffizienten gelten fir alle n € N und alle k € N mit
1 < k <n die folgenden Identititen:

6)-=C) G+62)-04)

27



5. Fakultiaten und Binomialkoeflizienten

(¢) Fir alle a,b € R und alle n € Ny gilt

an+1 _ bn-l—l — (CL _ b)(an —|—CLn_1b—|—CLn_2b2 4. —|—CLbn_1 4 bn)

=(a—0b) Z a"
k=0
(d) Fir alle a,b € R und alle n € N gilt die Binomialformel
(a+b)" = Z (Z) a™ k.
k=0
Beweis:

(a) Ubung: Fiihren Sie einen Induktionsbeweis.

. n n! n! n n! n! .
(b) ESgllt (0) = m = ﬁ =1 und (n) = m = ﬁ = 1,SOW1€

n n n! n!
(k) * <k:—1) T Ho =R TG D=kt D)
nl(n —k+1) nlk nl(n +1)

=kt D) Mokt Ho+i—k)

(c) Es gilt
(CL o b) Z an—kbk _ Z an—k—l—lbk _ Z an—kbk—l—l
k=0 k=0 k=0
n n—1
_ an+1 + Zan—k—l—lbk _ Zan—kbk—l—l _ bn—l—l
k=1 k=0
n—1 n—1
_ an+1 + Zan—kbk—l—l o Zan—kbk—l—l _ bn—l—l
k=0 k=0
— an-l—l _ bn—i—l‘
(d) Ubung. O
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6. Wurzeln

Zur Definition von Wurzeln benétigen wir zunéchst den folgenden Hilfssatz.
Lemma 6.1 Sind z,y > 0 undn € N, so gilt v <y genau dann, wenn z" < y"
15t.

Beweis: Ubungsaufgabe.

Satz 6.2 FEs seta > 0 und n € N. Dann ¢ibt es genau ein x € R, so dass x > 0
und ™ = a gilt.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit. Seien also z,y > 0 gegeben, so
dass 2" = a = y" gilt. Dann gilt insbesondere z"” < y™ und y" < 2" und mit
Lemma 6.1 folgt dann x < y und y < x, also x = y.

Fiir die Existenz stellen wir zunéchst fest, dass die Sache fiir a = 0 durch x =0
gelost wird. Sei also a > 0. Wir betrachten die Menge M := {x € R : = >
0 und z" < a}. Dann ist in jedem Fall 0 € M, also M # (). Da n € N ist, gilt
a < na < 14na und daher mit der Bernoullischen Ungleichung auch a < (1+a)".
Damit folgern wir nun fiir alle x € M die Abschéitzung 2" < a < (14 a)", aus
der mit Lemma 6.1 sofort x < 1 + a folgt. Also ist M nach oben beschrankt.
Nach dem Vollsténdigkeitsaxiom existiert damit s := sup M, unser Kandidat fiir
die Wurzel. Wir nehmen also an, es gelte s” # a und unterscheiden zwei Félle.
1. Fall s < a: Fiir jedes m € N gilt nach Satz 5.2 (d)

1" &/ .1 =(n\,, 1
(”a) :ZQ)S w:”Z(;{)S o
k=0 ~—~

1/m

IN

<s' 4 — S =5 + —«q.
m k m

Man beachte, dass das so definierte « in jedem Fall grofler oder gleich Null ist.
Nach dem Satz von Archimedes (Satz 3.4 (b)) und da a # s™ ist, existiert ein
m € N, so dass m > «/(a — s") gilt. Da nach Annahme a — s" > 0 gilt, ist
dann aber a/m < a — s" und weiter s" + a/m < a. Also gilt fiir dieses m nun
(s+1/m)" < a, was uns s+ 1/m € M liefert. Da s das Supremum dieser Menge
war, gilt damit s + 1/m < s, d.h. 1/m < 0. Widerspruch!
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6. Wurzeln

2. Fall s" > a: Wir rechnen fiir jedes m € N (man beachte, dass s # 0 sein muss,
da sonst s" = 0 < a wire)

T Ry

Wihlen wir unser m > 1/s (die Moglichkeit hierzu sichert wieder der Satz von
Archimedes), dann gilt —1/(ms) > —1, wir konnen folglich die Bernoullische
Ungleichung anwenden und erhalten

1\" n
<s——) Zs”(l——).
m ms
Wir machen nun bei Bedarf unser m noch einmal grofler, damit m > 1/s und
m > (ns")/(s(s™—a)) gilt. Formen wir die zweite Ungleichung ein wenig um und
beachten dabei wieder, dass nach Annahme s" — a > 0 gilt:

n n
m>———— <= (s"—am>—-s" < —a>—s"—3s"
s ms

n
= a<s" (1 — —) ,
ms
so sehen wir, dass fiir ein solches m € N die Ungleichung (s — 1/m)" > a gilt.
Da s das Supremum von M ist, ist s — 1/m keine obere Schranke von M, also
gibt es ein zy € M mit xy > s — 1/m. Nach Lemma 6.1 gilt dann auch

1 n
ZL’SZ(S——) > a,
m

was im Widerspruch zu zy € M steht. 0

Definition 6.3 Zu gegebenen a > 0 und n € N bezeichnen wir die nach obigem
Satz eindeutig existierende Zahl x, fir die x" = a gilt, als n-te Wurzel von a und
schreiben

n

1/n‘

r=a oder x=a

Ist n = 2, so sagt man einfach Wurzel von a und schreibt kurz x = \/a.

Auflerdem setzen wir wieder
1

a /" = —.
al/n

An dieser Stelle sind zwei Warnungen angebracht. Erstens ziehen wir hier nur
Wurzeln aus nicht-negativen Zahlen und es ist stets /a > 0, auch wenn z.B. die
Gleichung x> = 3 zwei reelle Losungen besitzt, ndmlich v/3 und —v/3. Zweitens
gilt deshalb Vb2 = |b|]. Die Betragsstriche werden sehr gerne vergessen.

Wir wissen nun fiir @ > 0, was a™ und a*/" ist. Im néchsten Schritt wollen wir
uns mit a? fiir beliebige rationale Zahlen ¢ befassen. Ist ¢ = m/n mit m,n € N,
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so ist es naheliegend a? := (/a)™ zu definieren. Das ist aber etwas voreilig, denn
wir sollten uns zunéchst iiberlegen, dass das Ergebnis nicht von der speziellen
Wahl von n und m abhéngt.

Seien also m,n,p,r € N, so dass ¢ = m/n = p/r ist. Dann gilt mr = np und es
folgt fiir jedes a > 0

(Va)™)" = (Fa)™ = (V)™ = (¥a)")" = a” und
(({/&)p)T _ (\r/a)pr — ((%)r)il’ —_—

Also ist dank der Eindeutigkeit der Wurzel ({/a)™ = (¥/a)?. Damit ist die fol-
gende Definition gerechtfertigt.

Definition 6.4 FEs seia >0, ¢ € Q mit ¢ > 0 und ¢ = m/n (m,n € N). Dann
setzen wir
a? ;== (/a)™,
und falls a > 0 gilt, definieren wir fir ¢ < 0
al := —.
a4
Es gelten die bekannten Rechenregeln fiir rationale Exponenten:

P —
e alq? = gPta ° Z—q:af” d

o alb’ = (ab)? o &= (2)’

br b

o (aP)1 = ar
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6. Wurzeln
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Teil 11.

Folgen und Reihen
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7. Konvergente Folgen

Wir wollen uns nun dem zentralen Thema der Analysis zuwenden, der mathe-
matisch exakten Behandlung des unendlich Kleinen und unendlich Grofien. Bei-
spielsweise kann es darum gehen, unendlich viele Zahlen aufzuaddieren, wie in
der unendlichen Summe
1 11 1 1

ot tg Tt
der wir im Folgenden einen exakten Sinn geben werden.
Wie schon in der OWO-Vorlesung deutlich geworden ist, konnen hier sehr unin-
tuitive Dinge passieren, so dass anschauliche Argumentationen uns schnell in die
Irre fithren konnen. Unser Ziel wird also zunéchst sein, eine exakte mathemati-
sche Definition fiir solche Grenzwertfragen zu geben. Diese Aufgabe wollen wir
in diesem fiir alles weitere zentralen Kapitel angehen.

Definition 7.1 FEine Folge (a,) in R heifft konvergent, wenn es ein a € R gibt,
so dass fiir alle e > 0 ein ng = ng(e) € N existiert mit

la, —a| < e fir alle n > ny.

In diesem Fall heifft a der Grenzwert oder Limes der Folge (ay). Man schreibt
dafiir

a= lim a, oder a,— a (n— 00).

n—oo

Ist (ay,) nicht konvergent, so heifit die Folge divergent.
Fiir eine Umformulierung dieser Definition benotigen wir die folgenden Begriffe.
Definition 7.2 (a) Seien o € R und e > 0 gegeben. Dann heifit die Menge
Uc(xg) ={x €R: |z — x| <&} = (0 —&,20+ €)
e-Umgebung von xg.
(b) Es sei A(n) eine fir jedes n € N definierte Aussage. Wir sagen, A(n) gilt

fiir fast alle n € N, wenn es ein m € N gibt, so dass A(n) fir alle n > m
richtig 1st.
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7. Konvergente Folgen

Damit kéonnen wir nun sagen, dass lim,, .. @, = a ist, genau dann wenn

Ve >0 3dng € N:a, € U(a) ¥n > ny

bzw. in Worte gefasst:

Fiir alle € > 0 gilt a,, € U.(a) fiir fast alle n € N.

Aus der letzten Formulierung ist gut ersichtlich, dass es fiir die Konvergenz einer
Folge auf endlich viele Folgenglieder nicht ankommt. Entscheidend ist, was die
Folge ,,janz weit drauffen“ treibt. Formalisieren kann man diese Beobachtung so:

Bemerkung 7.3 Sind (a,) und (b,) reelle Folgen mit a,, = b, fiir fast alle n € N,
dann ist (a,) konvergent genau dann, wenn (b,) konvergiert, und in diesem Fall
gilt lim,, o a, = lim,, . b,.

Beispiel 7.4

(a)

36

Sei a, =1/n, n € N.
Behauptung: (a,) ist konvergent und es gilt lim,, ., a, = 0.

Beweis: Sei ¢ > 0. Nach dem Satz von Archimedes (Satz 3.4 (b)) gibt es ein
ng € N, so dass ng > 1/¢ ist. Damit gilt 1/ng < £ und es ist fiir alle n > ng

Sei a, = (—=1)"/n, n € N.

Behauptung: (a,) ist konvergent und lim,,_.., a,, = 0.

Beweis: Es gilt |a, — 0] = |(—=1)"/n| = 1/n. Wir kénnen also ab jetzt den
Beweis von Beispiel (a) tibernehmen. O
Sei a, = (—=1)", n € N.

Behauptung: Die Folge (a,) divergiert.

Beweis: Wir nehmen an, es gébe ein a € R mit a,, — a (n — 00). Dann gibt
eszue = 1 ein ny € N, so dass fiir jedes n > ng die Ungleichung |a, —a| < 1
gilt. Fiir n > ng gilt dann aber mit Hilfe der Dreiecksungleichung

2=\a, — apy1| = lan —a+a —any1| <l|a, —a| +]a—ap1| <1+1=2.

Also folgt 2 < 2, ein Widerspruch. O



n?+2n—1
d) Seia, =——, neN.
(d) Sei a g "
Behauptung: (a,) konvergiert und lim,, ., a, = 1.

Beweis: Es gilt

2 2 _ _
n°+2n—-1-n*—-2| [2n 3|<|2n 3|§2n—|—3

1= —
o | n2+2 n24+2 — n? n?

Y

wobei wir bei der letzten Abschéitzung die Dreiecksungleichung agewendet
haben. Nun verwenden wir noch, dass fiir alle n € N gilt 2n+3 < 2n+3n =

5n und erhalten damit 5 5
la, — 1] < —Z =—.
n n

Sei nun € > 0. Nach dem Satz von Archimedes existiert analog zu (a) ein
no € N, so dass ng > 5/¢ gilt. Dann haben wir nach obiger Abschitzung

fir alle n > nyg

5 b}
la, — 1] < =< — <e.

Ny

3

O

Definition 7.5 FEine reelle Folge (a,) heifit beschrankt , wenn die Menge {a,, :
n € N} = {ay,a9,as, ...} beschrinkt ist. Diese Menge besitzt damit ein Infimum
und ein Supremum. Wir schreiben dafiir

SUp @, = SUp Gy, := sup{a, : n € N},
neN n=1

o
inf a, := inf a,, := inf{a, : n € N}.
neN n=1

Beachten Sie, dass eine Folge (a,) genau dann beschréinkt ist, wenn ein C' > 0
existiert, so dass |a,| < C fiir alle n € N gilt (vgl. Ubungsaufgabe 2.16).
Satz 7.6 Sei (a,) eine konvergente Folge in R. Dann gilt:

(a) Der Limes von (a,) ist eindeutig bestimmdt.
(b) (a,) ist beschrankt.

Warnung 7.7 Die Umkehrung von Teil (b) ist falsch! Es gibt durchaus be-
schrinkte Folgen, die nicht konvergieren, vgl. Beispiel 7.4 (c).

Beweis:

(a) Es sei a € R so, dass a, — a (n — o0) und es sei b € R mit b # a.
Wir wollen zeigen, dass b kein Limes von (a,) sein kann. Wir setzen dazu
e := |a — b|/2. Dann ist € > 0 und es gilt U.(a) N U.(b) = 0. Nach der
Definition des Grenzwertes existiert aber ein ng € N, so dass a,, € U.(a) fiir
alle n > ng gilt. Also gilt a,, € U.(b) nur fiir hochstens endlich viele n € N.
Damit kann (a,,) nicht gegen b konvergieren.
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7. Konvergente Folgen

(b) Nach der Definition der Konvergenz existiert zu ¢ = 1 ein ng € N mit |a,, —
a| < 1 fiir alle n > ng. Wir setzen C' := max{|a1|, |az|, |as|, ..., |@no-1], 1 +
la|}. Dann gilt zum Einen fiir alle n < ng sofort |a,| < C' und zum Anderen
auch fiir alle n > ng, denn

lan| = lan — a+al < la, —al+ |a| <1+ ]a] < C.

Zusammengenommen gilt also |a,| < C' fiir alle n € N und somit die Be-
hauptung. O

Der Inhalt des folgenden Satzes enthélt d&uflerst wichtige Rechenregeln fiir Grenz-
werte von Folgen. Mit Hilfe dieser Regeln ist es oft moglich, die Frage nach Kon-
vergenz von komplizierten Folgen auf die Untersuchung einiger einfacher Folgen
zuriickzufiihren.

Satz 7.8 Es seien (ay), (b,) und (c,) Folgen in R. Dann gilt:

(a) (a,) konvergiert gegen a € R genau dann, wenn die Folge |a, — a|, n € N,
gegen Null konvergiert.

(b) Gilt |a, —a| < a, fir fast alle n € N und ist die Folge («v,,) konvergent mit
lim,, .o o, =0, so ist (a,) konvergent und es gilt lim,,_.. a,, = a.

(c¢) Istlim, .. a, = a, so giltlim, . |a,| = |al.
(d) Gilt lim,,_.o a, = a und lim,_, b, = b, so folgt
i) lim, o (a, +b,) = a-+b.
ii) lim, o (a,) = aa fir alle o € R.
i11) limy, oo (ay - by) = a - b.
i) Ist zusdtzlich a, # 0 fir allen € N und a # 0, so ist lim,, . 1/a, =
1/a.

(e) Ist a, <b, fir fast alle n € N und lim,,_,, a, = a sowie lim,,_,, b, = b, so
folgt a < b.

(f) Ist a, < ¢, <b, fir fast alle n € N und sind (a,,) und (b,) konvergent mit
lim,, o0 @, = lim,, o b, = a, so ist auch die Folge (c,) konvergent und es
gilt lim,, ., ¢, = a (Sandwich-Theorem).

Beweis:
(a) Ubungsaufgabe.

(b) Nach Voraussetzung gibt es ein m € N, so dass |a, —a| < a, fiir alle n > m
gilt. Sei nun € > 0. Dann existiert nach Voraussetzung ein n; € N, so dass
0 < oy < ¢ fur alle n > ny. Wir wéhlen ng := max{m,n;}. Dann gilt fiir
alle n > ng die Abschitzung |a, — a| < o, < €.
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(c) Nach der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt
lan| — |a|} <la, — a| =: a,.

Da (a,) gegen a konvergiert, gilt mit dieser Wahl von «,, nach (a), dass
a, — 0 (n — oo) gilt. Damit kénnen wir dann mit Hilfe von (b) folgern,
dass (|a,|) gegen |a| konvergiert.

(d) 1), ii), iii) Ubungsaufgabe.

iv) Fiir die Behandlung dieser Aussage miissen wir zuerst sicherstellen,
dass die Folge (a,,) einen echten ,,Sicherheitsabstand* zur Null einhélt.
Dazu bemerken wir, dass nach (c) die Folge (|a,|) gegen |a| konvergiert.
Da nach Voraussetzung |a| # 0 ist, gibt es zu e := |a|/2 > 0 ein m € N,
so dass ||a,| — |a|| < |a]/2 fiir alle n > m gilt. Somit ist der Abstand
von |a,| zu |a| kleiner als |a|/2, insbesondere muss also |a,| > |a|/2
fiir alle diese n gelten.

Aus dieser Uberlegung erhalten wir nun, dass 1/|a,| < 2/|a| fiir alle
n > m gilt und wir damit fiir diese n folgendermafien abschétzen

kénnen:
1 1 a, —al |a,—a| _ 2la,—al 2
— = = < = —la, —a| = a,.
a, a ana la,||al la|? a?

Nach (a) und (d)ii) gilt nun wieder a,, — 0 (n — 00) und damit folgt
mit Hilfe von (b) die Behauptung.

(e) Wir nehmen an, es wéire a > b. Dann ist € := (a — b)/2 > 0 und es gilt
U.(a) NU.(b) = 0. Somit folgt x < y fiir alle x € U.(b) und alle y € U.(a)
(Malen Sie sich ein Bild!). Wegen der Konvergenz von (a,,) und (b,) gibt es
nun ein n; € N, so dass fiir alle n > n; alle Folgenglieder a,, € U.(a) und
b, € U.(b) liegen. Daher ist also a,, > b, fiir alle diese n. Nach Voraussetzung
gibt es aber ein m € N, so dass a, < b, fiir alle n > m gilt. Das ist ein
Widerspruch.

(f) Seie > 0. Dann gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n > ny sowohl |a,—a| < €
als auch |b, — a|] < e gilt. Hieraus und aus der Voraussetzung folgern wir
fir alle diese n

a—c<a,<c¢,<b,<a+e.

Also ist a — e < ¢, < a+ € oder, anders ausgedriickt, —¢ < ¢, —a < ¢, d.h.
|, — a|] < e fiir alle n > ny und damit konvergiert die Folge (¢,) gegen a.
O

Wir wollen nun an zwei Beispielen zeigen, wie mit Hilfe dieses Satzes komplizierte
Grenzwerte angegangen werden kénnen.
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7. Konvergente Folgen

Beispiel 7.9 (a) Sei p € N fest gewéhlt und a, = 1/n? fir n € N. Dann gilt
fiir alle n € N die Ungleichung n < n? und damit
0<a, = i < 1
ntn
Da sowohl die Folge, die konstant Null ist, als auch die Folge (1/n) gegen
Null konvergiert, ist damit nach Satz 7.8 (f) auch die Folge (a,,) konvergent
und ebenfalls eine Nullfolge, d.h. es gilt lim,, . a, = 0.

(b) Wir untersuchen

n?+2n+3
a,=——————, mneN
n?+3
Dazu kiirzen wir den Bruch durch die hochste auftretende Potenz:
n?+2n+3 1+2+3% 1+0+0 ( )
a, = = — = n — 00).
n?+3 1+35 140

Dabei stiitzen wir uns auf fiir die Berechnung des Grenzwertes von (1/n?)

auf obiges Beispiel und zum Zusammenbau des Gesamtausdruckes auf (d)i),
(d)ii) und (d)iv) aus Satz 7.8.

Dieses Vorgehen (Kiirzen durch die hochste auftretende Potenz) ist bei allen
Grenzwerten der Form , Polynom in n geteilt durch Polynom in n“ Erfolg
versprechend.

Wir wollen uns als néchstes mit dem Monotonie-Verhalten von Folgen auseinan-
dersetzen und danach mit Hilfe der neuen Begriffe ein weiteres Konvergenzkrite-
rium herleiten.

Definition 7.10 Fine relle Folge (a,) heifst
(a) monoton wachsend, wenn a,1 > a, fir allen € N gilt.
(b) monoton fallend, wenn a, 1 < a, fir alle n € N gilt.
(c) streng monoton wachsend, wenn a,.1 > a, fir alle n € N gilt.
(d) streng monoton fallend, wenn a,+1 < a, fir allen € N gilt.
(e) monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton fallend ist.

Damit konnen wir folgendes Konvergenzkriterium beweisen.

Satz 7.11 (Monotonie-Kriterium) Ist die reelle Folge (a,) nach oben (bzw.
unten) beschrinkt und monoton wachsend (bzw. fallend), so ist (a,) konvergent
und es gilt

lim a, =supa, (bzw. lim a, = inf a,).
n—oo neN n—oo neN
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Beweis: Es sei (a,) nach oben beschriankt und monoton wachsend, sowie a :=
SUP,,cpy Gn- Wahlen wir nun ein € > 0, so ist sicherlich a — € keine obere Schranke
von {a, : n € N}. Damit muss aber ein ny € N existieren, so dass a,, > a — ¢
ist und somit haben wir unsere Folge umzingelt, denn es gilt nun wegen der
Monotonie und der Beschrianktheit von (a,) fiir alle n > ng:

a—e<ap, <ap,<a<a+e

und hiermit |a, — a| < € fiir alle n > ny. Da ¢ > 0 beliebig war, sind wir mit
der ungeklammerten Aussage fertig. Die Aussage fiir monoton fallende Folgen
beweist man analog. O

Wir betrachten ein Beispiel fiir die Anwendung dieses Satzes.

Beispiel 7.12 Wir betrachten eine rekursiv definierte Folge, die gegeben ist

durch
ar:=v6 und any1 = V6 +a,, n>1.

Bei einer in dieser Weise gegebenen Folge ist keine explizite Rechenvorschrift an-
gegeben, wie man das n-te Folgenglied bestimmen kann, sondern nur ein Startwert
a; und dann eine Vorschrift, wie man aus einem Folgenglied das jeweils néchs-
te berechnen kann. Auch damit ist die Folge eindeutig bestimmt. In unserem
Beispiel erhélt man fiir die ersten Folgenglieder

. ) 3 ;
ap = \3/6—|-\3/6, as = \3/6—0— \3/6—|-\3/6, a4=\/6+ \3/64- \3/64'\76,

So abstrus dieses Beispiel auch aussieht, in dieser Weise gegebene Folgen treten
sehr haufig auf, so liefert z.B. jedes iterative Naherungsverfahren eine solche Folge.
Wie untersuchen wir aber ein solches Monstrum auf Konvergenz? Wir wenden
unser Monotoniekriterium an, zeigen also, dass (a,) nach oben beschriankt und
monoton wachsend ist. Genauer gesagt beweisen wir

(a) ap, <2 und a,,1 > a, fir alle n € N,
(b) (ay,) konvergiert und lim,, ., a,, = 2.
Beweis:

(a) Hier gehen wir induktiv vor:

Induktionsanfang: Es gilt a1 = v/6 < v/8 = 2und ay = /6 + a1 > V6 = a4,
da a; > 0 ist. Also ist die Aussage fiir n = 1 richtig.

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte a,, < 2 und a,1 > a,.

Induktionsschritt: Es ist mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung

i1 = S6+a, <V6+2=v8=2
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7. Konvergente Folgen

und

Up42 = {3/6 + apy1 > \3/6 +an = apy1-

(b) Nach Satz 7.11 wissen wir nun, dass (a,) konvergiert, und dass lim,,_,., =

SUP,,eny On < 2 ist, denn 2 ist eine obere Schranke der Folge. Auflerdem wis-
sen wir, dass a} ; = 6 + a, fiir alle n € N gilt. Nach den Rechenregeln
fiir Grenzwertbildung aus Satz 7.8 konvergieren bei dieser Gleichung die
Folgen auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens. Gehen wir also in dieser
Gleichung zum Limes {iber, so erhalten wir fiir a := lim,, . a,, die Bezie-
hung a® = 6 + a, bzw. a® —a — 6 = 0.

Eine Losung dieser Gleichung ist a = 2. Dividieren wir diese ab, so erhalten
wir (a —2)(a* +2a +3) =0 und a* + 2a + 3 = (a+ 1)® + 2 = 0 hat keine
weiteren reellen Losungen. Also muss a = 2 sein. O

Noch ein Kommentar zum Verfahren. Obwohl es nicht immer zum Ziel fiihrt, ist
dieses doch ein starkes Hilfsmittel zur Behandlung rekursiver Folgen, dass man
immer wieder mit Gewinn verwenden kann.
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8. Wichtige Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir nun einige weitere wichtige Folgen, die auch im
weiteren Verlauf der Vorlesung immer wieder auftreten werden, auf Konvergenz
untersuchen. Am Ende dieses Kapitels werden wir die Euler-Zahl e definieren
konnen.

Satz 8.1 Es sei (a,) eine konvergente reelle Folge mit a,, > 0 fiir alle n € N.
Bezeichnen wir den Limes von (a,) mit a, so gilt ¥/a, — ¥/a (n — oo) fir alle
p e N.

Beweis: Sei p € N beliebig. Wir betrachten zunéchst den Fall a = 0. Sei dazu
e > (0 gegeben. Dann gilt auch € > 0, also gibt es ein ng € N, so dass a,, < €P
fur alle n > ng gilt. Damit ist fiir diese n auch ¢/a, < ¢, also |¢/a, — 0| < € und
wir sind fertig.

Sei nun @ > 0. Dann gilt nach Satz 5.2 (¢) mit n:=p—1

-1

lan —al = |(/an)" — (Va)| = | (Van — Van)' ()

k:O

= v/ — ¥l Y ()
k=0

’E

Beachten Sie, dass wir bei der Summe die Betrdge weglassen kénnen, da alle
Summanden positiv sind, die Summe also in jedem Fall positiv ist. Da auch unser
Gesamtausdruck dank des Betrages positiv ist, konnen wir diesen nun kleiner
machen, indem wir in der Summe alle Summanden bis auf den letzten fiir £ = p—1
weglassen. Das ist zugegebenermaflen eine grobe Abschétzung, aber, wie wir sehen
werden, reicht das aus. Damit erhalten wir

an = al = | (/a — ¥/a)| (Vay !

Setzen wir ¢ := (¥/a)P~!, so haben wir damit

[/~ ¥l < ~Jan —al.

Man beachte, dass wegen a > 0 auch ¢ > 0 ist, und damit diese Umformung
erlaubt ist.
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8. Wichtige Beispiele

Es gilt
1
0< ‘\P/an — \’/E} < ~la, — al
c

und der Ausdruck auf der rechten Seite konvergiert fiir n — oo gegen Null. Also
gilt nach Satz 7.8 (f) | ¢/a, — ¥/a| — 0 (n — oo0) und damit schlieBlich y/a, — ¥a
(n — o0). O

Satz 8.2 Sei g € R beliebig. Dann ist die Folge a, = q", n € N, genau dann
konvergent, wenn q € (—1,1] ist und es gilt

) 1, fallsq=1,
lim a, =
n—o0 0, fallsqe (—1,1).

Beweis: Wir betrachten zunichst die einfachen Félle ¢ € {—1,0,1}. Ist ¢ = 0,
so ist a, = 0 fiir alle n € N, die Folge konvergiert also gegen Null. Im Falle ¢ = 1
findet man genauso wegen a,, = 1 fiir alle n € N Konvergenz gegen Eins. Fiir
g = —1 erhalten wir die schon aus Beispiel 7.4 (c) bekannte divergente Folge
((=1)").

Als néchstes wollen wir die Divergenz der Folge im Fall |g| > 1 zeigen. Wir setzen
dazu p = |¢| — 1 > 0 und schétzen mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung ab:

"l =lq|" = (1+p)" > 1+np > np.

Damit ist die Folge (a,) nicht beschréinkt, denn gébe es ein M > 0 mit a,, < M
fiir alle n € N, so wire np < |¢"| = |a,| < M fir alle n € N, also N beschrankt.
Nach Satz 7.6 (b) kann damit (a,) nicht konvergieren.

Schliefllich zeigen wir Konvergenz fiir 0 < |¢| < 1. Dann ist 1/|¢| > 1, also haben
wir wieder 1/|¢q| = 1 + p fiir ein p > 0. Die Bernoullische Ungleichung zeigt uns
wieder

1
Also ist 0 < |¢"| < 1/np fiir alle n € N und wie am Ende des Beweises von
Satz 8.1 gilt damit ¢" — 0 (n — o). O

In diesem Zusammenhang beweisen wir die folgende Formel.

Satz 8.3 (Geometrische Summenformel) FEs sei ¢ # 1. Dann gilt fir alle
neN
1 — qn+1

b =1tq+ P+ 4+t =
k=0 1—q
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Beweis: Es gilt

(1—gq) qk _ qk _ qk+1 — q + Z q Z qk+1 n+1
k=0 k=0 k=0 k=1
—1 gt ¢ — ¢ =1— g
k=1 k=1
Da g # 1 ist, liefert Division durch 1 — ¢ die Behauptung. U

Satz 8.4 Es ist lim, .., /n =1 und fiir jedes ¢ > 0 gilt lim,, ., /¢ = 1.

Beweis: Fiir alle n € N gilt 1 = 1" < n und damit 1 < /n nach Lemma 6.1.
Also ist {/n = 1+ a,, mit einer Folge (a,), fir die a,, > 0 fiir alle n € N gilt. Wir
untersuchen nun die Folge (a,) auf Konverenz und erledigen damit sofort auch
(/n). Es ist mit Hilfe der Binomialformel

n=(Yn)" = (1+a,)" = i (Z)aﬁ > (Z) a2 = 2!(n”i 2)!ai - ”(”2_ Y.

k=0

Dabei haben wir alle Summanden, bis auf den mit k£ = 2, weggelassen. Wir teilen
nun die Ungleichung durch n und erhalten (n—1)/2-a2 < 1, bzw. a? < 2/(n—1)
fiir alle n > 2. Damit gilt fiir diese n

2
n—1

0<a, <
Da die Folge (2/(n — 1)), n > 2, gegen Null strebt, geht nach Satz 8.1 mit p = 2
die rechte Seite obiger Ungleichungskette ebenfalls gegen Null. Das Sandwich-
Theorem liefert damit a,, — 0 (n — 00) und daher /n — 1 (n — 00).

Bei der Betrachtung des zweiten Grenzwertes unterscheiden wir zwei Félle. Ist
¢ > 1, so wihlen wir ein m € N mit m > ¢ (dieses existiert, da N sonst beschrankt
wire). Dann gilt nach Lemma 6.1

1< {e<Ym< Un

fiir alle n > m. Da wir den Grenzwert von /n oben schon zu 1 bestimmt haben,
liefert das Sandwich-Theorem {/c — 1 (n — o00).
Ist nun 0 < ¢ < 1, so ist 1/¢ > 1, wofiir wir eben

zﬁﬁuneoo)

gezeigt haben. Mit Hilfe von Satz 7.8 (d)iv) ist damit lim,, .., /c = 1. O
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8. Wichtige Beispiele

Wir wenden uns nun zwei besonders wichtigen Folgen zu, die harmlos aussehen,
aber viel Ziindstoff enthalten:

1 n
an::(1+—) , n €N,

n € N.

Warnung 8.5 Die Folge (a,) bietet eine gute Gelegenheit vor einem verbreiteten
Fehler bei der Bestimmung von Grenzwerten zu warnen, der Unterteilung in
Leiligere* und ,trigere“ n. Falsch ist namlich folgende Uberlegung: Die Folge
(14+1/n) geht offensichtlich gegen 1, also geht (a,) gegen 1" und das ist immer 1,
was zu dem Ergebnis fiihre (a,,) wiirde gegen 1 streben. Das ist, wie wir nachher
sehen werden, grob falsch. Der Grund ist folgender: Bei obiger Uberlegung werden
nicht alle n in der Formel gleich behandelt. Das n innerhalb der Klammer wird
(quasi als Vorhut) zuerst nach oo geschickt, wihrend das n im Exponenten noch
warten muss, also zum ,tragen“ n ernannt wird. Das geht nicht. Merke: Alle n
sind gleich!

Mit der gleichen Berechtigung konnte man auch argumentieren, dass 1 4+ 1/n
immer echt grofler als 1 ist und da ¢" fiir alle ¢ > 1 divergiert, divergiert der
Ausdruck in der Klammer, also auch die ganze Folge. Nun ist das andere n zum
Warten gezwungen worden, und das Ergebnis ist genauso falsch wie das erste.
Diese Erorterung zeigt aber, was hier passiert. Das 1/n in der Klammer bringt
den Ausdruck immer nidher an 1 wihrend es groff wird und macht es dem n im
Exponenten damit immer schwerer, die Werte von a,, zu vergroflern. Die beiden
beeinflussen den Wert also in verschiedene Richtungen und die Frage, die wir
nun kldren miissen, ist, wer dabei erfolgreicher ist: Schafft es das n in der Klam-
mer, die Sache nach 1 zu driicken, oder ist das n im Exponent stdrker und die
Folge divergiert? Wir werden sehen, dass die beiden sich in magischer Weise im
Gleichgewicht halten und die Wahrheit irgendwo dazwischen liegt.

Satz 8.6 Die Folgen (a,) und (b,) konvergieren und lim,,_ . a, = lim,,_ b,.

Beweis: Wir beginnen damit, die Konvergenz von (b,,) mit Hilfe des Monotonie-
kriteriums zu beweisen. Da m! > 0 fiir jedes m € N gilt, sehen wir

n+1

1 "1 1 1
b"“_gﬁ_;ﬂﬂnﬂ)!_b"+(n+1)! > bn.

Die Folge (b,,) ist also streng monoton wachsend und es bleibt noch Beschrankt-
heit zu zeigen. Dazu schreiben wir b,, aus

11 1
h=1+1+4= S
b ittty tasa 2:3-...-n
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und beobachten, dass wir den Ausdruck grofier machen, wenn wir in den Nennern
alle Faktoren, die gréfler als 2 sind, durch 2 ersetzen:

crrrpie o] b
2 22 23 2n—l

—1+1+1+ 12+ 1:3+ + 1"
- 2 2 2 2 '

Wir verwenden nun die geometrische Summenformel aus Satz 8.3, denn damit
haben wir

n—1 1
e L 1y
bo< 1+ Q) :1+——4L—:1+2—26) <3
it 1-3 .

Mit Hilfe des Monotoniekriteriums (s. Satz 7.11) wissen wir nun also, dass die
Folge (b,,) konvergent ist, und dass fiir b := lim,,_, b, sogar b < 3 gilt.

Wir wenden uns der Folge (a,) zu. Um fiir diese Folge Monotonie nachzuwei-
sen, verwenden wir einen kleinen Trick: Wir betrachten den Quotienten zweier
benachbarter Folgenglieder. Es gilt

1 n+1 1\—n 1 1 n 1\
wr= (1) (10) = () () ()
an, n+1 n n+1 n+1 n

1 n+2 n o \n 1 n?+2n+1—1\n
() (2 ) = ) ()
n+1/\n+1 n+1 n+1 (n+1)2
1 1 n
() )
<+n—|—1 (n+1)2

Mit der Bernoullischen Ungleichung finden wir dafiir die Abschétzung

an+1>(1+ )(1_L>_1+ L n _ n
anp n+1 (n+1)2) n+1l (n+1)?2 (n+1)3
n+2n+1-n*—n-n
— 1+ =1+ > 1
(n+1)3 (n+1)3

Nun haben wir a,,1/a, > 1 fiir alle n € N. Daraus folgt, da alle Folgenglie-
der positiv sind, sofort a, < a,4; fiir alle n € N, also ist auch die Folge (a,,)
streng monoton wachsend. Die Beschrianktheit dieser Folge spielen wir nun auf
die Beschrénktheit von (b,,) zuriick. Nach der Binomialformel haben wir

(-5 (0

k=0
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8. Wichtige Beispiele

Esist (7)-1/n®=1und (})-1/n' =n/n =1. Also gilt

n\ 1 - n! 1
:1“*2(1{)@:1“*;1{!(%@!F

1+1+Z 1 nn=1)n—-2)---(n—k+1)

k! nk

Im hinteren Bruch koénnen wir nun ein n kiirzen. Dann bleiben sowohl im Zahler
als auch im Nenner genau k — 1 Faktoren iibrig, die wir folgendermafien zusam-
menfassen:

R S (BE (R R ()

SchlieBlich beobachten wir, dass der Ausdruck in jeder Klammer nun kleiner als
1 ist und erhalten

"1
<1+1+Zyzbn.
k=2

Also haben wir fiir jedes n € N nun a, < b, < 3 und damit ist auch die Folge
(a,,) beschréankt und zusammen mit der oben gezeigten Monotonie folgt damit
die Konvergenz. Wir setzen a := lim,,_,o a,.

Es bleibt nun noch a = b zu zeigen. Da wir schon a,, < b, fiir alle n € N gezeigt
haben, wissen wir bereits a < b. Es bleibt also nur die umgekehrte Ungleichung
zu zeigen. Sei dazu ein j € N mit j > 2 fest gewéhlt und n > j. Dann gilt wegen
der obigen Rechnung

an:1+1+§%(1_%)<1_%)m<1_k;1)
21+1+§%(1—%)(1_%)...(1_k;1>

Wir gehen nun in dieser Ungleichung auf beiden Seiten zum Grenzwert n — oo
iiber. Man beachte, dass wir es hierbei nicht mit Schwierigkeiten wie unendli-
cher Summierung oder unendlichen Produkten zu tun bekommen. Wir haben
ylediglich® eine endliche Summe von einem endlichen Produkt von Folgen, die
alle konvergieren, Satz 7.8 ist also hier anwendbar.

Da auf jeden Fall £ — 1 < 57 < n ist, geht jeder einzelne Klammerausdruck dabei
gegen 1, also geht jeder einzelne Summand gegen 1/k! und damit strebt der
gesamte Ausdruck auf der rechten Seite genau gegen 1+1+> 7, 1/k!l = b; und
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wir erhalten somit aus unserer Ungleichung a = lim,,_. a,, > b; fiir jedes j € N
mit 7 > 2. Nun konnen wir schliefllich den Grenziibergang 7 — oo durchfiithren
und erhalten a > lim;_,. b; = 0. O

Der Grenzwert dieser beiden Folgen ist so wichtig, dass wir ihm einen eigenen
Namen verpassen.

Definition 8.7 Die Zahl 1
e:= lim (1 n —)
n—oo n

heifst Eulersche Zahl.

Wir haben im Beweis des obigen Satzes schon gesehen, dass e < 3 gilt, im weiteren
Verlauf der Vorlesung werden wir noch zeigen, dass 2 < e < 3 ist. Weiter ist e
eine irrationale Zahl mit

e~ 2,718281828459.

Berechnet sind aktuell 200 Billionen Nachkommastellen.
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9. Oberer und unterer Limes

Wie wir gesehen haben, sind beschriankte Folgen nicht automatisch konvergent.
Trotzdem kann man einiges iiber ihr Verhalten im Unendlichen aussagen. In die-
sem Abschnitt wollen wir so etwas wie das maximale und minimale Verhalten im
Unendlichen definieren.

Sei also (a,) eine beschrinkte Folge in R. Fiir jedes n € N betrachten wir

Wy = {ak k> n} = {anaami-laan'i‘?’ : }

und setzen
op :=sup W, opn = inf W,,.

Man beachte, dass diese beiden Zahlen jeweils existieren, denn W,, # () und dank
der Beschrénktheit von (a,) ist W, beschréankt. Aber nicht nur W), ist beschrinkt,
auch die beiden Folgen (0,,) und (g,) teilen diese Eigenschaft.

Weiterhin gilt offensichtlich fiir jedes n € N die Inklusion W,,.; C W,. Damit
haben wir nach Satz 2.15 (b) die Ungleichungen 0,41 < 0, und g,,+1 > o, fiir alle
n € N. Das heifit (0,,) ist monoton fallend und (g,) ist monoton wachsend. Wir
konnen also erneut das Monotoniekriterium ziicken und erhalten die Konvergenz
beider Folgen.

Das ermoglicht die folgende Definition.

Definition 9.1 Es sei (a,,) eine beschrinkte Folge in R und (o,) und (0,) seien
die soeben konstruierten Folgen. Dann heifst

limsup a, := lim o, oberer Limes oder Limes superior von (a,),
n—oo n—oo

liminf a,, := lim g, unterer Limes oder Limes inferior von (a,).
n—oo n—oo

Bemerkung 9.2 Nach dem Monotoniekriterium gilt lim,, .. 0, = info, und
lim,,_.o0 0, = sup g,. Also kann man den Limes superior bzw. inferior auch fol-
gendermaflen beschreiben:
lim sup a,, = inf { sup{an, ni1,Qpio, ...} 0 E N},
n—oo

lim inf a,, = sup { inf{an,, ani1,nio,...} 0 € N}.

n—oo

Beispiel 9.3 (a) Fiir die uns schon bekannte beschrinkte aber nicht konver-
gente Folge a, = (—1)", n € N, gilt W,, = {—1, 1} fiir alle n € N und damit
ist 0,, = 1 und g, = —1 unabhéngig von n € N. Also ist limsup,, ., a, =1
und liminf, ., a, = —1.
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9. Oberer und unterer Limes

(b) Fiir die Folge a,, = 1/n, n € N, gilt W,, = {1/n,1/(n+1),1/(n +2),...},
also ist o, = 1/n und p, = 0 fiir alle n € N. Damit haben wir in diesem
Fall liminf,, . a, = limsup,,_, . a, = 0.

Wir beweisen nun die den Grenzwertsédtzen entsprechenden Aussagen fiir Limes
superior und inferior.

Satz 9.4 Es seien (a,) und (b,) beschrinkte Folgen. Dann gilt
(a) liminf, .. a, <limsup,,_. . a,.
(b) Ist a, <b, fir fast alle n € N, so gilt

limsupa, <limsupb, und liminfa, <liminfb,.

n—oo n—oo n—oo n—oo

(¢) limsup,,_, . (a, +b,) < limsup,,_, . a, + limsup,,_, . b, und

liminf,, .. (a, + b,) > liminf, . a, + liminf, . b,.
(d) Ist a >0, so gilt

lim sup(«a,) = alimsup a,,

n—~o0 n—~o0

liminf(aa,) = aliminf a,.

n—oo n—oo

(e) limsup,, . (—a,) = —liminf, . a, und

liminf, . (—a,) = —limsup,,_, ., ax.

Beweis: Wir beweisen jeweils nur die Aussagen fiir den Limes superior.
Zur Folge (a,) definieren wir wie oben die Menge W,, und die Folgen (o,) und

(0n)-

(a) Nach Satz 2.15 (a) gilt immer g, < o0,. Also ist lim, . 0, < lim, .o 0,
und das ist nach der Definition von Limes superior und inferior genau die
Behauptung.

(b) Wir definieren uns fiir die Folge (b,) die Menge V,, := {b; : k£ > n} und
die Folge s, := supV,, fiir jedes n € N. Nach Voraussetzung existiert ein
m € N, so dass a,, < b, fiir alle n > m gilt. Sei nun so ein n > m fest
gewdhlt und = € W,,. Dann gibt es ein £ > n mit = a; und wir haben
x = ay < b, < s,. Damit haben wir aber z < s, fiir alle x € W,, gezeigt,
was 0, < s, impliziert. Da dies fiir alle n > m gilt, folgt mit Satz 7.8 (e)

limsupa, = lim o, < lim s, = limsupb,.

n—oo n—~o0

n—oo n—oo
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(c) Wir iibernehmen die Bezeichnung s, aus dem letzten Beweispunkt und
definieren fiir jedes n € N die Menge

Uy, == {an +bp, an1 + bps1, ango + bpyo, ... },

sowie r, := sup U,. Sei nun n € N fest und x € U,,. Dann gibt es ein k € N
mit k > n, so dass x = a + by ist. Also folgt nach Definition von ¢, und
s, sofort x < o, + s,,. Da wir diese Uberlegung fiir jedes n € N anstellen
konnen, gilt damit nach Satz 7.8 (d)i)

limsup(a, + b,) = lim r, < lim o, + lim s, = limsupa,, + limsup b,,.

N—00 n—o00 n—00 n—o00 n—00 n—00

(d) Ubungsaufgabe.

(e) Wir setzen W, = {—ax : k> n} und &, := sup W,. Dann gilt 6, = —op
(vgl. den Beweis von Satz 2.13). Damit haben wir limsup,_ . (—a,) =
— liminf,_ a,. L]

Wir verdeutlichen uns durch ein Beispiel, dass in (c¢) im Allgemeinen nicht ,=*
gilt.

Beispiel 9.5 Fiir jedes n € N setzen wir a,, = (—1)" und b, = (—1)"*'. Dann
gilt a,, + b, = 0 fiir jedes n € N, also ist auch der Limes superior und der Limes
inferior der Summenfolge 0. Aber es gilt limsup,,_, . a, + limsup,, . b, = 2 und
liminf,,_,. a, + liminf,,_,. b, = —2.

Ubungsaufgabe 9.6 Es seien (a,) eine beschrinkte und (b,) eine konvergente
Folge in R. Zeigen Sie

limsup(a,, - b,) = lim b,limsupa, und liminf(a, -b,) = lim b, liminf a,.

n—oo n—oo n—oo n—~o0 n—~o0 n—oo
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10. Teilfolgen und Haufungswerte

Definition 10.1 Sei (a,) eine reelle Folge, ¢ : N — N eine streng monoton
wachsende Abbildung und b, = aymy, n € N. Dann heifit die Folge (b,) eine
Teilfolge von (a,).

Dieser Begriff sieht zunéchst etwas sperrig aus, ist aber genau das, wonach sich
der Name anhort: Ein Teil der Folge. Man wihlt also eine gewisse (in jedem Fall
unendliche) Anzahl von Folgengliedern aus der Folge aus, das ist die Bildmenge
von ¢, und lasst die anderen weg, ohne die Reihenfolge der Folge zu &ndern. Um
diesen zweiten Punkt zu gewéhrleisten, muss ¢ streng monoton wachsend sein.
Wir betrachten zwei Beispiele.

Beispiel 10.2 (a) Fiir (k) = 2k, k € N, haben wir by = ag, also (b,) =
(a9, ay, ag, . .. ) und wir haben so die Teilfolge der Folgenglieder mit geradem
Index ausgewihlt.

(b) Ist @(k) := k? fiir k € N, so ist (b,) = (a1, a4, ag, ... ).
Definition 10.3 FEs sei (a,) eine reelle Folge. Eine Zahl a € R heifst Hiufungs-

wert von (a,,), wenn fir jedes ¢ > 0 die Menge {n € N : a,, € U.(a))} unendlich
18t.

Diese Definition sieht unserer Umformulierung der Konvergenz-Definition aus
Kapitel 7 sehr dhnlich. Wir stellen die beiden noch einmal gegeniiber:

e Esist lim,,_ a, = a, falls

Ve>0:a, € Ula) fir fast alle n € N.

e Die Folge (a,) hat a als Haufungswert, falls

Ve>0:a, € Ua) fiir unendlich viele n € N.

Nun sieht man deutlich, dass die Anforderung Haufungspunkt zu sein schwicher
ist, als die der Konvergenz. Tatséchlich feststellen konnen wir das mit dem schon
mehrfach bemiihten Beispiel a,, = (—1)", n € N.
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10. Teilfolgen und Héaufungswerte

Beispiel 10.4 Es sei also (a,) = ((—1)"). Diese Folge hat genau zwei Hiufungs-
werte, namlich 1 und —1.

Das sieht man so: Fiir jedes gerade n € N gilt a, = 1, also liegen fiir jedes
e > 0 alle Folgenglieder mit geradem Index in U.(1) und da das unendlich viele
sind, ist 1 Haufungswert. Genauso ist —1 Héufungswert. Das sieht man durch
Betrachtung der Folgenglieder mit ungeradem Index.

Es bleibt also noch zu zeigen, dass alle anderen reellen Zahlen keine Haufungs-
werte sind. Dazu erinnern wir uns zunéichst an die kleine Logikeinfithrung und
verneinen die Aussage ,,3 € R ist Haufungspunkt von (a,)*. Das ergibt: Es gibt
ein 9 > 0, so dass a, € U, () fiir hochstens endlich viele n € N gilt.

Sei also € R mit 8 # 1 und f # —1. Wéihle nun g9 > 0 so klein, dass
1,—1 & U.(B) gilt. Das geht, da 3 einen echt positiven Abstand sowohl von 1 als
auch von —1 haben muss. Dann gilt a,, € U, () fiir gar kein n € N. Also kann [
kein Haufungswert sein.

Beispiel 10.5 (a) Die Folge (a,,) = (n) hat gar keinen Haufungswert, denn fiir
jedes B € R gilt a, > § + 1 fiir fast alle n € N.

(b) Wie wir in Beispiel 4.5 (c¢) gesehen haben, ist Q abzdhlbar. Es gibt also
eine Folge (a,), so dass Q = {a, : n € N} gilt. Sei nun o € R beliebig
und £ > 0. Dann liegen im Intervall (o — €, a + ¢) unendlich viele rationale
Zahlen, d.h. a ist Hiufungswert der Folge (a,,). Wir haben also eine Folge
gefunden, fiir die jede reelle Zahl ein Haufungswert ist.

Mit den Zusammenhéngen zwischen Teilfolgen, Haufungswerten und Konvergenz
befasst sich der folgende Satz.

Satz 10.6 FEs sei (ay,) eine reelle Folge. Dann gilt

(a) a € R ist Hiufungswert von (a,) genau dann, wenn eine Teilfolge (by) von
(an) existiert, die gegen o konvergiert.

(b) Ist (a,) konvergent und (by) eine Teilfolge von (ay,), so ist auch (by) kon-
vergent und es gilt limg_.o by = lim,, . a,.

(c) Ist (a,) konvergent, so hat (a,) genau einen Hiufungswert, ndmlich den
Grenzwert lim,,_,« G, .

Beweis:

(a) Wir zeigen zunéchst die Richtung von links nach rechts. Sei also a ein
Héufungswert von (a,). Dann existiert insbesondere fiir e = 1 ein n; € N
mit |a,, —a| < 1. Da es auch fiir ¢ = 1/2 unendlich viele Folgenglieder
von (ay,) in der 1/2-Umgebung von « gibt, muss es auch ein ny € N mit
ny > ny geben, so dass |a,, — o] < 1/2 gilt. Genauso finden wir ein n3 € N
mit n3 > no, so dass |a,, —a| < 1/3 gilt.
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Verfahren wir immer weiter so, erhalten wir schliellich eine Folge von Indi-
Zes Ny, No, N3, ... mMit g < Ny < ngz < ..., so dass

1
lay, —af < z fiir alle k € N (10.1)

gilt. Setzen wir nun by := a,,, k € N, so ist (by) eine Teilfolge von (a,), von
der noch zu zeigen ist, dass sie gegen « konvergiert. Sei dazu ¢ > 0. Dann
gibt es ein kg € N, so dass 1/ky < ¢ ist und mit (10.1) gilt fiir alle k& > ko

b = < ! < !

| k—a|—\ank—a\_2_k—o<5.
Wir wenden uns nun der Richtung von rechts nach links zu. Sei also (by)
eine Teilfolge von (a,) mit by — « (k — o0). Zu gegebenem ¢ > 0 existiert
dann ein ky € N, so dass |by — | < ¢ fiir alle & > ky gilt. Damit ist aber
an, € U-(a) fiir alle k > kg, also fir unendlich viele Indizes. Damit ist «
Héufungswert von (ay,).

(b) Wir setzen a := lim,,_, a, und (a,,) = (bg). Sei nun € > 0 gegeben. Dann
gibt es ob der Konvergenz von (a,) ein ny € N, so dass |a, — a| < ¢ fiir alle
n > ng gilt. Nun wéhlen wir kg € N so grof}, dass ng, > ng gilt. Dann ist
fir alle k > ko namlich n, > ng, > ng, weshalb |by — a| = |a,, —a| < ¢ fur
alle k > kg folgt.

(c) Offensichtlich ist a := lim, ., a, ein Haufungswert von (a,), denn in je-
der e-Umgebung liegen ja fast alle (also insbesondere unendlich viele) Fol-
genglieder. Wir zeigen, dass es keine weiteren Haufungswerte geben kann.
Sei dazu o € R ein Haufungswert von (a,). Dann gibt es wegen (a) eine
Teilfolge (by) von (a,), die gegen a konvergiert. Nach (b) gilt dann aber
a = limy_. by = a, also ist a der einzige mogliche Haufungswert. U

Beispiel 10.7 Wir bestimmen alle Haufungswerte von
1 n
a, = (—=1)" <1+—) , neN
n

Zuniichst ist as, = (—=1)*"(1 + 1/(2n))*" = (1 + 1/(2n))**, n € N, sowohl eine
Teilfolge von (ay,) als auch von ((1+1/n)"), von der wir ja schon wissen, dass sie
gegen die Eulersche Zahl e strebt. Nach Satz 10.6 (b) konvergiert (as,) gegen e
und mit (a) aus dem selben Satz ist e ein Hiufungswert von (a,). Fiir die Teilfolge
agn_1 = —(1 4 1/(2n — 1))?>"~! erhélt man genauso, dass —e ein Hiufungswert
der Folge ist.

Sei nun a € R mit a # e und « # —e. Weiterhin setzen wir

1
€= §min{|e—a|,|—e—a|}, U :=U.(e) UU.(—e).
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10. Teilfolgen und Héaufungswerte

Dann ist ¢ > 0 und es gilt U N U (a) = 0. Aus der Konvergenz der beiden
obigen Teilfolgen ersehen wir, dass a, € U.(e) fiir fast alle geraden n € N und
a, € U.(—e) fiir fast alle ungeraden n € N gilt. Also ist a,, € U fiir fast alle n € N.
Andersherum betrachtet bedeutet dies, dass hochstens endlich viele Folgenglieder
in U liegen kénnen. Also ist a kein Haufungswert von (ay,).

Lemma 10.8 Sei (a,) eine beliebige Folge in R. Dann enthdlt (a,) eine mono-
tone Teilfolge.

Beweis: Um diese Folge elegant konstruieren zu kénnen, nennen wir ein 7 € N
genau dann ,niedrig”, wenn a,, > a; fiir alle n > j gilt. Wir unterscheiden zwei
Félle.

Gibt es nur endlich viele niedrige Indizes, so existiert ein m € N, so dass alle
n > m nicht niedrig sind. Wir setzen n; := m. Da n; damit nicht niedrig ist, gibt
es ein ny € N mit ny > nyq, so dass a,, < a,, ist. Nun ist aber auch ny > ny; > m,
also nicht niedrig. Wir erhalten in gleicher Weise ein ng > ny mit a,, < an,.
Treiben wir dieses Spielchen immer weiter, so finden wir eine streng monoton
fallende Teilfolge (ay, ) von (ay,).

Gibt es dagegen unendlich viele niedrige Indizes, so nummerieren wir diese mit

ni, N9, ng, ... aufsteigend durch, so dass n; < ny < ng < ... gilt. Da jedes dieser
n; niedrig ist und n;y; > n; fiir alle 7 € N gilt, haben wir auch immer a,,,,, > ay;.
Also ist in diesem Fall (a,;) monoton wachsend. O

Wir wenden uns nun dem Satz von Bolzano-Weierstraf3 zu, dem zentralen Satz
dieses Kapitels. Bekommt ein Satz einen Namen verpasst, so ist das ein starkes
Indiz dafiir, dass es sich dabei um ein wichtiges Resultat handelt.

Satz 10.9 (Satz von Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge in R be-
sitzt eine konvergente Teilfolge.

Mit Hilfe unserer Uberlegungen in Satz 10.6 kénnen diesen Satz auch folgender-
maflen umformulieren:

Jede beschriankte Folge in R hat mindestens einen Haufungspunkt.

Der Beweis dieses Satzes ist mit unserem Lemma von oben schon fast erledigt.
Er geht so:

Beweis: Sei (a,) eine beschrinkte Folge in R. Dann gibt es nach Lemma 10.8
eine monotone Teilfolge (b;) von (a,). Da (a,) aber beschrénkt ist, ist auch (b,)
beschrankt. Nach dem Monotonie-Kriterium ist (b,,) also konvergent. U

Mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weierstrafl konnen wir nun die eingéngige Be-
schreibung des Limes superior als grofitem Haufungswert und des Limes inferior
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als kleinstem Héaufungswert der Folge beweisen. Dazu setzen wir fiir eine be-
schriankte Folge (a,) in R

H(a,) :={a € R : a ist Haufungswert von (a,)}.
Satz 10.10 Es sei (ay,) eine beschrdnkte Folge in R. Dann gilt

lim sup a,, = max H(a,), 1i7:5n iorgf a, = min H(a,).

Beweis: Zum Beweis dieses Satzes gehen wir in zwei Schritten vor. Erstens zei-
gen wir, dass limsup,, .. a, (und analog auch liminf, .. a,) in jedem Fall ein
Héufungspunkt der Folge (a,) ist. Danach weisen wir fiir jedes « € H(a,) die
Ungleichung liminf,, . a, < a <limsup,,_, . a, nach.

Wir kiilmmern uns zunéchst um den ersten Schritt. Fiir jedes k € N schreiben
wir wieder Wy := {a,, : n > k} und o}, = sup Wy. Nach der Definition des Limes
superior gilt o := limsup,_, . ar = limy_ 0. Sei k € N fest gewidhlt. Dann
ist ox — 1/k keine obere Schranke von Wy, denn oy, ist das Supremum. Folglich
existiert ein Index ny > k, so dass o, — 1/k < a,, ist. Setzen wir ¢ := ay,, so
gilt fiir diese Folge

O'k—%<ck§0'k fir alle k£ € N.

Wir beobachten, dass die Ausdriicke auf der linken und rechten Seite beide gegen
a konvergieren. Gehen wir nun in dieser Ungleichung zum Grenzwert iiber, so
erhalten wir mit dem Sandwich-Theorem (Satz 7.8 (f)) lim, . ¢, = a.

An dieser Stelle ist eine Warnung angebracht, denn nun liegt der Schluss nahe,
dass wir mit (¢, ) eine Teilfolge von (a,) gefunden haben, die gegen « konvergiert.
Aber Achtung: (¢,) muss nicht unbedingt eine Teilfolge von (a,,) sein! Wir haben
bisher nicht garantiert, dass ny < no < ng < ... gilt, denn wir haben fiir jedes
k immer nur ein ny > k ausgewahlt. Dieses kann sich aber hédufiger wiederholt
haben oder wir konnten sogar in der Zahlung zuriick gesprungen sein.

Die Idee mit der Teilfolge ist aber doch recht brauchbar, denn wenn wir eine
Teilfolge (b,) von (a,) mit lim,,_.., b, = a haben, so ist a Hiufungswert von (a,,)
und dies peilen wir ja an. Wie konstruieren wir also aus (¢, ) unser (b,)?

Da ny > k fiir alle k € N gilt, ist zumindest die Menge der Indizes {n; : k € N}
unendlich grofi. Wir kénnen also aus diesen Indizes eine Folge (my) auswihlen,
fiir die my < mo < mgs < ... gilt, und setzen dann by := a,,, . Dann ist (by) eine
Teilfolge von (¢x) und damit auch von (a,). Als Teilfolge der konvergenten Folge
(cr) konvergiert (by) in jedem Fall gegen o und dieses ist damit Haufungswert
von (ay,).

Wir wenden uns unserem zweiten Beweisschritt zu. Sei dazu o € H(a,). Nach
Satz 10.6 (a) gibt es eine Teilfolge (ay, ) von (a,) mit a,, — « (kK — o). Aufler-
dem gilt o, < a, < o, fiir alle n € N, wobei p,, und o, wie in Kapitel 9 definiert
sind. Insbesondere gilt also

On, < ay, <oy, firalle k € N.

99



10. Teilfolgen und Héaufungswerte

In dieser Ungleichung existieren nun alle beteiligten Grenzwerte, so dass wir k —
oo streben lassen konnen. Das liefert liminf, . a, < a < limsup,,_, . a, und
damit die Behauptung. U

Beispiel 10.11 In Beispiel 10.7 haben wir fiir die Folge a,, = (—1)"(1 4 1/n)",
n € N, schon alle Haufungswerte bestimmt und bekamen H(a,) = {—e, e}. Hier-
mit und mit obigem Satz wissen wir nun, dass

PN n—00 n

lim sup(—1)" (1 + l) =e und liminf(—1)" (1 + l) = —¢e
n

gilt.

Der folgende Satz bringt unsere Einsichten in Zusammenhang mit dem Begriff
der Konvergenz.

Satz 10.12 FEs sei (a,) eine beschrinkte Folge in R. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) (a,) ist konvergent.
(b) (a,) hat genau einen Hiufungswert.
(¢) limsup,,_, . a, = liminf, . a,.

Ist eine dieser Aussagen erfillt, so gilt

lim a, = limsup a, = liminf a,.

n—o0 n—00 n—o0

Beweis: Die Aquivalenz (b) <= (c) folgt direkt aus Satz 10.10 und (a)=>(b) ist
genau der Inhalt von Satz 10.6 (c¢). Es bleibt uns also nur noch die Implikation
(b)=-(a) zu zeigen.

Dazu vergegenwirtigen wir uns erneut, dass fiir die beiden Folgen (o,,) und (o,)
aus der Definition von Limes superior und Limes inferior o, < a, < o, fir
alle n € N gilt. Gehen wir nun in dieser Ungleichung zum Grenzwert iiber, so
konvergiert der Ausdruck auf der linken Seite gegen liminf,_ . a,, der auf der
rechten Seite gegen limsup,,_,. a,. Da diese beiden aber nach Voraussetzung
identisch sind, muss nach dem Sandwich-Theorem die Folge (a,) konvergieren
und es gilt lim,,_,, a, = limsup,,_, . a, = liminf,_, a,, womit auch gleichzeitig
der Nachsatz des Theorems bewiesen wiére. U

Ubungsaufgabe 10.13 Erkliren Sie jemandem aus ihrem Semester, warum die
Umkehrung der Aussage in Teil (c¢) von Satz 10.6 im Allgemeinen falsch ist.
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11. Cauchy-Folgen

Die in dieser Vorlesung bisher behandelten Konvergenz-Kriterien haben meist den
Nachteil, dass man zu ihrer Anwendung schon eine Idee haben muss, was denn der
Grenzwert der Folge sein konnte. Ein solches Orakel ist im Allgemeinen nicht zu
erwarten. Oft reicht es auch schon aus, zu wissen, dass eine Folge konvergiert, ohne
den genauen Wert des Limes zu kennen. Dementsprechend ist es wiinschenswert,
ein Kriterium zu kennen, dass etwas iiber die Konvergenz der Folge auch ohne
ein solches Vorwissen aussagt. Das ist das Ziel dieses Abschnitts.

Anschaulich gesprochen, wollen wir zeigen, dass eine reelle Folge konvergiert,
wenn die Abstédnde zwischen verschiedenen Folgengliedern im Unendlichen belie-
big klein werden. Das gibt uns ein Kriterium an die Hand, das nur die relative
Lage der Folgenglieder zueinander und eben nicht die Lage relativ zum Grenzwert
beriicksichtigt.

Um ein solches Kriterium herzuleiten, beginnen wir andersherum und iiberlegen
uns, wie sich der Abstand zweier weit drauflen liegender Folgenglieder bei einer
konvergenten Folge verhilt.

Sei also (ay,) eine konvergente Folge in R mit Grenzwert a. Dann gibt es fiir jedes
e > 0 ein ng € N, so dass |a, — a|] < ¢/2 fiir alle n > ny gilt. Wahlen wir nun
einen weiteren beliebigen Index m > ng, so ist mit der Dreiecksungleichung

e €
|an—am\:|an—a+a—am|§|an—a\+\am—a\<§+§:5.

Diese wichtige Eigenschaft prézisieren wir nun in einer Definition.

Definition 11.1 Eine reelle Folge (a,) heifft Cauchy-Folge, wenn fiir jedes e > 0
ein Index ng € N existiert, so dass

la, — am| <€ fir alle n,m > ny
gilt.

Satz 11.2 (Cauchy-Kriterium) FEine reelle Folge konvergiert genau dann, wenn
sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis: Den Beweis, dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist, haben
wir schon in obiger Voriiberlegung erbracht. Wir wenden unser Augenmerk also
der anderen Beweisrichtung zu.

Sei also (a,) eine Cauchy-Folge. Wir iiberlegen uns zunéchst, dass diese Folge
dann beschréankt sein muss. Nach Definition der Cauchy-Folge gibt es ein ny € N,
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11. Cauchy-Folgen

so dass |a, — a,,| < 1 fiir alle n,m > ny ist. Insbesondere haben wir fiir den
Spezialfall m = ny die Ungleichung |a,, — a,,| < 1 fiir alle n > ny. Damit gilt fiir
alle n > ng

|an| = [an — Ang + ang| < |an — Gnp| + [any| < 14 [an,].
Damit haben wir alle bis auf endlich viele Folgenglieder beschréinkt, also ist
la,| < max{|ai|, |az], |as|, ..., |ang-1], 1+ |an,|} fiir alle n € N.

Fiir die beschriankte Folge (a,) existieren nun also der Limes inferior und der
Limes superior. Wir nehmen an, unsere Folge (a,,) divergiere. Dann gilt die strikte
Ungleichung

« = liminf a, < liminfa, =: (3,

n—oo n—oo

denn wéren die beiden gleich, so wire nach Satz 10.12 die Folge (a,) konvergent.
Die Idee fiir das weitere Vorgehen ist nun, dass sich sowohl in jeder Umgebung
von « als auch in jeder Umgebung von [ jeweils unendlich viele Folgenglieder
tummeln miissen, die Folge also (fiir kleine Umgebungen) sehr oft zwischen den
Umgebungen von a und [ hin- und herspringen muss. Anschaulich kann dann
aber, da zwischen a und 3 ein echter Abstand ist, der Abstand der Folgenglieder
zueinander nicht beliebig klein werden. Diese Uberlegung wollen wir im Folgenden
formalisieren.

Wir wihlen zwei weitere reelle Zahlen A, i1, so dass o < A < p < [ gilt und setzen
€:= pu— A Dann ist € > 0, es existiert also ein ng € N, so dass

la, — am| <e=p—X fir alle n,m > ny (11.1)

gilt. Andererseits ist o Hiufungswert von (a,,), also gilt a,, < A fiir unendlich viele
n € N. Insbesondere gibt es einen Index j > ng, so dass a; < A ist. Ebenso ist, da
( Haufungswert ist, a,, > p fiir unendlich viele m, es gibt also einen Index k > ny
mit a > p. Fiir diese beiden Indizes erhalten wir aber wegen a; < A < p < ay,
die Beziehung

lag —aj| = ar —a; > p— A =e,

was wegen j, k > ng im Widerspruch zu (11.1) steht. O

Bemerkung 11.3 (a) Man kann das Cauchy-Kriterium auch folgendermafien
umformulieren: Eine reelle Folge (a,) ist eine Cauchy-Folge genau dann,
wenn

Ve >0 3dng € NVn > ng Vk € Ny @ |a, — ansk| < €.

(b) Die Richtigkeit der Aussage, dass jede Cauchy-Folge konvergiert, ist eng mit
dem Vollsténdigkeitsaxiom verkniipft. So ist diese Aussage z.B. in Q falsch!
Machen Sie sich das anhand einer Folge in R, die gegen eine irrationale Zahl
strebt, also z.B. (1 +1/n)", n € N, klar.
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12. Unendliche Reihen

Wir wollen uns nun mit der spannenden Theorie der unendlichen Reihen, also des
unendlichen Summationsprozesses, beschéftigen. Die Besonderheiten, die hier im
Zusammenhang mit der Unendlichkeit auftreten, wollen wir mit dem in den vor-
herigen Kapiteln entwickelten Werkzeug der Konvergenz in den Griff bekommen.
Gerade fiir dieses Kapitel sei noch einmal die Warnung ausgesprochen: Vertrauen
Sie beim Kontakt mit dem Unendlichen nur sehr eingeschréankt Threr Intuition!
Zunéchst erweitern wir unseren Folgenbegriff ein wenig, indem wir auch Folgen
zulassen, deren Indizes nicht ausgerechnet bei 1 anfangen, wie das bisher der Fall
war, sondern z.B. bei 7, 0 oder —20.

Definition 12.1 Es seip € Z und X # 0 eine Menge. Fine Abbildung
a:{p,p+1,p+2,...} —X

nennen wir in Erweiterung von Definition 4.1 ebenfalls Folge in X und bezeichnen
diese mit (a,);2,. Ist p=1, so schreiben wir weiterhin (a,) fir (a,)Z; .

Fiir eine solche Folge (a,);, kénnen wir durch b, := a,4,-1, n € N, eine Folge
(b,) konstruieren, die unserer alten Definition entspricht.

Das Zuriickspielen der unendlichen Summation auf den Begriff der Konvergenz

einer Folge geschieht in der folgenden Definition.

Definition 12.2 (a) Es sei (a,) eine Folge in R. Wir setzen s, := a; + as +
az + -+ a,, n € N. Dann heifst die Folge (s,) eine (unendliche) Reihe
und wir schreiben dafiir das Symbol

Zan:a1+a2+a3—|—....
n=1

(b) Fiir jedesn € N heifit s, = >, _, ai, die n-te Teilsumme oder Partialsumme
der Reihe.

(¢) Die Reihe >~ | a, heifit konvergent (bzw. divergent), wenn die Folge (s,)
konvergiert (bzw. divergiert).

(d) Ist die Reihe > 7 . a, konvergent, so heifit lim, ., s,, der Reihenwert oder

n=1
die Reihensumme und wir schreiben

o

E a, = lim s,.
n—oo

n=1
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12. Unendliche Reihen

Bemerkung 12.3 (a) Beachten Sie, dass das Symbol > 7 a, nun zwei Be-

deutungen hat. Es steht zum Einen fiir die Folge der Partialsummen und
ist damit ein abstraktes Zeichen, dass unabhéngig davon sinnvoll ist, ob
die Partialsummen konvergieren, d.h. die unendliche Summation definiert
ist. Gleichzeitig symbolisiert es den Grenzwert der Partialsummen, also
den Reihenwert, und bevor man es in dieser Bedeutung verwendet, muss
natiirlich zunichst geklart werden, ob die Folge (s,,) iiberhaupt konvergiert.

Diese Doppelbelegung hat sich fest eingebiirgert, daher machen wir uns
diesen Sprachgebrauch im Folgenden zu eigen.

Der Name des Summationsindexes spielt fiir die Bedeutung des Symbols
keine Rolle, d.h. es ist

[ [ [eS)
E Ay = E ap = E Q.
n=1 k=1 v=1

Ist p € Z und (a,);2, eine Folge, so definiert man entsprechend die Folge
der Partialsummen als s, := a, + ap41 + apy2 + - - - + a,, fiir alle n > p und
schreibt fiir die Folge (s,,) wieder Z;’o:p ap, genau so wie fiir den Reihenwert,
falls dieser existiert.

Wir werden auch im Folgenden Definitionen und Sétze immer fiir den Fall
p = 1 angeben, um nicht zu viele Notationen zu produzieren. Diese gelten
dann stets in diesem Sinne auch fiir allgemeines p € Z.

Beispiel 12.4 (a) Wir haben im Kapitel 8 bereits eine Reihe kennengelernt,

(b)
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wir haben sie dort nur noch nicht so genannt, ndmlich » ;- % mit s, =
1+1+1/214+1/3!+--- 4 1/nl. Wir haben dort in Satz 8.6 geschen, dass
diese Folge konvergiert mit lim, .., s, = e. Also ist dieses nach Definition
eine konvergente Reihe mit Reihenwert

=1
Z E = €.
k=0

Um die Reihe
Z 1

n=1

zu untersuchen, beobachten wir, dass fiir jedes n € N gilt

1 nt+l-n 1 1

nin+1) nn+1) n n+l




Also ist
Sp=a1+as+ -+ ay,
:(1_1)+<1_1)+<1_1)+...+<1_ 1 )
2 2 3 3 4 n n+1
:1+<1_1)+<1_1)+...+<1_l>_ 1 =1 1 .
2 2 3 3 n o n n+1 n+1

Fiir n — oo folgt also s,, — 1 und damit haben wir auch hier eine konver-
gente Reihe mit Reihenwert 1, in Formeln

Znn+1

n=1

Eine solche Summe, bei der sich jeweils aufeinanderfolgende Summanden
so wegheben, dass nur am Anfang und am Ende etwas iibrigbleibt, nennt
man Teleskopsumme.

In diesem und im folgenden Punkt wollen wir zwei weitere Reihen unter-
suchen, die einen Namen haben, was auch in diesem Fall ein deutlicher
Hinweis auf ihre Bedeutung ist. Da ist zum Einen die geometrische Reihe,
die fiir x € R gegeben ist durch

Z 2" (geometrische Reihe).

k=0

In Satz 8.3 haben wir schon gesehen, dass fiir die Partialsummen dieser
Reihe

1_In+1
Sp=1l+zc+22+2°2+-- +2"= 1—x "’
n+1, falls r = 1

falls x # 1,

gilt.

Fiir x = 1 konvergiert diese Folge offensichtlich nicht und nach Satz 8.2
konvergiert die Folge (z"™!) genau dann, wenn x € (—1,1] ist und dann
ist der Grenzwert 0, falls x # 1 ist. Fazit: Unsere Folge (s,) und damit
die geometrische Reihe konvergiert genau dann, wenn |x| < 1 gilt und in
diesem Fall ist

o0

1 n+1 1
Zxk: lim s, = lim T =

n—00 n—oo 1 —x 1—a
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12. Unendliche Reihen

(d) AbschlieBend betrachten wir die harmonische Reihe

i1—1+1+1+1+1+
~n 2 3 4 5 77
Fiir diese Reihe gilt
S L
82"_\ 2 n n+l n+?2 2n
WV Ve v/
=sn >1/(2n)  >1/(2n)
S e 4 1 +1
Sp+Fn-— =35, + —.
- 2n 2

Nehmen wir an, die Folge (s,), und damit die harmonische Reihe, wéren
konvergent, so existiert s := lim,,_,o S,. Da dann aber auch die Teilfolge
(s2n) gegen s konvergiert, liefert uns obige Ungleichung den Widerspruch
s > s+ 1/2. Also ist die harmonische Reihe divergent, obwohl die Folge,
iiber die summiert wird, gegen Null strebt.

Wir beweisen nun die ersten Aussagen iiber Konvergenz von Reihen. Dazu kénnen
wir insbesondere unsere Konvergenzkriterien fiir Folgen auf den Fall von Reihen
iibertragen.

Satz 12.5 Es sei (a,) eine reelle Folge und s, ==Y ,_, ai. Dann gilt

(a) (Monotonie-Kriterium) Ist a, > 0 fir alle n € N und die Folge (s,)
nach oben beschrankt, so ist > ;- a, konvergent.

(b) (Cauchy-Kriterium) Die Reihe Y | a, ist konvergent genau dann, wenn
fiir jedes € > 0 ein ng = no(e) € N ezistiert, so dass

m
> o
k=n-+1

<e fir allen,m € N mit m >n > ngy gilt.

Beweis:
(a) Da alle a,, nicht-negativ sind, gilt fiir jedes n € N
Sp4+1 = Z ag + Apy1 = Sp + Ap+1 > A,
k=1

die Folge (s,,) ist also monoton wachsend. Da sie nach Voraussetzung auch
beschrankt ist, folgt die Behauptung direkt aus dem Monotonie-Kriterium
fiir Folgen (Satz 7.11).
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(b) Seien m,n € N mit n < m. Dann gilt

m

>

k=n-+1

|Sm _Sn| - |an+1 +an+2+"'+am| -

Die Behauptung folgt damit direkt aus dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen
(Satz 11.2) O

Auflerdem gelten fiir konvergente Reihen die folgenden Aussagen.

Satz 12.6 Es sei Y .-, a eine konvergente Reihe in R. Dann gilt:
(a) Fiir jedes v € N ist die Reihe Y. ay ebenfalls konvergent.

(b) Firr, =), ay, v €N, konvergiert die Folge (r,,) und es istlim,_oo 1, =
0.

(¢) Die Folge (a,) konvergiert gegen 0.
Beweis: Wir setzen wieder s, := Y ,_, ap und s := lim, .o S, = Y ooy Q-

(a) Sei v € N. Fiir jedes m € N mit m > v setzen wir nun o, = Y ,- a.

Dann gilt
m v—1
Om = E Qp — E QA = Sym — Sp—1-
k=1 k=1

Die Folge auf der rechten Seite der Gleichung ist fiir m — oo konvergent,
also konvergiert auch (o,,) mit o,, — s+ s,_1 (m — 00).

(b) Nach dem vorherigen Punkt gilt r, = s — s, fiir jedes v € N. Da
lim, . $,—1 = s gilt, ist damit (r,) eine Nullfolge.

(c) Hierzu beobachten wir, dass a, = s, — s,_1 fiir jedes n € N gilt. Daraus
folgt fiir n — oo die Behauptung. O

Warnung 12.7 In (c) im obigen Satz gilt die Umkehrung nicht, wie das Beispiel
der harmonischen Reihe zeigt.

Auch die Grenzwertsétze iibertragen sich auf Reihen.

Satz 12.8 Es seien Y o, ar und Y oo, by zwei konvergente Rethen in R, sowie
a, 3 € R. Dann konvergiert auch die Reihe Y, | (cvay + [by) mit

Z(aak —|—6bk) = OzZCLk +6Zbk

o
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12. Unendliche Reihen

Beweis: Fiir n € N setzen wir s, 1= Y ,_, ax und ¢, := Y ,_, by, sowie r, =
> i (aay + Bb). Dann gilt fiir jedes n € N

Tn:Z(Oéak-Fﬁbk)Iazak+ﬁzbk:asn+ﬂtn—>a lim s, + 6 lim ¢,
k=1 k=1

—1 n—oo
nach den Grenzwertsétzen fiir Folgen (Satz 7.8). O

Bis jetzt haben wir unsere Erkenntnisse iiber die Konvergenz von Folgen in die
Sprache der Reihen {ibersetzt. Wir kommen nun zum ersten Begriff, der speziell
zum Verstindnis der Konvergenz von Reihen beitrigt.

Definition 12.9 Eine Reihe Y .-, ax heifst absolut konvergent, wenn die Reihe
Sore lax| konvergiert.

Wir zeigen zunéchst, dass absolute Konvergenz ein stérkerer Begriff als Konver-
genz, ist.

Satz 12.10 Es sei Y -, a; eine absolut konvergente Reihe. Dann ist sie insbe-
sondere konvergent und es gilt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

e e
Do) <D lax].
k=1 k=1

Beweis: Wir verwenden das Cauchy-Kriterium. Sei dazu € > 0 gegeben. Dann
gibt es dank der absoluten Konvergenz ein ny € N, so dass >°," . |ax| < € fiir
alle m > n > ng gilt. Mit der Dreiecksungleichung gilt dann sofort auch

m m
Z | = |@n1F A2+ F | < Janga| +|angol -+ || = Z k] < e
k=n+1 h=ntl

Also ist die Reihe nach dem Cauchy-Kriterium konvergent.

Setzen wir s, ==Y ;_, ap und o, := Y _,_, |ay| fur jedes n € N, so erhalten wir wie
oben mit der Dreiecksungleichung |s,| < o, fiir alle n und damit im Grenzwert
n — 00

0o o0

> ar] =] lim s, = lim |s,| < lim 0, = > Jagl.
n—oo n—oo n—o0

1 k=1
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Diskussionsanregung: Warum durften wir bei der letzten Rechnung im obigen
Beweis den Limes aus dem Betrag ziehen?

Wir betrachten nun noch ein Beispiel einer konvergenten Reihe, die nicht absolut
konvergiert. Damit ist auch die natiirlicherweise im Raum stehende Frage geklért,
ob vielleicht Konvergenz und absolute Konvergenz einfach das Selbe sind; das sind
sie nicht!

Beispiel 12.11 Wir betrachten die alternierende harmonische Reihe oder auch
Leibniz-Reihe

=l — ..

i(—l)”“ 1 1 1 1
n 2 3 4 5

k=1
Diese ist nicht absolut konvergent, denn wenn wir Betragsstriche unter das Sum-
menzeichen schreiben, erhalten wir genau die harmonische Reihe und diese kon-
vergiert nach Beispiel 12.4 (d) nicht.
Im Kontrast dazu wollen wir nun zeigen, dass die alternierende harmonische Reihe
konvergiert (im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir sogar noch sehen, dass
der Reihenwert In(2) betrigt, vgl. Beispiel 27.9). Sei dazu wieder a,, := (—1)""!/n
und s, := > _, ay fiir jedes n € N.
Betrachten wir zundchst nur die geraden n, so finden wir

1 1

>
n+1 n+2~
—_———
>0

Sn+2 = Sn + Ap+1 + Apy2 = Sp + Sn-

Die Teilfolge (ss,) von (s,) ist also monoton wachsend. Analog erkennen wir,
dass die Teilfolge (s9,—1) der ungeraden Folgenglieder monoton féllt. Aulerdem
gilt fiir jedes k € N

> S2k,

S = Sor + @ = So +
2k+1 2k 2k+1 2k %k 11-

d.h. die ungeraden Folgenglieder liegen immer oberhalb des vorhergehenden ge-
raden Folgenglieds. Setzen wir diese beiden Einsichten zusammen, bekommen wir
fiir alle k£ € N.

32§84<

oo S Sop S Sop1 S Ss3 < sy

Somit sind beide Teilfolgen auch beschrankt; die der geraden Folgenglieder nach
oben durch s; und die der ungeraden nach unten durch s;. Nach dem Monotonie-
Kriterium sind daher beide Teilfolgen konvergent. Wir setzen s := lim,, .. S2,
und o := lim,,_ o Sop_1-

Nehmen wir uns noch einmal die Identitédt so,.1 = S9, + ao,+1 vor und lassen
darin n nach oo streben, so gelangen wir wegen lim,, ., a,, = 0 zu der Erkenntnis
oc=s54+0,also o =s.
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12. Unendliche Reihen

Sei nun £ > 0 gegeben. Dann gilt fiir fast alle k& € N sowohl sy, € U.(s) als auch
Sok—1 € U(s). Da aber jede natiirliche Zahl entweder gerade oder ungerade ist,
liegt damit s, € U.(s) fiir fast alle £ € N und wir haben gezeigt, dass (s,) und
damit auch die Reihe konvergent ist.
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13. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Die Untersuchung einer Reihe auf Konvergenz kann ein verzwicktes Problem dar-
stellen. In diesem Abschnitt wollen wir einige Kriterien beweisen, die dabei helfen
konnen. Ein — eher seltener — Gliicksfall liegt dabei vor, wenn wir einen Reihenwert
tatsdchlich exakt bestimmen koénnen. In der Regel beschrinken wir uns darauf,
einer Reihe ansehen zu wollen, 0b sie konvergiert.

Die meisten Konvergenz-Kriterien sind auf spezielle Klassen von Reihen zuge-
schnitten oder sie sind nicht komplett trennscharf, d.h. sie liefern in manchen
Féllen einfach keine Entscheidung, ob eine konkrete Reihe konvergiert oder di-
vergiert.

Satz 13.1 (Leibniz-Kriterium) Es sei (b,) eine monoton fallende Folge mit
b, > 0 fiir alle n € N und lim,, .o, b, = 0. Dann ist die Reihe > - (—=1)""1b,

n=1
konvergent.

Der Prototyp einer solchen Reihe ist die alternierende harmonische Reihe aus
Beispiel 12.11. Schauen wir uns den Beweis der Konvergenz dieser Reihe in diesem
Beispiel noch einmal genau an, so stellen wir fest, dass dabei nur verwendet wurde,
dass die Folge (1/n) eine monoton fallende Nullfolge mit positiven Folgengliedern
ist. Wir konnen also die Beweisfithrung vollstédndig iibernehmen, um diesen Satz
zu beweisen. Wir verzichten deshalb darauf, das hier noch einmal auszufiihren.

Satz 13.2 Es seien (a,) und (b,) zwei reelle Folgen.

(a) (Majorantenkriterium) Ist |a,| < b, fir fast alle n € N und konvergiert
die Reihe Y 07| by, so ist die Reihe Y~ | a, absolut konvergent (man nennt
(b,) eine konvergente Majorante).

(b) (Minorantenkriterium) Ist a,, > b, > 0 fiir fast allen € N und divergiert
die Reihe > " | b,, so divergiert auch die Reihe Y~ a, (man nennt (b,)
eine divergente Minorante ).

Beweis:

(a) Nach Voraussetzung gibt es ein k € N, so dass |a,| < b, fiir alle n > k gilt.
Seien nun n,m € N mit m > n > k gegeben. Dann gilt

m m m
> ol < D b= b
Jj=n+1 j=n+1 Jj=n+1
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13. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Zu gegebenem ¢ > 0 wird nach dem Cauchy-Kriterium der Ausdruck rechts
fiir hinreichend grofle n, m kleiner als . Damit ist fiir diese n, m auch der
Ausdruck links kleiner als € und die Behauptung folgt aus dem Cauchy-
Kriterium.

Den Beweis des Minorantenkriteriums kénnen wir einfach auf das Majoran-
tenkriterium zuriickspielen. Wenn wir annehmen, dass Y - | a,, konvergent
ist, so wire (a,) eine konvergente Majorante von 77, b; und somit diese

Reihe konvergent, was ja gerade nicht sein soll. Also divergiert > | ay.
O

Wir wollen diese sehr niitzlichen Kriterien an zwei Beispielen erproben.

Beispiel 13.3 (a) Es sei @ € Q mit 0 < o < 1. Dann ist die Reihe
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[e.e]

1

n=1 ne
divergent, denn fiir alle n € N gilt n* < n und damit 1/n* > 1/n. Da die
Reihe )7 1/n divergiert, ist (1/n) eine divergente Minorante fiir unsere
Reihe und diese damit auch divergent.

Wenn wir im spéteren Verlauf der Vorlesung die allgemeine Potenz n” fiir
alle z € R definiert haben werden, verallgemeinert sich auch dieser Beweis
sofort und die Aussage bleibt richtig fir alle a € (0, 1].

Nun stellt sich natiirlich sofort die Frage, wie das denn fiir Exponenten «
aussieht, die grofer als 1 sind. Um eine Intuition zu bekommen, untersuchen

wir versuchsweise die Reihe
o0

1
_2.
n=1 n
Dazu zeigen wir zunéchst mit Hilfe des Majorantenkriteriums, dass die Rei-
he

[e.e]

W
—~ (n+1)
konvergiert. Warum? Weil dann wegen

auch obige Reihe konvergiert.
Wir beobachten dazu, dass fiir jedes n € N gilt

1 1 1 1
(n+1)2 n?+2n+17"n?2+n  nn+1)




Wir wissen aber seit Beispiel 12.4 (b), dass die Reihe iiber 1/(n(n + 1))
konvergiert, also haben wir mit dieser Folge eine konvergente Majorante
gefunden und mithin ist > >~ 1/n? konvergent.

Wir haben gesehen, dass es fiir die Konvergenz der Reihe notwendig ist, dass
iiber eine Nullfolge summiert wird, aber dass dies alleine kein hinreichendes Kri-
terium darstellt. Die Folgenglieder miissen sich in einem gewissen Sinne , schnell
genug” der Null annéhern. Wir brauchen also Techniken, um diese Annédherungs-
geschwindigkeit zu messen. Die zwei folgenden Sétze basieren auf dieser Idee.

Satz 13.4 (Wurzelkriterium) FEs sei (a,,) eine reelle Zahlenfolge.

(a) Ist die Folge ({/|ay|) beschrankt und o := limsup,,_, . /|an|, so ist die
Reihe > 7 a, absolut konvergent, wenn o < 1 ist und divergent, falls

a>1 gilt.
(b) Ist die Folge ({/|an|) unbeschrinkt, so divergiert die Reihe Y " | an.

Beachten Sie, dass dieser Satz im Falle a« = 1 keine Aussage trifft. Das ist kein
Versehen, sondern nicht zu dndern, denn es gibt bei Folgen mit @ = 1 sowohl
solche, fiir welche die Reihe konvergiert, als auch solche, fiir die sie divergiert.
Spuckt die Uberpriifung dieses Kriteriums also & = 1 aus, so muss man sich
etwas Neues einfallen lassen.

Beweis: Wir betrachten zunichst den Fall, dass die Folge ({/|a,|) beschrankt
ist und a < 1. Dazu wihlen wir ein ¢ € («,1). Dann gilt {/]a,| < ¢ fiir fast alle
n € N. Um das einzusehen, nehmen wir an, es gdbe unendlich viele n € N fiir
die {/|an| > ¢ gilt. Dann kénnten wir die Teilfolge dieser Elemente auswéhlen.
Diese wire dann als Teilfolge der beschriankten Folge ({/|a,|) auch beschrinkt, sie
beséBle also nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl einen Héufungswert. Dieser
wére dann auch ein Haufungswert der gesamten Folge, und auflerdem wéire er
grofler oder gleich ¢ und damit insbesondere echt gréfler als a. Da o der grofite
Héufungswert von ({/]a,|) ist, ergibt sich ein Widerspruch.

Fiir fast alle n € N gilt damit {/|a,| < ¢, d.h. |a,| < ¢". Nun ist aber wegen
0 < g < 1 die Reihe Y 7 ¢" konvergent (geometrische Reihe), und damit haben
wir eine konvergente Majorante fiir unsere Reihe gefunden, die damit auch selbst
konvergiert.

Ist @ > 1 oder die Folge ({/|a,|) sogar unbeschréinkt, dann gibt es unendlich viele
n € N, fiir die {/|a,| > 1 gilt. Das heifit aber, dass fiir diese n auch |a,| > 1" =1
gilt. Damit konvergiert die Folge (a,) sicher nicht gegen Null, was aber nach
Satz 12.6 (c) eine notwendige Voraussetzung fiir die Konvergenz der Reihe ist.
Also divergiert die Reihe > 7 | a, in diesen Féllen. U

Wir betrachten wieder einige Beispiele fiir die Anwendung dieses Satzes, bei denen
wir auch sehen werden, dass im Fall o = 1 tatséchlich sowohl Konvergenz als auch
Divergenz der Reihe auftreten kénnen.
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13. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Beispiel 13.5 (a) Fiir die Reihe Y >° 1/n ist a, = 1/n und damit {/|a,| =
1/3/n. Diese Folge konvergiert gegen 1. Also ist fiir diese Reihe o = 1 und
sie divergiert, vgl. Beispiel 12.4 (d).

(b) Fiir die Reihe 3°°°, 1/n? gilt wegen lim,, o, V12 = lim,, o (¥/n)? = 12 =1
genauso o = 1, aber wie wir bereits gesehen haben, ist die Reihe in diesem
Fall konvergent, vgl. Beispiel 13.3 (b).

2

o 1 n
Wir betrachten die Reih 1+—-] .
(c) Wir betrachten die Reihe nz::l ( + n)

Fiir diese gilt mit a, = (14 1/n)"’

1 n
lim {/|a,| = lim (1 + —) =e.
n—oo n

Also ist @ = e > 1 und damit die Reihe divergent.

(d) Wir untersuchen schlielich die Reihe 7 | a,, mit

1 n
<§) , falls n gerade,

1 n
<§) , falls n ungerade.

Dann gilt {/|a,| = 1/2 fiir alle geraden n und {/|a,| = 1/3 fir alle unge-
raden. Der grofite Haufungswert dieser Folge ist 1/2; also ist a = 1/2 < 1
und unsere Reihe damit konvergent.

Satz 13.6 (Quotientenkriterium) FEs sei (a,) eine reelle Folge mit a,, # 0 fiir
alle n € N. Dann gilt:

(a) Ist die Folge q,, = |ani1/an|, n € N, beschrinkt und gilt

a:=limsupgqg, <1,

so konvergiert die Reihe > | a, absolut.

(b) Ist q, > 1 fiir fast alle n € N, so divergiert die Reihe Y | ay,.

n=1

Beweis:

(a) Wie im Beweis des Wurzelkriteriums wéhlen wir ein g € (o, 1) und folgern,
dass g, < q fiir fast alle n € N gilt. Dann kénnen wir ohne Beschriankung
der Allgemeinheit annehmen, das ¢, < ¢ fiir alle n € N gilt, denn die endlich
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vielen anderen Summanden sind fiir die Konvergenz unerheblich. Damit gilt
lani1| < qlay| fir alle n € N also ist

las| < qlai|, |as| < qlas] < Plai|, |as| < glas] < Pladl, ..

und somit allgemein |a,| < |a;|¢" " fiir alle n € N.

Nun ist wieder mit Hilfe der geometrischen Reihe und 0 < g < 1 die Reihe

) 00
D laalg™t = laa| > g
n=1 n=0

konvergent und dient damit als konvergente Majorante.
(b) Sei k € N so grof}, dass ¢, = |an+1|/|as| > 1 fiir alle n > k gilt. Dann ist
|| = lawl,  larso| 2 lapri] = fail,  |arrs] = arie] = lar], -

und allgemein |ax4;| > |ag| # 0 fiir alle 7 € N. Damit kann (a,,) wieder
keine Nullfolge sein, d.h. die Reihe iiber (a,) ist divergent. O

Wahrscheinlich ist Thnen aufgefallen, dass keines dieser Kriterien eine Aussage
iiber den Reihenwert trifft. Tatséchlich ist die exakte Bestimmung des Reihen-
wertes im Allgemeinen ein duflerst schwieriges Problem.

Beispiel 13.7 Als Beispielanwendung fiir das Quotientenkriterium untersuchen
wir fiir jedes x € R die Reihe

[e.e] l’n

; n!’
Die Konvergenz dieser Reihe ist offensichtlich fiir x = 0, da sie dann nur aus
einem Summanden besteht und fiir = 1 schon bekannt (vgl. Satz 8.6). Sei nun
x # 0, dann ist zunédchst jeder Summand von Null verschieden, so dass wir das
Quotientenkriterium anwenden konnen. In diesem Fall ist a,, = 2" /n!, so dass
wir fiir g, erhalten:

xn-i—l n

In = Sntl| — | = 12 — 0 (n — o0)
" n (n+1)! 2| n+1
Damit ist limsup,,_, .. |ant+1/an| = 0, d.h. die Reihe ist absolut konvergent und

zwar fiir jedes beliebige z € R.
Das Ergebnis des vorhergehenden Beispiels rechtfertigt die folgende Definition.

Definition 13.8 Wir definieren die Exponentialfunktion £ : R — R durch

ooxn

E(zx) := Zﬁ, z €R.

n=0
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13. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir zeigen, dass der Name dieser Funk-
tion insofern gerechtfertigt ist, als e” = E(r) fir alle r € Q gilt. Dieses ermoglicht
uns dann schlieflich durch die Setzung e* := FE(x) fiir beliebiges z € R, die
allgemeine Potenz mit reellen Exponenten zu definieren.

Wir wollen nun noch die Frage aus Beispiel 13.3 (b) endgiiltig beantworten, fiir
welche o > 0 die Reihe iiber 1/n* konvergiert.

Satz 13.9 Ist a« € Q mit o > 1, so konvergiert die Reihe

[e.e]

1

ne’
n=1

Beweis: Wie iiblich setzen wir s, = > 7, 1/k*. Zu gegebenem n € N sei nun
k € N mit 28 > n gewahlt. Damit ist

e P
=TT e T 3a Ty 7o g R
~~ - ~ -
<25k g <83

1 1
+ (2F)e Tt (2++1 — 1)
*Qk'@kl)a

Setzt man nun q := 1/2%7! so ist wegen a > 1 der Exponent positiv und des-
halb 0 < ¢ < 1. Damit kénnen wir mit Hilfe der geometrischen Reihe weiter
abschétzen:

Also ist die Folge (s,) nach oben beschrinkt und da alle Summanden unserer
Reihe positiv sind, ist sie offensichtlich monoton wachsend. Die Behauptung er-
gibt sich also aus dem Monotonie-Kriterium fiir Folgen. U
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14. Umordnungen von Reihen

Summiert man endlich viele Zahlen auf, so ist die Reihenfolge der Zahlen egal,
es gilt das Kommutativgesetz. Wie Sie schon in der OWO-Vorlesung gesehen
haben, geht diese alltéigliche Gewissheit verloren, wenn wir unendlich viele Zahlen
aufsummieren, also Reihen betrachten.

Wir formulieren zunéchst das ,,Umsortieren“ der Summation mathematisch prézi-
se.

Definition 14.1 FEs sei (a,) eine reelle Folge und ¢ : N — N eine bijektive
Abbildung. Wir setzen nun by, 1= aym) fir jedes n € N. Dann heifit die Folge (by)
eine Umordnung von (a,) und die Reihe Y > | b, eine Umordnung von Y | ay.

Bemerkung 14.2 Beachten Sie, dass wegen der Bijektivitét von ¢ gewihrleistet
ist, dass wir die Folge, bzw. Reihe wirklich nur umsortieren und dabei nicht ein
Folgenglied doppelt verwenden oder eines weglassen. Damit lédsst sich jede Um-
ordnung auch riickgéngig machen. Das wird auch daraus ersichtlich, dass wegen
der Bijektivitit die Umkehrabbildung ¢~! existiert mit ¢(¢~1(n)) = n fiir jedes
n € N, fiir die dann b,-1(,) = Gp(p-1(n)) = an folgt. Also ist, wann immer (b,)
eine Umordnung von (a,) ist, auch (a,) eine Umordnung von (b,,).

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit der folgenden kurzen Uberlegung.

Lemma 14.3 FEs seip : N — N bijektiv und ng € N gegeben. Dann ist o(n) > ng
fiir fast alle n € N.

Beweis: Wir nehmen an, es wére p(n) < ng fiir unendlich viele n. Fiir diese
unendlich vielen n wire dann aber ¢(n) € {1,2,...,n9—1}. Da diese Menge nur
endlich ist, ist das ein Widerspruch zur Bijektivitdat von . U

Satz 14.4 Es sei(a,) eine reelle Folge und (by,) eine Umordnung von (a,). Dann
gilt:

(a) Ist (a,) eine konvergente Folge, so ist auch (b,) konvergent und es gilt
lim, . b, = lim,,_. a,.

b) Ist die Reihe > °7 . a, absolut konvergent, so ist auch ihre Umordnung
n=1
> o by absolut konvergent und die Reihenwerte stimmen dberein.
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14. Umordnungen von Reihen

Beweis: Es sei ¢ : N — N die zur Umordnung gehérende bijektive Abbildung, es
gelte also b, = ay(y) fiir alle n € N. Zum Beweis der Aussage fiir Folgen setzen wir
a = lim,,_ o a, und wéhlen ¢ > 0. Dann gibt es ein my € N, so dass |a, —a| < ¢
fiir alle n > my gilt. Nach Lemma 14.3 gibt es nun ein ny € N, so dass auch
p(n) > my fiir alle n > ng gilt. Fiir alle diese n ist dann

b, — a] = |apm) —al <e.

Wir wenden uns der zweiten Aussage des Satzes zu. Hierzu betrachten wir zu-
néchst den Spezialfall, dass a,, > 0 fiir alle n € N gilt. Dann setzen wir o, :=
> p_1bg,m € N.Seinun j € Nund dazuein N € N so gewéhlt, dass {by,...,b;} C
{a1,...,an} gilt. Dann wissen wir, dass o; < a3 + az + --- + ay ist. Da alle
Folgenglieder von (a,,) positiv sind, machen wir diesen Ausdruck hochstens groBer,

wenn wir alle restlichen auch noch dazu addieren und erhalten

N 00
ajggakggak::s.
k=1 k=1

Diese Setzung von s ist sinnvoll, da nach Voraussetzung diese Reihe konvergiert.
Insbesondere ist damit die Folge (0,,) beschriankt und wegen der Positivitiat der
Summanden ist sie monoton wachsend. Also konvergiert sie nach dem Monotonie-
Kriterium und daher konvergiert die Reihe Y >° | b,. Somit ist sie auch absolut
konvergent, denn im Falle, dass alle Folgenglieder positiv sind, fallen diese beiden
Begriffe zusammen. Auflerdem gilt

o0 o0

E bn:limangg a, = S.
n—oo

n=1 k=1

Nun ist aber (vgl. Bemerkung 14.2) auch Y ° a, eine Umordnung der Reihe
iber b,. Man kann also diesen Beweis mit vertauschten Rollen von a, und b,
noch einmal fithren und erhélt dann die umgekehrte Ungleichung

o o
s:Zan San.
n=1 n=1

Also sind die beiden Reihenwerte gleich.

Es bleibt noch der Fall einer Folge (a,) zu betrachten, deren Folgenglieder be-
liebige Vorzeichen haben. Mit dem ersten Teil dieses Beweises ist dann aber in
jedem Fall die Reihe > 7 |b,| konvergent und es gilt 2 |b,| = > o7 |anl,

n=1
denn bei diesen Reihen sind alle Summanden nicht-negativ. Also ist die Reihe
iiber b,, absolut konvergent.

Es bleibt noch die Gleichheit der Reihenwerte zu zeigen. Dazu setzen wir

ap = ay + |y, B := by + by, n € N.
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Dann gilt o, > 0 und f,, > 0 fiir alle n € N und (3,) ist eine Umordnung von (a,)
(mit der gleichen Funktion ¢). Aulerdem ist wegen der absoluten Konvergenz von
> ay, die Reihe > 07 | v, konvergent, ja sogar absolut konvergent, denn alle
Folgenglieder von (o,) sind nicht-negativ. Nun kénnen wir fir die Reihe >~ 7, 3,
wieder den schon bewiesenen Fall von oben verwenden und wissen hiermit, dass
auch diese Reihe absolut konvergiert und > 7 a, = > o | 3, gilt. Damit ergibt
sich schliefSlich

ibﬁi — [ba]) Zﬁn Z|b|—Zan Z|an|

n=1

= (0w = |a]) Zan

n=1

8

Beachten Sie, dass das Auseinanderziehen und Zusammenfassen der Summation
jeweils nach Satz 12.8 erlaubt ist, da wir nun von allen beteiligten Reihen wissen,
dass sie absolut konvergent sind. O

In obigem Satz ist die Voraussetzung, dass die Konvergenz der Reihe absolut ist,
wichtig, ohne diese wird die Aussage grob falsch. Der folgende Satz ist hoffentlich
Warnung genug, diese Voraussetzung nicht zu vergessen.

Satz 14.5 (Riemannscher Umordnungssatz) Es sei Y, a, eine konver-
gente Reihe, die nicht absolut konvergiert. Dann gibt es fiir jedes S € R eine
Umordnung (b,) von (a,) mit > >~ b, =S.

Weiter gibt es Umordnungen (c,) und (d,) von (a,) mit > " ¢, = oo und

Yo dy = —00

Beweis: Siehe 6. Tutorium.

Wichtig sind unsere Uberlegungen zu Umordnungen auch fiir die Frage, wie das
Produkt zweier Reihen verniinftig definiert werden kann, denn dabei muss man
unendlich viele Terme ,,ausmultiplizieren“ und sich dabei fiir eine Reihenfolge ent-
scheiden. Dazu ist es gut zu wissen, dass es fiir das Ergebnis auf diese Reihenfolge
nicht ankommt.

Gegeben seien also zwei Reihen Y 7 a, und Y 7 b,. Dann erhélt man beim
formalen Ausmultiplizieren alle Produkte der Form a;b;, mit j, &k € N je genau
einmal. Wir ordnen nun all diese Produkte in einer Folge (p,) an, wobei jedes
einzelne a;b, genau einmal vorkommen soll. Genauer gesagt, wéhlen wir eine
bijektive Abbildung ® : N x N — N und setzen pe(jr) = ajb, fir alle Paare
J, k € N. Wir nennen dann > | p,, eine Produktreihe von Y 2 a, und > 7 b

Beispiel 14.6 Wir geben hier zwei Beispiele solcher Anordnungen der Produkte,
damit man sieht, dass solche existieren, die Wahl aber keineswegs offfensichtlich
vorgegeben ist. Dazu schreiben wir uns die zu nummerierenden Folgenglieder in
ein Schema und nummerieren in diesem auf verschiedenen Wegen:
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14. Umordnungen von Reihen

(a) Anordnung nach Diagonalen:

a()b() a0b1 a062 e

A A

albo a1b1 a162 e

s

asby  ashy  aghy . ..
D
Wir wahlen also
Po = aoby, p1 = agb1, p2 = aiby, p3 = agbz, ps = aiby, ps = asby, ...
(b) Anordnung nach Quadraten:

aobo a0b1 a0b2 e

l l
albo — a1b1 a1b2 e
l

CLQbO — a2b1 — a2b2 e

Wir wahlen also
Po = apby, p1 = apbi, p2 = aiby, ps = a1by, ps = apba, ps = aibs, ...

Dank Satz 14.4 konnen wir nun hoffen, dass es zumindest fiir absolut konvergente
Reihen egal ist, welche der Anordnungen wir wéhlen. Tatséchlich gilt das folgende
Resultat.

Satz 14.7 Es seien Y .~ a, und Yy b, zwei absolut konvergente Reihen und
> > o Pn trgendeine ihrer Produktreihen. Dann konvergiert auch . p, absolut

und es gilt
n=0 n=0 n=0

Beweis: In einem ersten Schritt zeigen wir die Behauptung fiir den speziellen
Fall der Anordnung nach Quadraten von oben. Wir setzen s,, := » ,_,py und
On = 1o |Pk|, wobei (pi) die Anordnung nach Quadraten sei. Wir wéhlen ein
n € Ny fix und betrachten alle Summanden von o,. Jeder einzelne ist von der

80



Form a;b, mit j,k € Ny. Sei nun N der héchste Wert fiir j oder k, der dabei
vorkommt. Dann gilt durch Hinzunahme von weiteren positiven(!) Summanden:

on = |pol + |pr] + -+ |pal < (laof + -+ |an|)(|bo] + - - - + [bx])

(E)(E)

Also ist die Folge (o,,) beschrankt. Nach dem Monotoniekriterium fiir Reihen ist
damit die Reihe Y 7 p,, absolut konvergent.

Damit konvergiert aber auch die Folge (s,). Es sei s := lim,, oo Sp = Yoo Pn-
Fiir die Anordnung nach Quadraten im Speziellen gilt die Beziehung

Snoran = (a0 + -+ an)(bo + -+ bu),

die man z.B. durch Induktion beweisen kann. Lassen wir in dieser Gleichung nun
n — oo streben, erhalten wir die gewiinschte Aussage

() ()

Sei nun Y p, eine weitere Produktreihe von Y 7 ja, und > b,. Dann
ist diese eine Umordnung von )~ p, und damit gilt nach Satz 14.4 die Be-
hauptung. U

Am héufigsten arbeitet man aber mit der oben angegebenen Anordnung nach
Diagonalen. Diese formalisieren wir in der folgenden Definition.

Definition 14.8 Es seien zwei Rethen ) " a, undy . b, gegeben. Wir setzen
Cy = aobo, C1 = a0b1 -+ albo, Cy = aobg -+ a1b1 -+ a2b0, ey

bzw. allgemein
Cp = aobn + albn_l + a2bn_1 + -+ anbo = Z akbn_k.
k=0

Die Reihe

(e}

>
n=0

heifit dann das Cauchy-Produkt von > 7 a, und Y " b,.

Satz 14.9 Sind Y2 a, und > 7 b, zwei absolut konvergente Reihen, so ist
das Cauchy-Produkt )~ c, der beiden auch absolut konvergent und es gilt

S () (24)
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14. Umordnungen von Reihen

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich sofort aus Satz 14.7 und dem folgenden
Lemma iiber blockweises Aufsummieren.

Lemma 14.10 FEs sei Z;:O:o a, konvergent und nq,nq,ng, ... eine streng mono-
ton wachsende Folge in N. Setzen wir

bO::a0+a1—|—~-~—|—an1

und fir jedes j € N
bj = On;+1 + Qnj+2 +oot Qnjqs

so ist auch die Reihe Y~ b, konvergent und es gilt

o o
6
n=0 n=0
Beweis: Fiir jedes n € N setzen wir s, = > " a;, 0, == Y _(b; und s =
lim,, .o S,. Dann gilt fiir jedes k € N
O‘k - al +a:2+ ttt +ank+1 - snk+1‘

Also ist (oy) eine Teilfolge von (s,) und da diese konvergiert gilt insbesondere
auch o — s (k — 00), was die Behauptung beweist. O

Wir wollen das Cauchy-Produkt nun einmal in Aktion sehen und betrachten das
folgende Beispiel.

Beispiel 14.11 Es seien z,y € R. Dann sind die Werte E(z) und E(y) der
Exponentialfunktion durch absolut konvergente Reihen gegeben. Wir erhalten
also mit dem Cauchyprodukt:

() B(y) = (Z %) ( %) => e

n=0 n=0
wobel
— gt ynr 1 < n! E n—k 1~ (n k n—k
=Y e = e e = w2 (1)
k=0 k=0 k=0
1 n
:a(i’f*'y)

ist. Dabei haben wir im letzten Schritt die Binomialformel verwendet. Setzen wir
das wieder oben ein, erhalten wir den schonen Zusammenhang

B@)By) =Y en= 3" wt+y)" = Ba +y)

die sogenannte Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.
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15. Potenzreihen

Definition 15.1 Es sei (a,,) eine Folge in R. Eine Reihe der Form
Zan:c" = ag 4+ a1z + asx® + azx® + ...
n=0

heifst Potenzreihe.

Ein Beispiel einer Potenzreihe haben wir mit der Exponentialfunktion schon ge-
sehen. Wir wollen hier nun eine allgemeine Theorie solcher Reihen entwickeln, da
diese ein wichtiges Hilfsmittel in der Analysis sind.

Wie schon bei der Exponentialreihe ist es auch fiir jede Potenzreihe klar, dass sie
fiir x = 0 konvergiert. Zur weiteren Untersuchung der Konvergenz einer Potenz-
reihe dient der folgende Satz, der sich aus dem Wurzelkriterium ableitet.

Satz 15.2 (Satz von Hadamard) Es sei Y~ a,z" eine Potenzreihe. Dann
qgilt:

(a) Ist die Folge ({/|ay,|) unbeschrinkt, so konvergiert die Potenzreihe nur fiir
x=0.

(b) Ist die Folge ({/|ay|) beschrinkt und o := limsup,,_,. /|a,| = 0, so kon-
vergiert die Potenzreihe fiir alle x € R absolut.

(c) Ist die Folge ({/|a,|) beschrinkt und o > 0, so ist die Potenzreihe fiir alle
x € R mit |z] < 1/ absolut konvergent und fir alle x € R mit |x| > 1/p
divergent.

Wir erben vom Wurzelkriterium auch die Unsicherheit, die dort fiir den Grenzfall
auftrat, dass der betrachtete Limes superior den Wert 1 annimmt, auftrat. Diese
macht sich hier insofern bemerkbar, als wir im dritten Punkt dieses Satzes fiir
x =1/pund x = —1/p, also auf dem Rand des Konvergenzgebietes, keine Aussage
treffen konnen.

Beachten Sie, dass der Konvergenzbereich einer Potenzreihe damit immer {0}
oder R oder von der Form (—r,r), [—r,r), (—r,r] oder [—r,r] fiir r = 1/p ist.
Somit ist die in diesem Satz definierte Zahl p eine wichtige charakteristische Grofie
der Potenzreihe, die einen Namen verdient hat.
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15. Potenzreihen

Definition 15.3 Es sei Y - a,x" eine Potenzreihe und, im Falle dass ({/|a,|)
beschrinkt ist, o wie in Satz 15.2. Dann heifit die Zahl

0, falls in obigem Satz (a) gilt,
00, falls in obigem Satz (b) gilt,

1
—, falls in obigem Satz (c) gilt,
0

der Konvergenzradius der Potenzreihe.

Wir wollen nun noch den Satz von Hadamard beweisen.

Beweis von Satz 15.2: Wir zeigen zunichst (a). Sei dazu x # 0. Dann ist
Yana™| = |x|{/|ay] fir jedes n € N und diese Folge ist nach Voraussetzung
unbeschrankt. Damit folgt die Divergenz der Reihe aus dem Wurzelkriterium
(Satz 13.4).

Auch (b) und (c) ergeben sich aus dem Wurzelkriterium, denn hier gilt

lim sup +/|a,x"| = limsup |z| /a, = |z| - 0.
Dieser Limes superior ist, je nachdem, ob |z| < 1/poder |z| > 1/ gilt, grofer oder
kleiner als 1, was nach dem Wurzelkriterium eben genau absolute Konvergenz von
Divergenz der Reihe scheidet. U

Wir betrachten einige Beispiele, die verdeutlichen, dass am Rand des Konver-
genzintervalls alles passieren kann.

Beispiel 15.4 (a) Wir beginnen mit a,, := 1, n € Ny, d.h. der Potenzreihe

o0
E ",
n=0

Ja genau, das ist unsere altbekannte geometrische Reihe und insofern ist es
auch nicht verwunderlich, dass hier limsup,,_, . {/|a,| = limsup,,_, 1 =1
und damit der Konvergenzradius 1 ist, d.h. diese Potenzreihe konvergiert
absolut fiir |#| < 1 und divergiert fiir |#| > 1. Uber das Konvergenzverhalten
am Rand des Konvergenzintervalls gibt uns der Konvergenzradius keine
Auskunft. Fiir diese Reihe haben wir offensichtlich sowohl fiir x = —1 als
auch fiir x = 1 eine divergente Reihe.

(b) Nun sei a, = 1/n, n € N, wir betrachten also

o0

"
>
n=1
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Auch hier ist der Konvergenzradius 1, denn

i \/T i 1 1 X
im su — = limsu = = 1.
n—>oop n n_mp Voo limg, . /0

Damit konvergiert diese Reihe fiir x € (—1,1) absolut und divergiert fiir
|z] > 1. An den Réndern des Intervalls (—1,1) erhalten wir fiir z = 1
genau die harmonische Reihe (divergent) und fiir = —1 die alternierende
harmonische Reihe (konvergent), so dass wir also Konvergenz fiir alle = €
[—1,1) und Divergenz fiir alle anderen = haben.

(c) SchlieBlich nehmen wir a,, = 1/n?, d.h. die Potenzreihe

e} n

x
_2.
n=1 n

Fiir diese ist ebenso der Konvergenzradius 1, aber diese Reihe konvergiert
an beiden Randpunkten des Konvergenzintervalls, denn fiir x = 1 erhalten
wir die nach Beispiel 13.3 (b) konvergente Reihe iiber 1/n? und fiir x = —1
die nach dem Leibniz-Kriterium konvergente Reihe Y 2 (—1)"/n?. Also
ist in diesem Fall das Konvergenzintervall der Potenzreihe [—1, 1] und wir
haben Divergenz fiir alle x € R mit |z| > 1.

Der Satz von Hadamard kann uns auch noch zu einer anderen, eher unerwarteten
Erkenntnis verhelfen. Wir haben in Beispiel 14.11 mit Hilfe des Quotientenkrite-
riums gesehen, dass die Exponentialreihe > 7 2" /n! fiir alle z € R konvergiert.
Nach dem Satz von Hadamard bedeutet dies, dass limsup,, .. 1/¥/n! = 0 sein
muss. Da diese Folge aulerdem positiv ist, kann sie keinen weiteren Haufungs-
wert haben, denn der miifite wegen der Positivitit grofler oder gleich Null sein.
Beachten wir nun noch, dass diese Folge beschrankt ist, so konvergiert sie nach
Satz 10.12 und es gilt

1
nh_)rglo ﬁ = hin_)s;jp ﬁ = 0.
So haben wir mit Hilfe eines Satzes iiber Potenzreihen einen ansonsten schwierig
zu berechnenden Grenzwert bestimmt.
Natiirlich kann man auch mit dem Quotientenkriterium Konvergenzuntersuchun-
gen bei Potenzreihen anstellen. Wir fiihren das exemplarisch an einem prominen-
ten Beispiel vor.

Beispiel 15.5 Wir betrachten die Potenzreihe

Sy T O
Z(Qn)'x —1—54—]—54—...,

n=0
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15. Potenzreihen

d.h. die Potenzreihe mit der Folge

(="

a, = n!

, falls n gerade,

0, falls n ungerade.

Wir setzen t := 2?, damit unsere Potenzreihe die Form Y 7 (—1)"/(2n)! t"
bekommt und betrachten die Folge b, = (—1)"/(2n)! t*, n € N. Fiir den im
Quotientenkriterium betrachteten Quotienten gilt

A (2n)!

_' _ i3
S @2n+ 2! |

(2n+2)(2n + 1)’

bn+1
bn

und dieser Ausdruck geht fiir jedes ¢t € R gegen Null fiir n — oo. Also konvergiert
nach dem Quotientenkriterium fiir Reihen die Potenzreihe ) > (—1)"/(2n)! ¢"
fiir jedes t € R absolut und damit ebenso unsere urspriinglich betrachtete Reihe

fiir jedes x € R. Der Konvergenzradius ist also unendlich.

Was war daran nun prominent? Wie bei der Exponentialfunktion ist durch diese
Potenzreihe nun eine Funktion auf ganz R gegeben, der wir einen Namen geben
wollen.

Definition 15.6 Fiir jedes x € R nennen wir die Zahl

n 2 4

= —1 2n
cos(x) ::Z((Qnglz :1_§+Z_'“

n=0

den Cosinus von .

Ganz dhnlich wie in obigem Beispiel kann man fiir die Reihe in der folgenden
Definition ebenso absolute Konvergenz fiir alle z € R zeigen.

Definition 15.7 Fiir jedes v € R nennen wir die Zahl

den Sinus von .

Wir wollen uns nun dem Cauchy-Produkt zweier Potenzreihen zuwenden.

Satz 15.8 Es seien Y . a,z™ und Y~ b,a"™ Potenzreihen mit Konvergenzra-
dien r1 > 0 bzw. ro > 0 (dabei sind r1 = oo oder r9 = oo zugelassen). Wir
setzen

n
Cp = Zakbn_k’ n c NO, und R := min{ﬁa T2}’
k=0
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Dann ist das Cauchy-Produkt der beiden Potenzreihen die Potenzreihe Y . ¢z,
deren Konvergenzradius mindestens R betrdgt und es gilt

icnx" = <i am:") (i b,ﬂ:") fir alle || < R.
n=0 n=0 n=0

Beweis: Fiir |z| < R sind beide Potenzreihen absolut konvergent, also konvergiert
nach Satz 14.9 auch das Cauchy-Produkt der beiden absolut und es gilt

o0 o0 o0 n o0 n
E anx” E b,z | = E E apxth, "k = E E " anbn_
n=0 n=0 n=0 k=0 n=0 k=0

D n o0
= g " g apbn,_r = E cpx”.
n=0 k=0 n=0

g
Wir kénnen nun die folgenden Eigenschaften der Exponentialfunktion zeigen.

Satz 15.9 (a) E(2)E(y) = E(z +v) fir alle 2,y € R.
(b) B(0) =1 und E(1) = e.
(¢c) B(z) >0 und E(z)"' = E(~x) fiir alle x € R.
(d) E(r) = ¢ fir alle r € Q.

(e) Die Funktion E : R — R ist streng monoton wachsend, d.h. fir alle x,y € R
mit x <y gilt E(x) < E(y).

Beweis:
(a) siehe Beispiel 14.11.
(b) E(0) = 1ist klar und E(1) = e ergibt sich aus der Definition der Eulerzahl.
(c) Mit Hilfe der ersten beiden Punkte gilt fir alle x € R
1=FE0)=E(@x—x) =E(x)E(-).
Also gilt E(z) # 0 und E(—z) = E(z)~!. Um die Positivitit von E(x)
nachzuweisen, betrachten wir zunéchst den Fall x > 0. Dann gilt

E(:c):1+2%21>0.
n=1 ’

Ist z < 0, soist E(x) = BE(—z)™! >0, da —z > 0 ist.
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15. Potenzreihen

(d)

Es sei zunéchst n € N. Dann gilt

En)=E(l+---+1)=(EQ))"=¢"

n Stiick

s -5 ()= (2(1))"
Also ist E(1/n) = e'/™.

Somit gilt fiir positive rationale Zahlen r := m/n mit n,m € N die Glei-
chung

E(r) = E(% +~-~+%) = (E (%))m = (eV/M)" =emm =¢".

m Stiick

und genauso

Ist 7 € Q kleiner als Null, so ist —r > 0 und es gilt E(r) = E(—r)"! =
(@)t =

Es seien z,y € R mit x < y gegeben. Dann ist y — 2 > 0 und damit gilt
E(y —x) > 1 (vgl. den Beweis von (c)). Nun ist aber damit

1< E(y—x)=E(y)E(-z) =

also E(y) > E(x). O

Bemerkung 15.10 Sei 2y € R und (a,) eine reelle Folge. In Erweiterung von
Definition 15.1 nennt man auch eine Reihe der Form

o
Z an(x — )"
n=0

eine Potenzreihe. Die Zahl xq heiflit dann Entwicklungspunkt der Potenzreihe.
Alle in diesem Abschnitt fiir Potenzreihen bewiesenen Resultate gelten sinngeméf3
auch fiir Potenzreihen dieses allgemeineren Typs, wobei natiirlich der Konver-
genzbereich einer Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0 dann das Intervall
(xg — 7y + 1) ist.
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16. g-adische Entwicklungen

Wir fithren nun die Dezimalbruchdarstellung der reellen Zahlen ein. Am Ende
des Abschnitts werden wir dann den schon vor langer Zeit versprochenen Beweis
der Uberabzihlbarkeit von R fithren.

In diesem gesamten Abschnitt ist g > 2 eine natiirliche Zahl, die Basis des un-
tersuchten Stellenwertsystems.

Definition 16.1 Es sei a € R. Dann heifit die grifste ganze Zahl, die kleiner
oder gleich a ist, also die Zahl

[a] :=max{k € Z: k <a},
die GauBl-Klammer von a.

Man beachte, dass immer die Ungleichungskette
[a] <a <[a] +1

gilt.
Sei nun a € R mit a > 0 gewéhlt. Wir erhalten die g-adische Entwicklung von a
folgendermaflen: Wir setzen zunéchst

Dann gilt 2 < a < 29+ 1 und zy € Ny. Nehmen wir weiter

21 = [(a — 2p) -g],

soist 21 < (a—20)9g <z +1und 2 € {0,1,...,9 — 1}, denn a — 2y < 1. Also
haben wir nun

1 21 1
Zt+t—<a<zp+—+—-.
g g 9

Im néchsten Schritt setzen wir dann

a[(e-n-2)s]

und haben damit

1
_2.

21 z9 1 z9
ZQ+—+—2§CL<ZO—|‘—+—2+
g9 9 g 9 g
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16. g-adische Entwicklungen

Allgemein definieren wir rekursiv

Dann hat die Folge (z,) die folgenden Eigenschaften, die sich direkt aus der
Konstruktion ergeben.

Satz 16.2 (a) z, € Ny fir alle n € Np.

(b) z, < g—1 fir allen € N (ohne Null!).

LI LI 1

(c) Z—7§a<g Z—j.—i-—fiiralleneNO.

— g7 — 9 9"
7=0 7j=1

(d) Ist (Z,) eine weitere Folge, die die Punkte (a) — (c) erfillt, dann gilt (Z,) =

Nun betrachten wir die Reihe
o Zn

n
n=0 9

Da z, < g—1firallen > 1 gilt, ist 0 < 2,/g" < (g — 1)/g™ fur alle diese
n. Die Reihe (g — 1) )" ,1/¢" ist aber konvergent (geometrische Reihe), also
haben wir eine konvergente Majorante gefunden. Damit konvergiert unsere Reihe
absolut nach dem Majorantenkriterium. Da

gilt, erhalten wir mit (c) aus obigem Satz und dem Sandwich-Theorem sogar

oo
Zn

a=Y 2. 16.1
2 g (16.1)

Definition 16.3 Sei a € (0,00) und g € N mit g > 2. Dann heifit die Darstel-
lung aus (16.1) mit der oben konstruierten Folge (z,) die g-adische Entwicklung
von a. Man schreibt

a =2y, X1 222324 ...

Dass wir tatséchlich die alltdgliche Dezimalbruchdarstellung konstruiert haben,
verdeutlichen wir uns an Hand zweier Beispiele.
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Beispiel 16.4 Wir wéhlen g = 10 und a = 1. Dann ist zp = 1 und z; = [(1 —
20)g] = 0. Genauso sieht man, dass z, = 0 sogar fiir alle n > 1 gilt, also ist

1 =1,00000...

Wiéhlen wir a = 1/2, so ist 29 = 0 und 2, = [(1/2 — 0) - 10] = 5, sowie 2y =
[(1/2 —1/2)-100] = 0, was auch wieder fiir alle n > 2 zutrifft. Also haben wir

% = (,5000000. ..

Bemerkung 16.5 Man beachte, dass (d) aus Satz 16.2 uns garantiert, dass die
g-adische Entwicklung eindeutig ist. Tatséchlich hétte es noch eine andere, gleich-
wertige Moglichkeit gegeben, wenn wir auf gleiche Weise eine Folge (Z,,) konstru-
iert hatten mit

fiir jedes n € Ny. Dann wére fiir a = 1 in obigem Beispiel Z; < 1 < Zy + 1, also
zo=0und z, =9 fiir alle n > 1, so dass

1=10,9999999....

Fiir a = 1/2 bekédme man entsprechend

% — 0,499999999 .. ..

Nun darf jedeR eine eigene Wahl treffen, dieses Skript bleibt bei der oben in der
Definition angegebenen Variante.

Wir zeigen, dass so lange Schlangen von Neunen, bzw. (¢ — 1)-en in unserem
System nicht auftreten konnen.

Satz 16.6 Es seia > 0 und 29, 212223 . .. die g-adische Entwicklung von a gemdf
Definition 16.3. Dann gilt z;, # g — 1 fiir unendlich viele k € N.

Beweis: Wir nehmen an, es wére 2z, = g — 1 fiir fast alle £ € N. Sei also m € N
so grof3, dass z;, = g — 1 fiir alle £ > m gilt. Dann gilt

e ) m—1 0o m—1 e )
Zn Zn Zn Zn 1
m—1 0o m—1 0o
Zn -1 1 Zn —1 1
:Z—n+gm =y > =
n=0 9 9 n=m 9 n=0 9 9 n=0 9
s Zn  g—1 1 i Zn 1
=2t T I T 2 T e
n=0 9 9 g n=0 g g
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16. g-adische Entwicklungen

und das ist ein Widerspruch zu Satz 16.2 (c). O

Nun kommen wir zum versprochenen Nachweis der Uberabzihlbarkeit von R.
Wir verwenden wieder das Cantorsche Diagonalverfahren.

Satz 16.7 R ist dberabzahlbar.

Beweis: Wir zeigen, dass sogar das Intervall [0, 1) schon so reichhaltig ist. Dazu
nehmen wir an, es gelte [0,1) = {a, : n € N} fiir eine reelle Folge (a,). Dann
konnen wir jedes a,, durch seine 3-adische Entwicklung darstellen. Demnach ist
fiir jedes n € N

an = 0,2 2" 20 mit 2" €{0,1,2} fiir alle k € N.
Wir definieren nun eine Folge (z;) durch

1, falls 2™ € {0,2},
k= k) _
0, falls 2,7/ =1

und setzen a := Y, 2/3". Dann ist a € [0, 1), denn es gilt sogar

Die Folge (z;) erfiillt mit diesem a die Punkte (a)—(c) aus Satz 16.2, also gibt
diese Folge nach Satz 16.2 (d) die 3-adische Entwicklung von a an.
Nach unserer Annahme muss nun also ein Folgenglied a; mit a = a, und damit
ein Index k € N existieren, so dass zj(»k) = z; fiir alle j € N gilt. Dann ist aber
insbesondere z,gk) = 25, und das ist ein Widerspruch zu unserer Wahl von z;.

O
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17. Grenzwerte bei Funktionen

In diesem Abschnitt iibertragen wir Begriffe, die wir im Kontext der Folgen ken-
nen gelernt haben, auf Funktionen von D C R nach R.

Definition 17.1 Es sei D C R eine Menge. Fine Zahl xy € R heifst Haufungs-
punkt von D genau dann, wenn fir jedes € > 0 ein x € D existiert mit

x € Us(xo) \ {20}

Um ein bisschen mehr Vorstellung von diesem Begriff zu kommen, betrachten wir
zwei dquivalente Formulierungen dieser Definition.

Satz 17.2 Es ser D C R und xo € R. Dann gilt

(a) xq ist ein Hiufungspunkt von D genau dann, wenn fir alle e > 0 die Menge
D NU(zg) unendlich ist.

(b) o ist ein Héaufungspunkt von D genau dann, wenn eine Folge () in D
existiert mit x,, # xq fir alle n € N, die gegen xy konvergiert.

Beweis:
(a) Ubungsaufgabe

(b) Ist zg ein Haufungspunkt von D, so existiert nach der Definition des Héu-
fungspunktes fiir jedes n € N ein x,, € D N Uyn(20) \ {@0}, d.h. fiir jedes
n € Nsind die Zahlen z,, in D, es gilt x,, # x¢ und wir haben |z, —z¢| < 1/n.
Also tut die Folge (x,,) das gewiinschte.

Es sei nun fiir die andere Beweisrichtung eine Folge (z,,) in D gegeben mit
x, # xo fiir alle n € N, die gegen xy konvergiert. Dann gibt es fiir jedes
e > 0 ein ng € N, so dass |z, — zg| < € fiir alle n > nq gilt. Also ist fiir
jedes € > 0 die Zahl x,,, € DNU.(xg) \ {xo} und zy ist ein Haufungspunkt
von D. U

Mit Hilfe dieser Umformulierungen kann man sich leicht die folgenden Beispiele
veranschaulichen.

Beispiel 17.3 (a) Ist D endlich, so hat D keinen Haufungspunkt.
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17. Grenzwerte bei Funktionen

(b) Ist D = (0,1}, so ist die Menge aller Haufungspunkte von D genau das
Intervall [0, 1].

(c) Ist D ={1/n:n € N}, so ist genau 0 ein Haufungspunkt von D.

Die Definition des Grenzwertes einer Funktion an einer Stelle spielen wir auf den
Konvergenzbegriff bei Folgen zuriick.

Definition 17.4 Es sei D CR und f: D — R eine Funktion, sowie a € R.

(a) Ist xq ein Hdufungspunkt von D, so sagen wir, dass f fir x gegen xo den
Grenzwert a hat, wenn fir jede Folge (z,) in D, die gegen xo konvergiert
und fir die x, # xo fir alle n € N gilt, die Folge (f(z,)) gegen a konver-
giert. Wir schreiben dafiir

lim f(x)=a.

T—To

(b) Ist xo ein Hiufungspunkt von Dy = {x € D : x > xo}, so hat f fir
x gegen xy den rechtsseitigen Grenzwert a, wenn fir jede Folge (x,) in
D, die gegen xy konvergiert, die Folge (f(x,)) gegen a konvergiert. Wir
schreiben

li = a.
:c—l>£r()l+f(x> “

(c) Ist zg ein Haufungspunkt von D_ :={x € D : x < x¢}, so hat f fir x gegen
xo den linksseitigen Grenzwert a, wenn fiir jede Folge (z,,) in D_, die gegen
xo konvergiert, die Folge (f(x,)) gegen a konvergiert. Wir schreiben

lim f(x)=a.

T—To—

Bemerkung 17.5 (a) Eine besondere Betonung beim Lesen dieser Definition
sollte jeweils auf den Worten ,,jede Folge* liegen.

(b) Wie bei den Grenzwerten fiir Folgen gibt es auch hier die alternativen
Schreibweisen

f(x) = a(x =), [flz)—=a(z—zt)bzw f(z) —a(z—z-)

(c¢) In den folgenden Sétzen und Definitionen werden wir alle Aussagen jeweils
nur fiir Grenzwerte von Funktionen machen. Diese gelten dann sinngeméf
auch fiir den rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwert, wenn dieser sinnvoll
ist.

Die Subtilitéiten dieser Definition verdeutlichen wir uns an einem Beispiel.
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Beispiel 17.6  (a) Wir setzen D = (0, 1] und

1
2
O<zx <=
T, X 2,
1
F@) =91, falls sSe<l,
7, r=1

Wie wir schon im vorherigen Beispiel gesehen haben, ist jedes x € [0, 1] ein
Héaufungspunkt von D. Wir konnen also Grenzwertbetrachtungen in allen
diesen Punkten anstellen. Wir untersuchen das Verhalten in den interessan-
ten Stellen 0, 1/2 und 1. Es gilt

lin%f(a:) =0 und lirq flz)=1.

Wir begriinden die erste Aussage. Es sei (z,) eine beliebige Nullfolge in
D (x, # 0 gilt sowieso, da 0 ¢ D). Dann gibt es ein ny € N, so dass
T, < 1/2 fiir alle n > ng gilt. Fiir diese n ist dann f(z,) = z2. Nach den
Grenzwertsitzen fiir Folgen konvergiert die Folge (z2) gegen Null, womit
lim, o f(x) = 0 gezeigt ist. Den zweiten Limes bestimmt man analog.

Was ist aber nun mit lim,_; /o f(x)? Dieser Grenzwert existiert nicht, denn
es gilt

Nach unserer Definition miisste der Grenzwert aber fiir jede Folge, die gegen
1/2 konvergiert, ohne 1/2 zu treffen, der selbe sein.

lim f(l—%> 1 md im f(%-i-%) — 1.

Das Problem tritt hier auf, weil wir uns einmal von links und einmal von
rechts an die kritische Stelle 1/2 angenéhert haben. Genau dafiir haben wir
aber die Begriffe des links- bzw. rechtsseitigen Grenzwertes. Tatséchlich
zeigt man wie oben, dass diese existieren und dass gilt

lim f(z)=1 und lim f(z)= %

z—1/2+ z—1/2—

Ohne es so zu nennen, haben wir schon einmal solche Grenzwerte berechnet.
Satz 8.1 konnen wir nun folgendermaflen formulieren:

lim ¥/z = y/ro fiir alle p € N und alle zy € [0, 00).

T—T0

Wir beweisen ein alternatives Kriterium, wann lim,_,,, f(z) = a gilt.

Satz 17.7 Es set D C R und xy ein Hdaufungspunkt von D, sowie f : D — R
eine Funktion und a € R. Dann gilt lim,_,, f(x) = a genau dann, wenn fir jedes
e >0 eind =4d(e) > 0 existiert, so dass

qgilt.

|f(z) —al <e firallexeD mit0 <|z—x9| <6 (17.1)
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17. Grenzwerte bei Funktionen

Beweis: Wir beweisen zunéchst ,,—“. Dazu nehmen wir an, die e-Bedingung
sei falsch, d.h. es gibt ein gy > 0, so dass (17.1) fiir kein 6 > 0 gilt. Fiir dieses
g0 gibt es also zu jedem 6 > 0 ein x = x(d) € D, fiir das 0 < |z — x| < J, aber
|f(x) —a| > eq gilt. Wahlen wir fiir jedes n € N speziell § = 1/n, so erhalten wir
eine Folge (x,) in D mit

0< |z, —a9| <1/n aber |f(z,)—al]>¢g fiiralleneN.

Das bedeutet, dass die Folge (x,) gegen o konvergiert und x, # x, fir alle
n € N gilt, aber f(z,) nicht gegen a konvergiert. Das ist ein Widerspruch zu
lim, ., f(x) =a.

Zum Beweis von ,<=* sei (x,) eine Folge in D, die gegen z, konvergiert, mit
T, # 1w fiir alle n € N. Wir miissen nun zeigen, dass die Folge (f(z,)) konvergiert
und den Limes a hat. Sei also € > 0 gegeben. Nach Voraussetzung existiert dann
ein 6 > 0, so dass (17.1) gilt. Weiter ergibt sich aus der Konvergenz der Folge
(x,) die Existenz eines ng € N, so dass 0 < |z, — xo| < 0 fur alle n > ng gilt.
Damit haben wir aber nach (17.1) fiir alle n > ny

|f(zn) - CL| <é
und sind damit fertig. O

Satz 17.8 Es sei D C R, f: D — R eine Funktion und xy ein Hdaufungspunkt
von D. Weiter sei fiir jede Folge (x,) in D, die gegen xy konvergiert und fir
die x, # xo fir alle n € N gilt, die Folge (f(x,)) konvergent. Dann ezistiert
lim, ., f(x).

Beweis: Es seien (x,) und (y,) Folgen in D, welche die Voraussetzungen des
Satzes erfiillen. Wir miissen nun zeigen, dass

lim f(z,) = lim f(y,)
gilt. Dazu definieren wir eine Folge (z,) durch zs, 1 = z, und zs, = y, fiir alle
n € N, d.h. es ist
(217 225 235 - - ) = (271,?/1,552, Y2,23,Y3, ... )

Dann gilt auch bei dieser Folge z, € D und z, # x, fiir alle n € N und z, konver-
giert gegen xy. Also existiert nach Voraussetzung der Limes a := lim,, . f(z,).
Die Folgen (z,) und (y,) sind aber Teilfolgen von (z,), also konvergieren diese
nach Satz 10.6 (b) gegen den selben Grenzwert, d.h.

lim f(z,) = a= lim f(y,).

O

Auch fir Grenzwerte von Funktionen konnen wir Grenzwertsatze formulieren.
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Satz 17.9 Es sei D C R und x¢ ein Haufungspunkt von D. Desweiteren seien
drei Funktionen f,g,h: D — R gegeben, so dass die Grenzwerte

a= lim f(z) wnd b= lim g(x)
T—x0

r—x0
existieren. Dann gilt:

(a) Die Limites fiir x — xo von f+ g, fg und |f| existieren und es gilt

lim (f(x) +g(e) =a+b, lm (f)g(e) =ab, lim |7(x)] = |a]

(b) Gibt es ein & > 0 mit f(z) < g(x) fiir alle x € (D N Us(x0)) \ {z0}, so gilt
a <b.

(¢) Ist a = b und gibt es ein § > 0 mit
fz) < h(z) < g(x) firallexz e (DNUs(xg)) \ {zo},

so existiert auch der Limes von h fir x — xo und es gilt lim,_.,, h(z) = a.

(d) Ist b # 0, so existiert ein 6 > 0, so dass |g(x)| > |b|/2 fir alle x € (D N
Us(xo)) \ {zo} ist. Wir kénnen also die Funktion

g : (D N Ué(l'o)) \{ZL’Q} — R  mit g(x) — m

g(z)

definieren. Fir diese existiert dann der Limes fir x gegen xq mit

flz) _ lim, .y f(z) _a

li = =
oo g(x) | limy o g(x) b

Beweis: Der Beweis dieses Satzes ergibt sich direkt aus den Grenzwertsétzen fiir
Folgen in Satz 7.8. Nur die erste Aussage in (d) wollen wir kurz beweisen.
Es sei € := |b|/2 > 0. Da lim,_,,, g(z) = b gilt, existiert dann nach Satz 17.7 ein
d > 0 mit |g(z) —b] <e=1b/2 fir alle x € (DNUs(xg)) \ {xo}. Also gilt fiir alle
diese  mit der Dreiecksungleichung

0]

bl =1b—g(z) + g(2)] < b = g(2) + [g(2)] = T + lg(2)],

dh. |g(z)] > [b]/2. O

Wir wollen im Folgenden auch untersuchen, wie sich Funktionen ,im Unend-
lichen®, also fiir sehr grofie (bzw. kleine) x verhalten. Dazu wiirden wir ger-
ne lim,_,,, definieren. Das ist aber mit dem derzeitigen Instrumentarium nicht
moglich, da es ja keine Folgen gibt, die ,,gegen unendlich konvergieren® (eine sol-
che Formulierung an sich sorgt schon fiir kalte Schauer auf dem Riicken...). Wir
fithren deshalb die folgenden Begriffe ein.
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Definition 17.10 Es sei (x,,) eine reelle Folge. Wir sagen

(a) (x,) divergiert bestimmt gegen oo (in Zeichen x,, — oo (n — 00)), falls fiir
jedes C' > 0 ein ng = no(C) € N existiert, so dass x, > C fiir alle n > ng
qgilt.

(b) (z,) divergiert bestimmt gegen —oo (in Zeichen x,, — —oo (n — o)), falls
fiir jedes C' > 0 ein ng = nog(C) € N existiert, so dass x, < —C' fir alle
n > ng gilt.

Ubungsaufgabe 17.11 (a) Ist (z,,) eine bestimmt divergente Folge gegen plus
oder minus unendlich, so gilt z,, # 0 fiir fast alle n € N. Weiter ist die Folge
(1/xy)n>r fur ein geeigenetes k € N eine Nullfolge.

(b) Achtung: ist (y,) eine Nullfolge mit y, # 0 fiir alle n € N, so ist (1/y,) im
Allgemeinen nicht bestimmt divergent. Geben Sie hierzu ein Beispiel an.

(c) Beweisen Sie, dass fiir jede Nullfolge (y,,) mit y, # 0 fiir alle n € N die
Folge (1/]y,|) bestimmt gegen oo divergiert.

Wir kénnen nun auch unsere Grenzwertdefinition fiir Funktionen entsprechend
ausweiten.

Definition 17.12 Essei D C R, f: D — R eine Funktion und xo ein Hiufungs-
punkt von D. Wir schreiben

lim f(z) =oco (bzw. lim f(z) = —o00),

T—T0 T—T0

wenn fir jede Folge (x,) in D, die gegen xo konvergiert und fir die x, # xo fir
alle n € N gilt, die Folge f(x,) bestimmt gegen oo (bzw. —oo) divergiert.

Definition 17.13 Es sei D C R nicht nach oben (bzw. unten) beschrinkt, f :
D — R eine Funktion und a € RU {oo, —oo}. Wir sagen

lim f(z) =a (bzw. lim f(z)=a)

r—00 r— —00

genau dann, wenn fir jede Folge in D, die bestimmt gegen oo (bzw. —o0) diver-
giert, f(x,) — a (n — oo) gilt.

Beispiel 17.14 (a) Es gilt

. . .1
lim — =0, lim — = oo, lim — = —o0.
T—00 T z—0+ T x—0—
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(b) Wir untersuchen abermals die Exponentialfunktion und interessieren uns
fiir ihr Verhalten fiir sehr grofie und sehr kleine x € R. Sei zunéchst z > 0
und p € N beliebig. Es ist

e " 1.2 Z’p+1
E(x) = — =1 — 4
(z) ;n! LRI TR s TRs
Da z > 0 ist, konnen wir
E(x) >
@ = G
abschétzen und erhalten
E E
S R T 1O
P (p+1)! z—oo P

Das bedeutet, dass die Exponentialfunktion schneller wichst als jede Po-
tenzfunktion. Insbesondere gilt also

lim E(z) = oo.

r—00

Das Verhalten fiir sehr kleine x kénnen wir nun mit Hilfe von E(x) =
E(—z)~! bestimmen. Ist (z,,) eine bestimmt gegen —oo divergente Folge,
so divergiert die Folge (—x,,) bestimmt gegen co. Da fiir jedes n € N

E(x,) =

E(—,)

gilt, und die Folge (E(—z,)) nach unseren obigen Uberlegungen bestimmt
nach oo divergiert, folgt mit Hilfe der Ubungsaufgabe 17.11 sofort

lim E(z) =0.

r——0Q0
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18. Stetigkeit

Wir kommen nun zu einem fundamentalen Begriff der Analysis, der Stetigkeit.
Flapsig gesprochen, bedeutet Stetigkeit, dass ein kleines Wackeln an der Variablen
den Funktionswert einer Funktion auch nur wenig verdndert, d.h. kleine Storun-
gen haben auch nur kleine Wirkungen. Damit ist Stetigkeit, zumeist unbemerkt,
eine haufige Grundannahme unseres Lebens.

Streng mathematisch formuliert liest sich das so:

Definition 18.1 Es sei D C R und xo € D. FEine Funkion f : D — R heifft
stetig in xg, wenn es zu jedem e > 0 ein § = (e, xg) > 0 gibt, so dass

|f(x) — f(xo)| < e fiir alle x € D mit |v — xo| < 0

qgilt.
Weiter heif§t f stetig auf D, wenn f in jedem Punkt xq € D stetig ist. Wir setzen

C(D):={f:D —R| f stetig auf D}.

Wir kénnen stetige Funktionen auch dquivalent mit Hilfe von Folgen charakteri-
sieren:

Satz 18.2 Es set D CR und f: D — R eine Funktion. Dann ist f genau dann
in xg € D stetig, wenn fir jede Folge (x,) in D, die gegen xo konvergiert, auch
die Folge (f(x,)) konvergiert und lim, ., f(z,) = f(xo) gilt (Folgenstetigkeit).

Beweis: Sei zunichst f in xq stetig, (x,,) eine Folge in D, die gegen xy konvergiert
und ¢ > 0. Dann existiert nach der Definition der Stetigkeit ein 6 > 0 mit
|f(z) — f(zo)| < € fiir alle x € D mit |z — x| < J. Da (x,,) gegen x¢ konvergiert,
gibt es nun weiter ein nyg € N mit |z, — x¢| < J fiir alle n > ny. Also gilt fiir all
diese n auch |f(x,) — f(zo)| < € und wir haben Konvergenz der Folge (f(x,))
gegen f(xq) gezeigt.

Es bleibt die umgekehrte Implikation zu zeigen. Dazu nehmen wir an, f wéare
nicht stetig in xy. Das bedeutet (vgl. Abschnitt 1.3): es gibt ein gy > 0, so dass es
fiir jedes 0 > 0 ein © = z(0) € D gibt mit |x — x¢| < 0, aber |f(z) — f(z0)| > €o.
Insbesondere gilt das fiir alle § der Form 1/n mit n € N. Also gibt es fiir jedes
n € Nein 2, € D mit |z, — x| < 1/nund |f(x,) — f(x0)| > 9. Wir betrachten
nun die Folge (x,). Wegen |z, — zo| < 1/n fiir alle n € N konvergiert diese Folge
gegen zo. Andererseits bleibt die Folge (f(z,)) aber immer mindestens gy von
f(zo) entfernt, im Widerspruch zur Voraussetzung, nach der (f(z,)) gegen f(zo)
konvergieren muss. U
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18. Stetigkeit

Diskussionsanregung: Auf der Menge D = [0, 1] U {2} sei die Funktion

2%, falls = € [0, 1],
/() { 43, falls x = 2,

gegeben. Skizzieren Sie den Graphen und diskutieren Sie, ob diese auf D stetig
ist.

Der folgende Satz erlaubt wieder, wie schon Satz 7.8 fiir Folgen, Stetigkeitsunter-
suchungen komplizierter Funktionen auf die Untersuchung einfacherer Bausteine
zu reduzieren. Sein Beweis ergibt sich aus der Kombination von Satz 18.2 und
den entsprechenden Aussagen aus Satz 7.8.

Satz 18.3 Es sei D C R und f,g: D — R seien stetig in xo € D. Dann sind
die Funktionen f + g, fg und |f| stetig in x,. )
Istzg € D:={x € D | g(x) # 0}, so ist die Funktion f/g: D — R stetig in xy.

Ubungsaufgabe 18.4 Es sei D C R und f : D — R ecine Funktion, sowie
xo € D.

(a) Ist zusétzlich zg ein Haufungspunkt von D, so ist f in 2y genau dann stetig,
wenn lim, .., f(z) = f(zo) gilt.

(b) Beweisen Sie Satz 18.3.

Fiir Funktionen gibt es zusétzlich zu Addition und Multiplikation auch noch
die Hintereinanderausfithrung als Verkniipfung. Tatséchlich erhélt auch diese die
Stetigkeit.

Satz 18.5 Es set D C R und die Funktion f : D — R sei stetig in x9 € D.
Weiter seien E C R mit f(D) C E und eine weitere Funktion g : E — R
gegeben, die in f(xq) stetig ist. Dann ist die Funktion go f : D — R stetig in xg.

Beweis: Sei (z,,) eine Folge in D mit x, — xy (n — o0). Dann folgt aus der
Stetigkeit von f mit Satz 18.2 sofort f(x,) — f(zo) (n — o0). Der selbe Satz
zusammen mit der Stetigkeit von ¢ in f(xg) liefert uns dann g(f(z,)) — g(f(x0))
(n — o0). Also ist wiederum nach Satz 18.2 die Funktion go f stetig in x. O

Wir wollen nun die Stetigkeit einer ganzen Klasse von Funktionen auf einmal
zeigen, ndmlich all derer, die durch eine Potenzreihe mit positivem Konvergenz-
radius gegeben sind.

Satz 18.6 Essei) - a,x" eine Potenzrethe mit Konvergenzradiusr > 0 (dabei
ist 1 = oo zugelassen). Setzen wir D = (—r, 1), bzw. D =R, falls r = 00, so ist
die Funktion f : D — R, gegeben durch f(z) = > " a,a™ fir x € D, stetig auf
D.
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Beweis: Es sei xp € D beliebig und sei ¢ € R so gewahlt, dass |zg] < 0 < 7
gilt. Dann ist zy € [—0,0] C D. Fiir alle © € [—p, o] gilt dann f(x) — f(zo) =
S L an(x™ — xp) und fiir jedes n € N ist (vgl. Satz 5.2 (c))

‘an(:c" — xg)\ = ‘an(x —xo) (2" " g - 2T+ xg_l)‘
< lanllz — zol (|2*™" + |2[*?|zo| + - - + [wo|" ")
< lag||lz — zolno" ™,
da sowohl |z| < g als auch |zy| < o gilt.

Wir zeigen als néchstes, dass die Reihe Y 7, |a,|ngo" ' konvergiert. Zur Anwen-
dung des Wurzelkriteriums berechnen wir

lim sup v/ |a,|ne"!' = limsup ~——F+—— Van| Yme _ = olimsup v/ |a,|.

n—oo n—oo Q n—oo

Dabei haben wir im letzten Schritt Ubungsaufgabe 9.6 angewendet und dabei
verwendet, dass lim,, .o /1 = lim, ., /o = 1 gilt.

Nach dem Satz von Hadamard wissen wir im Fall » = oo nun limsup,,_, . {/|a,| =
0 und ist r < oo, so gilt limsup,,_, Q/m = 1/r, also ist

lim sup v/|a,|no"=t < o/r < 1,

n—oo

die Reihe ist also nach dem Wurzelkriterium konvergent. Wir setzen

o0
s = Z lan|no"
n=1

Damit ist die Reihe iiber a, (2™ — z{}) absolut konvergent und wir kénnen mit der
verallgemeinerten Dreiecksungleichung abschétzen:

E an (™ — xy) <E la, (x™ — xp)|
n=1

Z |an| |z — zo|n0" ™ = |z — 305

|f(z) —

Wir haben also fiir alle x € [—p, g] die Ungleichungskette
0 <[f(x) — flzo)| < slz — wol-

Mit dem Sandwich-Theorem fiir Funktionengrenzwerte (siehe Satz 17.9 (c)) folgt
daraus lim, .., f(z) = f(zo) und damit ist f nach Ubungsaufgabe 18.4 (a) stetig
in zy. Da xg beliebig war, ist f stetig auf ganz D. O
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Beispiel 18.7 (a) Dank Satz 18.6 wissen wir nun, dass Exponentialfunktion,

(b)

106

Sinus und Cosinus stetige Funktionen auf R sind.

Es gilt
. sin(z)
lim

x—0 X

=1.

Zum Nachweis dieser Aussage iiberlegen wir uns, dass fiir x # 0 gilt

sin(z) I (=)™ L4 1( 3 b )
x _x;(2n+1)!x o \" 3!+5!
x2 x4 > (_1)n
-1 < _ 2n
3 5 ; 2n + 1) 9(@)

und (wie man leicht nachrechnet) hat die Potenzreihe, die g definiert, den
Konvergenzradius unendlich. Also ist diese Funktion in 0 stetig und es gilt,
da g mit der von uns untersuchten Funktion fiir alle # # 0 iibereinstimmt,

sin(x)

lim —= = lim g(z) = ¢(0) = 1.

Die Funktion f : R — R, gegeben durch

sin(x)
) = pra falls x # 0,

1, falls x = 0,

ist also auf ganz R stetig.

Genauso wie eben kann man den Grenzwert

E _
lim 7(33) L =
z—0 x

1

bestimmen, denn es ist fiir alle x # 0
xn—l 0

E(x)—1 1/g~a" et B "
B VO b B i D ek BY ey

und auch diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius oo.



19. Einige topologische
Grundbegriffe

Wenn wir uns eingehender mit Funktionen beschéftigen, wird die ,,Form® ih-
rer Definitions- und Bildmengen eine wichtige Rolle spielen. Eine eingehende
Beschiftigung mit den mengentheoretischen Grundlagen der Stetigkeit ist der Ge-
genstand des mathematischen Teilgebietes der Topologie. Wir wollen hier nicht
tief einsteigen (im weiteren Studium sollten Sie dies jedoch tun), sondern nur
einige grundlegende Begriffe einfiihren.

Wir vergegenwértigen uns noch einmal die Notation

Ur(xg) :={z € R: |x — x| <1},
vgl. Definition 7.2 (a).

Definition 19.1 (a) Eine Menge O C R heifst offen, falls fir jedes xy € O ein
e =e(xg) > 0 emistiert, so dass U.(xg) C O gilt.

(b) Eine Menge A C R heif$t abgeschlossen, falls das Komplement R\ A offen
15t.

Anschaulich bedeutet Offenheit, dass um jedes Element der Menge eine ganze
Umgebung auch noch zur Menge gehort, also jedes Element im ,,Inneren“ der
Menge liegt. Beispiele fiir offene Mengen sind alle offenen Intervalle (a, b).

Wir konnen diese intuitive Vorstellung auch in mathematische Begriffe fassen.

Definition 19.2 Es sei M C R. Ein Punkt vy € M heift innerer Punkt von M,
wenn ein € > 0 existiert, so dass U.(xo) C M gilt. Die Menge

M° = {x € M : x ist innerer Punkt von M}

heifit Inneres von M.

Es ist nun offensichtlich, dass eine Menge genau dann offen ist, wenn alle ihre
Punkte innere Punkte sind, bzw. wenn M = M?° gilt.

Eine bessere Vorstellung fiir Abgeschlossenheit werden wir im folgenden Satz
noch entwickeln. Beispiele fiir abgeschlossene Mengen sind alle abgeschlossenen
Intervalle der Form [a, b].
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19. Einige topologische Grundbegriffe

Warnung 19.3 Mengen sind keine Tiiren! Es ist ein hdufiges Missverstand-
nis, dass offen und abgeschlossen so etwas wie eine Einteilung der Mengen in zwei
Sorten darstellen. Das ist keinesfalls so. Die ,,meisten” Mengen sind weder abge-
schlossen noch offen, man betrachte als Beispiel ein halboffenes Intervall. Es gibt
sogar Mengen, die sowohl abgeschlossen, als auch offen sind! Als Beispiel dient
hier die Menge R. Ein weiteres finden Sie beim Nachdenken iiber diese Aussage
selbst.

Wir wollen nun ein praktikables Kriterium fiir Abgeschlossenheit beweisen.

Satz 19.4 Es sei A C R. Dann ist A abgeschlossen genau dann, wenn fir jede
Folge (x,) in A, die in R konvergiert, lim, .., x, € A gilt.

Beweis

»=" Es sei A C R abgeschlossen und (z,,) eine Folge in A, die in R gegen den
Grenzwert x konvergiert. Zu zeigen ist z € A. Wir nehmen also an, es
ware © € A°. Da A° nach Voraussetzung offen ist, gibt es dann ein ¢ > 0
mit U.(z) C A¢ d.h. fir alle a € A gilt |z — a| > . Damit muss aber
auch |z — z,| > ¢ fiir alle n € N gelten und das ist ein Widerspruch zur
Konvergenz von (z,,) gegen x.

Wir zeigen, dass A° offen ist. Sei dazu xqg € A°. Nehmen wir an, dass
es kein € > 0 mit U.(zg) C A° gibt, so heifit das, dass fiir jedes ¢ > 0 die
Menge U, (x¢) N A nicht-leer ist. Insbesondere kénnen wir e = 1/n firn € N
wihlen. Dann erhalten wir fiir jedes n € N ein a,, € Uy, (29)NA, d.h. es gilt
|a, — xo| < 1/n. Die Folge (a,) liegt also ganz in A und konvergiert gegen
2. Nach Voraussetzung ist dann xg € A und wir haben einen Widerspruch.

O

Abgeschlossenheit bedeutet damit anschaulich, dass alles, was man aus dem Inne-
ren der Menge heraus annédhern kann, auch zur Menge dazu gehéren muss. Insbe-
sondere enthélt eine abgeschlossene Menge immer ihren ,,Rand“. Der vorstehende
Satz macht natiirlich erst Sinn, wenn wir den Begriff des Randes definiert haben.
Das wollen wir nun tun.

Definition 19.5 Sei M C R eine Menge.

(a) Ein xo € R heifft Randpunkt von M, falls fir jedes € > 0 die Mengen
M N U (xo) und M N U (xg) beide nicht-leer sind.

(b) OM := {x € R: x Randpunkt von M} heifit Rand von M und
M := M UOM heifit Abschluss von M.

Wir kénnen damit Satz 19.4 auch folgendermafien formulieren und damit sehen,
dass obige Intuition des Randes richtig war.

108



Ubungsaufgabe 19.6 Eine Menge A C R ist genau dann abgeschlossen, wenn
jeder Randpunkt von A auch zu A gehort und das ist wieder genau dann der Fall,
wenn A = A gilt.

Wir kommen nun zu einem von der Definition her recht komplizierten, aber dafiir
umso wichtigeren Begriff, der Kompaktheit.

Definition 19.7 FEs sei K C R eine Menge.

(a) Es sei I C R eine beliebige Indexmenge. Eine Familie von Mengen (E;)ier
mit E; C R fiir alle i € I heifit eine Uberdeckung von K, falls K C | J,.; E;
gilt.

Die Uberdeckung heifit offen, falls E; fiir alle i € I eine offene Menge ist.

(b) Die Menge K heifit kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung (E;)icr
von K eine endliche Teiliberdeckung gibt, d.h. es gibt eine endliche Menge
Iy C I von Indizes, so dass schon (E;)cr, eine offene Uberdeckung von K
darstellt.

Solange wir uns nur mit Funktionen in R beschéftigen, brauchen wir uns zum
Gliick mit dieser Definition nur sehr am Rande herumschlagen, denn in diesem
Fall gilt der folgende Satz.

Satz 19.8 (Satz von Heine-Borel) Fine Menge K C R ist genau dann kom-
pakt, wenn sie abgeschlossen und beschrdankt ist.

Auch fiir Teilmengen von R™ mit n € N bleibt dieser Satz richtig, aber es sei schon
hier ausdriicklich davor gewarnt, im Kopf Kompaktheit mit Abgeschlossenheit
plus Beschréanktheit gleichzusetzen. In unendlich-dimensionalen Rdumen ist das
falsch, und die werden Thnen mit Sicherheit noch wéhrend des Studiums iiber den
Weg laufen (ja, auch den PhysikerInnen!).

Um ein bisschen mit der Definition von Kompaktheit zu arbeiten, wollen wir
zumindest den einfachen Teil dieses Beweises fiihren.

Lemma 19.9 Ist K C R kompakt, so ist K abgeschlossen und beschrdnkt.

Beweis: Sei 2y € K. Dann gilt wegen R = (J;7, Up(zo) insbesondere K C
Ui, Uk(x0). Da K kompakt ist, gibt es nach Definition eine endliche Teiliiberde-
ckung dieser offenen Uberdeckung. Es gibt also ein N € Nmit K C |J_, Ux (o) =
Un(zo). Damit ist die Beschrénktheit von K gezeigt.

Fiir den Nachweis der Abgeschlosenheit von K zeigen wir, dass K¢ offen ist.
Sei dazu zy € K€ fest. Fiir jedes k € N betrachten wir nun die Mengen Oy :=
R\ Uyji(wo) = {y € R: |y — 20| > 1/k}. Dann gilt

KQR\{xO}:GOk

109



19. Einige topologische Grundbegriffe

und die Mengen Oy, k € N, sind alle offen. Wir haben damit eine offene Uberde-
ckung der kompakten Menge K gefunden, diese muss also eine endliche Teiliiber-
deckung enthalten. Somit existiert ein N € N mit

N
K C U Or = On =R\ Uy/n(20),
k=1

d.h. Uyn(zo) € K¢ und wir sind fertig. O

Mit den Satzen von Heine-Borel und von Bolzano-Weierstrafl erhalten wir nun
das folgende Kompaktheitskriterium.

Satz 19.10 FEine Menge K C R ist genau dann kompakt, wenn jede Folge in K
eine konvergente Teilfolge enthdlt, deren Grenzwert zu K gehort.

Beweis: Wir beweisen zunéchst ,—“. Es sei dazu K C R kompakt und (a,)
eine Folge in K. Dann ist K nach Satz 19.8 abgeschlossen und beschréinkt. Also
ist auch die Folge (a,,) beschriankt und besitzt damit nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrafl eine konvergente Teilfolge. Da K auch abgeschlossen ist, muss deren
Grenzwert nach Satz 19.4 zu K gehoren.

Wir beweisen nun ,,<=". Zunéchst ist K nach Satz 19.4 abgeschlossen, denn jede
Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert gegen den Grenzwert der Folge.
Wir miissen mit Blick auf den Satz von Heine-Borel also noch Beschrénktheit
von K zeigen. Nehmen wir an, K wére unbeschrankt, so gibt es fiir jedes n € N
ein z,, € K mit |z,| > n. Damit ist (z,) eine Folge in K, die keine konvergente
Teilfolge besitzt, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist K beschrinkt und
damit auch kompakt. O
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20. Eigenschaften stetiger
Funktionen

Dieser Abschnitt enthélt einen wichtigen Satz iiber stetige Funktionen nach dem
anderen. Wir werden spéter immer wieder auf die hier entwickelten Ergebnisse
zuriick greifen.

Satz 20.1 (Zwischenwertsatz) Es seien a,b € R mit a < b gegeben und f €
C([a,b]). Ist yo eine Zahl zwischen f(a) und f(b), so gibt es ein xo € [a,b] mit
f(0) = wo.

f()
A

f(b) -

0

f(a) -

Abbildung 20.1.: Der Zwischenwertsatz

Beweis: Ist yo = f(a) oder yo = f(b), so sind wir bereits fertig. Wir kénnen
also annehmen, dass yo # f(a) und yo # f(b) gilt. Weiter nehmen wir an, dass
f(a) < f(b) ist, denn im Fall f(a) = f(b) muss yo = f(a) = f(b) sein, und den
Fall f(a) > f(b) kann man analog behandeln. Wir haben also f(a) < yo < f(b).
Setze

M = {x € [a,b] | f(z) < yo}-

Dann gilt a € M, also ist M # (). AuBerdem ist M durch b nach oben beschrinkt,
d.h. 2 := sup M existiert. Daher kann fiir alle n € N die Zahl o — 1/n keine
obere Schranke von M sein, also existiert fiir jedes n € N ein z, € M mit

Ty — — < x, < Tp.
n
Nach dem Sandwich-Theorem konvergiert die Folge (z,) gegen xy und da fiir

jedes Folgenglied a < z,, < b gilt, haben wir damit auch gleich zq € [a, b].
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20. Eigenschaften stetiger Funktionen

Nun folgern wir aus der Stetigkeit von f mit Satz 18.2, dass die Folge (f(x,))
konvergiert und lim,, . f(z,) = f(zo) gilt. Da auflerdem jedes x,, in M gewé&hlt
war, gilt f(z,) < yo fiir alle n € N, also ist im Grenzwert f(xg) < yo. Es bleibt
noch die umgekehrte Ungleichung f(x¢) > yo zu zeigen.

Dazu beobachten wir zunéchst, dass sogar xy € [a,b) gelten muss, denn zy = b
kann wegen f(zo) < yo und f(b) > yo nicht sein. Nun nehmen wir an, es wére
f(zo) < yo. Dann ist € := yg — f(zo) > 0. Nach der Definition der Stetigkeit gibt
es zu diesem € ein § > 0, so dass

|f(2) = f(zo)| < e fiir alle z € [a,b] N Us(xo)

gilt. Sei nun ein z € [a,b] mit xy < z < 29 + 0 gewdhlt. Das geht, da zo < b ist.
Dann gilt

f(2) = f(xo) < [f(2) = flxo)| <& =wo— flzo).
Also ist f(2) < yo und damit z € M. Da zy das Supremum von M ist, muss dann
z < xg gelten, was ein Widerspruch ist.
Zusammen ist damit f(xg) = yo. O

Eine wichtige Folgerung aus diesem Satz ist die folgende.

Satz 20.2 (Nullstellensatz von Bolzano) FEs seien a,b € R mit a < b und
f € C(la, b)) mit f(a)f(b) <0 gegeben. Dann gibt es ein xy € (a,b) mit f(zg) = 0.

Beweis: Wir miissen uns nur klarmachen, dass die Voraussetzung f(a)f(b) < 0
bedeutet, dass entweder f(a) > 0 und f(b) < 0 oder f(a) < 0 und f(b) > 0 ist.
Dann folgt die Behauptung sofort aus Satz 20.1. O

Wir kénnen dieses Ergebnis nun anwenden, um den Wertebereich der Exponen-
tialfunktion zu bestimmen.

Beispiel 20.3 Wir zeigen, dass fiir die Exponentialfunktion gilt:
E(R) = {E(x) | x € R} = (0,00).

Wir wissen schon (vgl. Satz 15.9 (c)), dass E(z) > 0 fiir alle 2 € R gilt, d.h. es
ist E(R) C (0,00). Es bleibt die umgekehrte Inklusion zu zeigen.
Sei dazu yy € (0, 00). Wir wissen aus Beispiel 17.14 (b), dass

xEme(x) =0 und :Bll_{lgo E(z) =000
gilt. Also gibt es ein a € R, so dass E(a) < yo gilt und ein b € R mit E(b) > yo.
Da damit zwangsldufig F(a) < E(b) gilt und die Exponentialfunktion nach
Satz 15.9 (e) streng monoton wachsend ist, muss a < b gelten. Da die Expo-
nentialfunktion nach Satz 18.6 auch auf ganz R stetig ist, sind nun alle Voraus-
setzungen von Satz 20.1 erfiillt. Es gibt also ein xgp € R mit F(x¢) = yo. Damit
ist yp € E(R) und wir sind fertig.
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Definition 20.4 Es sei D C R. Eine Funktion f : D — R heifit beschrénkt, falls
die Menge f(D) beschrankt ist, d.h. falls ein C' > 0 existiert, so dass |f(x)] < C
fiir alle x € D gilt.

Wir kénnen nun den fundamentalen Satz formulieren, der das Verhalten stetiger
Funktionen auf kompakten Mengen beschreibt.

Satz 20.5 Es sei K C R kompakt und nicht-leer, sowie f € C(K). Dann gibt es
Ty, 2" € K, so dass

flzy) < f(x) < f(z*) firallex € K

gilt. Insbesondere ist f beschrdinkt.

Man beachte, dass damit insbesondere max f(K) = f(z*) und min f(K) = f(x.)
existieren.
In Worte gefasst lautet dieser Satz damit:

Eine stetige Funktion auf einem Kompaktum nimmt ihr Maximum
und ihr Minimum auf dem Kompaktum an.

Dass dabei jede der Voraussetzungen zwingend notig ist, veranschaulichen die
folgenden Beispiele.

Beispiel 20.6 (a) Ist K = [0, 1] und

z, falls x € (0,1),
fz) =

%, falls = 0 oder x =1,

so ist zwar 0 < f(x) <1 fiir alle x € [0, 1], aber es gibt keine z,, z* € [0, 1]
mit f(z,) =0 und f(2*) = 1. Wir brauchen also die Stetigkeit von f.

(b) Ist K = (0,1] und f(z) = 1/x fiir x € K, so ist f auf K stetig, aber die
Menge f(K) ist nicht beschréankt, da lim, .o, f(x) = oo ist. Wir brauchen
also die Abgeschlossenheit von K.

(c) Ist schlieflich K = R und f(z) = E(z), so ist diese Funktion wieder auf
ganz K stetig und K ist abgeschlossen, aber f nicht beschrinkt. Wir brau-
chen also die Beschranktheit von K.

Beweis von Satz 20.5: Wir zeigen zunéchst, dass unter den Voraussetzungen
des Satzes die Funktion f beschrédnkt ist. Wére dem nicht so, géibe es fiir jedes
n € Nein x, € K mit |f(x,)| > n. Wegen der Kompaktheit von K kénnen wir
nun nach Satz 19.10 aus der Folge (z,,) eine konvergente Teilfolge (x,, ) mit zo :=
im0 T, € K auswéhlen. Da f stetig auf K ist, muss dann die Folge (f(z,,))
gegen f(zo) konvergieren. Insbesondere ist damit die Folge (f(z,,)) beschrénkt,
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20. Eigenschaften stetiger Funktionen

was im Widerspruch zur Konstruktion der Folge (x,,) steht, nach der | f(x,, )| > ng
fiir alle & € N gilt.

Da nun f(K) beschrankt ist, existieren zumindest sup f(K) und inf f(K). Wir
betrachten hier nur S := sup f(K), die Untersuchung fiir das Infimum verlduft
analog. Zu zeigen ist, dass es ein x* € K gibt, so dass f(z*) = S gilt. Dazu stellen
wir zunéchst fest, dass fiir jedes n € N die Zahl S — 1/n keine obere Schranke
von f(K) sein kann. Also gibt es jeweils ein y, € f(K), und damit ein z, € K
mit f(x,) = y,, so dass

S—l < f(z,) <8 firalleneN (20.1)
n

gilt. Die so gewonnene Folge (z,) enthilt wie jede Folge in K eine konvergente
Teilfolge (x,, ). Wir setzen

2" = lim x,, .
k—o0

Dann gilt wegen der Abgeschlossenheit von K sofort x* € K und dank der
Stetigkeit von f haben wir f(x,,) — f(2*) fiir kK — oco. Mit Hilfe von (20.1) und
dem Sandwich-Theorem gilt aulerdem

klim f(zy,) = lim f(z,)=S.
Also ist f(z*) = S. O

Als néchstes wollen wir zeigen, dass sich die Stetigkeit einer Funktion auf ihre
Umkehrfunktion iibertragt, sofern diese existiert. Wir beobachten dazu, dass fiir
ein Intervall I, insbesondere ist auch I = R zugelassen, und eine streng monotone
Funktion f : I — R, f auf I injektiv ist (Ubungsaufgabe!). Damit ist nach
Einschrinkung des Wertebereichs die Funktion f : I — f(I) bijektiv und die
Umkehrfunktion f~! existiert in diesem Fall. Wir wissen iiber die Umkehrfunktion
sogar noch mehr.

Lemma 20.7 Sei I C R ein Intervall und f : I — f(I) eine streng monoton
wachsende (bzw. fallende) Funktion. Dann ist die Umkehrfunktion f=% ebenfalls
streng monoton wachsend (bzw. fallend).

Beweis: Wir fiihren den Beweis nur fiir wachsende Funktionen, die geklammerte
Aussage beweist man analog. Es sei also f streng monoton wachsend.

Es seien y1,y, € f(I) mit y; < yo gegeben. Dann existieren z1,xs € I, so dass
f(x1) = y1 und f(x9) = ys gilt. Da f streng monoton wéchst und f(z1) < f(x2)
gilt, muss auch z; < x5 sein. Damit ist aber

F ) =2 <@ = [ (1),

was nichts anderes bedeutet, als dass f~! streng monoton wichst. O

Fiir den Beweis des néchsten Satzes brauchen wir noch das folgende Lemma,
dessen Beweis als Ubung stehen bleibt.
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Lemma 20.8 Fine Menge M C R ist genau dann ein Intervall, wenn fiir je zwei
Zahlen a,b € M mit a < b stets [a,b] C M gilt.

Satz 20.9 FEsseil C R ein beliebiges Intervall und f € C(I) sei streng monoton.
Dann ist f(I) ebenfalls ein Intervall und es gilt f=+ € C(f(I)).

Beweis: Wir fithren den Beweis wieder nur fiir streng wachsende Funktionen f.
Wir verwenden zunéchst Lemma 20.8, um zu zeigen, dass f(I) ein Intervall ist.
Seien dazu a,b € f(I) mit @ < bund ein yy € [a, b] gegeben. Dann gibt es o, 5 € 1,
so dass f(a) = aund f(3) = b gilt. Wir haben also

fla)=a<y, <b= f(p).

Da f stetig ist, existiert also nach dem Zwischenwertsatz 20.1 ein zy € [ mit
f(zo) = yo. Also ist yo € f(I) und wir erhalten [a,b] C f(I).

Nun bleibt noch zu zeigen, dass f~' € C(f(I)) gilt. Sei hierzu zunéchst I ein
kompaktes Intervall, also I = [«, ] fiir irgendwelche a, 3 € R mit o < 3. Dann
gilt nach dem ersten Teil dieses Beweises, dass f(I) = [f(«), f(3)] ist (Beachten
Sie die Monotonie-Annahme!). Sei nun yo € f(I) und (y,) eine Folge in f([I), die
gegen Yo konvergiert. Wir miissen nun zeigen, dass

F~ yn) — [ (o) (0 — 00)

gilt. Wir setzen x, := f~(y,) fiir jedes n € N und zy := f~!(yo). Dann gilt
xn, € I = |o, (] fiir jedes n € Ny und wir haben zu zeigen, dass die Folge (z,,)
gegen xg konvergiert.

Es sei v ein Haufungswert von (z,). Da I beschrinkt vorausgesetzt ist, hat die
Folge mindestens einen solchen. Es existiert also eine Teilfolge (x,, ) von (x,,), die
gegen 7y konvergiert. Da I abgeschlossen ist, gilt damit auch v € I = [« 3]. Wegen
der Stetigkeit von f konvergiert auBerdem die Folge (f(x,,)) gegen f(7y). Nun
gilt aber f(z,,) = y,, fir alle k € N und da (y,) und damit auch (y,,) gegen yo
konvergiert und der Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig ist, muss damit
f(v) = yo = f(xo) gelten. Auf Grund der Injektivitdt von f ist dann v = x.
Die beschriankte Folge () besitzt also genau einen Haufungspunkt, ndmlich .
Damit konvergiert die Folge nach Satz 10.12 und es gilt lim,, .. x, = xo.
Abschlieflend bleibt noch der Fall eines beliebigen Intervalls zu behandeln. Dazu
beachte man, dass nach Definition eine Funktion auf einer Menge stetig ist, wenn
sie in jedem Punkt der Menge stetig ist. Kénnen wir also zeigen, dass f~! €
C([a, b]) fiir jedes Intervall [a,b] C f([) ist, so ist f~1 auf f(I) stetig, da man um
jeden Punkt in f(7) so ein Intervall legen kann.

Seien also a,b € f(I) mit a < b. Dann gibt es wieder «, € I mit f(a) = a und
f(B) = bund es gilt a« <  wegen der strengen Monotonie von f. Also kénnen
wir fiir das Intervall [a, 5] den obigen Beweis verwenden und erhalten, dass f~!

auf [f(«), f(B)] = [a, b] stetig ist. O
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Auch dieser Satz liefert uns eine neue spannende Information iiber die Expo-
nentialfunktion, denn von dieser wissen wir, dass sie auf I = R streng monoton
wichst (vgl. Satz 15.9 (e)). AuBerdem haben wir in Beispiel 20.3 gesechen, dass
E(R) = (0,00) gilt. Damit wissen wir, dass die Umkehrfunktion existiert. Diese
bekommt einen eigenen Namen.

Definition 20.10 Die Funktion

In:=log:=E"':(0,00) =R mit In(z):=log(x) :=E (x), z € (0,00),
heifit (natiirlicher) Logarithmus.
Der Logarithmus hat die folgenden Eigenschaften.

Satz 20.11 (a) Die Funktion In ist auf (0,00) stetig und wdchst streng mono-
ton.

(b) Es gilt In(1) = 0 und In(e) = 1.

(¢) lim In(z) = oo und li%qJr In(z) = —oc0.

(d) Fiir alle x,y € (0,00) und n € Z gilt
In(zy) = In(z) + In(y), m(E) —In(z) —In(y), In(a") =nln(z).

(e) Fiir alle x € (0,00) und alle r € Q gilt
In(z") = rin(x).
Beweis:
(a) Ergibt sich sofort aus Satz 20.9.
(b) Ergibt sich aus Satz 15.9 (b).
(c) Ergibt sich aus Beispiel 17.14 (b).
(d) Wir setzen ¢ := In(z) und 7 := In(y). Dann gilt nach Satz 15.9 (a)
E(§+n) = E(§)E(n) = E(In(z)) E(In(y)) = .

Also ist
In(zy) = In(E(€ + 1)) =& +n=In(z) + In(y).
Weiter gilt mit Satz 15.9 (c)

( (%)) 1/93)) - 1}33 -
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Also ist 1 1
—In(z) = —ln(E(— ln(—))) = ln(—).
x x
Damit kénnen wir aus der ersten Formel sofort folgern
x

1n<—> = ln(xl> = In(x) + 1n<1) = In(x) — In(y).

) ) Y

Es bleibt noch die dritte Formel. Fiir n € N folgt diese sofort aus der ersten
und fiir negative n aus

In(z") = In((z™)™")) = —In(z™") = nln(z).

() Ist r € Q und » = m/n mit m € Z und n € N so gilt mit den in (d)
gezeigten Beziehungen

In(z") = ln((xl/”)m) = mln(z"") = rnln(z¥/") = rln((xl/")") = rlin(x).
U

——
—
—_—

E(x) — — In(x)|

Abbildung 20.2.: Die Graphen der Exponentialfunktion und des Logarithmus

Sehen wir uns die Aussage in (e) noch einmal an, so folgt daraus insbesondere
fir alle a € (0,00) und alle r € Q die Beziehung a" = E(In(a”)) = E(rln(a)).
Diese verwenden wir nun um die allgemeine Potenzfunktion zu definieren.

Definition 20.12 Fir alle a € (0,00) und alle x € R definieren wir die allge-
meine Potenz durch
a® = E(z - In(a)).
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20. Eigenschaften stetiger Funktionen

Man beachte, dass damit insbesondere fiir a = e auch die iibliche Schreibweise
e’ = E(x) gerechtfertigt ist.
Wir sammeln Eigenschaften dieser Funktion.

Satz 20.13 FEs sei a € (0,00). Dann ist die Funktion x — a® stetig auf R und
es gelten die bekannten Rechenregeln fiir Potenzen wie beispielsweise

1
a" =a"a¥, a'==, (a")=a".

Beweis: Wir beobachten zunéchst, dass die beiden Funktionen x — z-1In(a) und
z +— E(z) jeweils auf R stetig sind, also ist auch die Potenzfunktion als deren
Verkettung nach Satz 18.5 stetig.

Die Rechenregeln lassen sich alle direkt aus jenen fiir die Exponentialfunktion
ableiten. Wir behandeln deshalb hier nur beispielhaft

™ = E((z 4+ y)In(a)) = E(zIn(a) + yIn(a)) = E(zIn(a))E(yIn(a)) = a"a”.

O
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21. Funktionenfolgen und -reihen

Wir betrachten nun Folgen, deren Glieder, bzw. Reihen, deren Summanden selbst
wieder Funktionen sind. Dafiir fithren wir den folgenden Begriff ein.

Definition 21.1 FEsse:r D C R und fiir jedesn € N sei eine Funktion f, : D — R
gegeben.

(a) Wir bezeichnen mit (f,) die Funktionenfolge (f1, fa, f3,...) und sagen, die
Funktionenfolge konvergiert punktweise, wenn fiir jedes v € D die reelle
Zahlenfolge (fn(x)) konvergiert. In diesem Fall heifit die Funktion

D—1R
f:{

r— lim f,(x)

die Grenzfunktion von (f,).

(b) Wir bezeichnen mit Y -, f, die Funktionenreihe f; + fo + f3 4+ .... Die
Funktionenreihe konvergiert punktweise, wenn fir jedes x € D die Reihe
Yoo fu(x) konvergiert. In diesem Fall heifit die Funktion

D—R

S ;L'»—)an(gj)
n=1

die Summenfunktion.
Beispiel 21.2 (a) Essei D = [0, 1] und
fo(z) :=2", 2 €]0,1],

fiir jedes n € N.

Nach Satz 8.2 gilt lim,, .., 2" = 0 fiir alle z € [0,1) und fiir x = 1 erhalten
wir fiir jedes n € N den Wert 1, also konvergiert (f,,) punktweise gegen die
Funktion f :[0,1] — R mit

0, falls z € [0, 1),
J(w) = { 1, falls x = 1.
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21. Funktionenfolgen und -reihen

(b)

Es sei (a,) eine reelle Folge und fiir jedes n € N die Funktion

fo(z) = ayz”

gegeben. Dann ist die aus diesen Funktionen gebildete Funktionenreihe ge-
nau die durch die Folge (a,,) gegebene Potenzreihe. Sie konvergiert also, falls
der Konvergenzradius r der Potenzreihe positiv ist, innerhalb des Intervalls
(—r,r) punktweise gegen die Funktion s : (—r,7) — R mit

o0
s(x) = Z anx".
n=1

Die Potenzreihen sind also ein Spezialfall von Funktionenreihen.

Es sei D := [0, 00) und fiir jedes n € N sei f : [0,00) — R gegeben durch

nx

fn(flf) = m, T € [O, OO)
Dann gilt fiir alle z € [0, c0)

lim f,(z) = lim ¢—0

nooo’ " _n—>oo]_/n2—|—1‘2_ ’

also konvergiert (f,,) in diesem Beispiel auf [0, 0o) punktweise gegen f = 0.

Bemerkung 21.3 (a) In Epsilons ausgedriickt bedeutet punktweise Konver-
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genz einer Funktionenfolge (f,,) auf einer Menge D C R:
Ve > 0Vx € D 3ng =ngle,z) e NVn >ng: |fu(x) — f(z)| <e.  (21.1)

Eine entsprechende Aussage lisst sich natiirlich auch fiir Funktionenreihen
hinschreiben, wenn man beachtet, dass Konvergenz der Reihe nichts anderes
als die Konvergenz der Folge der Partialsummen bedeutet.

Schauen wir uns noch einmal unser drittes Beispiel von oben an, so sehen wir
rechnerisch sofort ein, dass diese Funktionenfolge punktweise gegen die Null-
funktion konvergiert. Schaut man sich jedoch fiir jedes n € N den grofiten
Abstand des Funktionsgraphen der Funktion f,, von der z-Achse und damit
vom Graphen der Nullfunktion an, so weigert sich dieser hartnéickig gegen
Null zu streben, sondern bleibt immer konstant 1/2. Rechnerisch, siecht man
das daran, dass fiir alle n € N gilt

w0 O -l =]t e

Wir wollen im Folgenden einen weiteren, restriktiveren Konvergenzbegriff
einfithren, der solch ein Konvergenzverhalten nicht mehr ,toleriert*.




Definition 21.4 Es sei D C R und fiir jedesn € N seien Funktionen f, : D — R
gegeben.

(a) Die Funktionenfolge (f,) konvergiert gleichméBig auf D gegen f, falls fiir

jedes € > 0 ein ng = no(e) € N existiert, so dass
|fu(x) — f(x)] < e fir alle n > ng und alle v € D

gilt.

(b) Die Funktionenreihe >~ | f, konvergiert gleichméBig auf D gegen s, genau

dann wenn fir jedes € > 0 ein ng = ng(e) € N existiert, so dass

< ¢ fir alle n > ng und alle x € D

> filw) = s(x)

qgilt.

Bemerkung 21.5 (a) Schreiben wir auch die Bedingung fiir gleichméfige Kon-

vergenz in Epsilontisch, so erhalten wir
Ve > 03dng=ng(e) e NVn >noVae € D : |fu(x) — f(z)| <e.

Vergleichen wir mit der entsprechenden Definition der punktweisen Kon-
vergenz aus (21.1), so sehen wir den Unterschied: Der Quantor Vo € D“
ist von vorne nach hinten gerutscht. Das macht einen groflen Unterschied.
Bei punktweiser Konvergenz diirfen wir bei der Auswahl des ny sowohl die
zugelassene Abweichung von der Grenzfunktion e als auch den Wert fiir x
einfliefen lassen und fiir verschiedene x unter Umstanden verschiedene nyg
wihlen, wiahrend es bei gleichméfBiger Konvergenz zu jedem ¢ ein ny geben
muss, das fiir alle x € D das selbe ist. Wir brauchen in diesem Sinne ein
universelles oder eben gleichméfiges ng, dass fiir alle x € D simultan den
Abstand |f,,(z) — f(x)| kleiner als ¢ garantiert.

Obige Uberlegung zeigt auch sofort, dass jede Funktionenfolge, die gleich-
méafBig gegen eine Funktion f konvergiert, insbesondere auch punktweise
gegen die selbe Funktion konvergiert: Wenn wir ein universelles ng haben,
erfiillt dieses die Konvergenzbedingung natiirlich auch fiir jedes x € D
einzeln.

Anschaulich bedeutet gleichméfiige Konvergenz gegen f, dass die Graphen
der Funktionen f, ab einem gewissen ng alle ganz in einem e-Streifen um
den Graphen der Funktion f liegen, vgl. Abbildung 21.1.

Betrachten wir wieder das Beispiel 21.2 (c¢) von oben, so sehen wir, dass das
eben nicht der Fall ist. So verlédsst jede Funktion f, irgendwo den Streifen
um die z-Achse mit Breite 1/4.
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21. Funktionenfolgen und -reihen

f(x)

Abbildung 21.1.: Der e-Streifen um den Graphen der Grenzfunktion f.

Beispiel 21.6 Wir betrachten im Lichte der neuen Definition noch einmal (a)
und (c) aus Beispiel 21.2. Beide Funktionenfolgen sind nicht gleichméBig konver-
gent.

Fiir das Beispiel
nw

o) = e

folgt das direkt aus (21.2), denn fiir € := 1/4 gibt es fir jedes n € Nein x € [0, 00),
fiir das | f.(z) — f(x)| > € gilt.
Fir

z € [0, 00),

folz)=2", z€]0,1],
erhilt man wegen 1/4/2 € (0,1) fiir allen € N

(35 - 1) = l(55) -0l =3

auf dem gleichen Wege, dass die Funktionenfolge nicht gleichméfig konvergiert.

Die Frage der gleichméfiigen Konvergenz héngt manchmal sehr stark vom be-
trachteten Intervall ab, was nicht weiter verwundert, denn je grofler dieses ist,
desto mehr x muss ein zu vorgegebenem ¢ gewihltes n, gleichzeitig verarzten.
Schauen wir nochmals die obigen Beispiele an, so sehen, wir, dass bei (a) das
Problem bei z = 1 liegt und bei (c) bei = 0. Halten wir uns von diesen beiden
Punkten fern, so kénnen wir tatsdchlich gleichméfiige Konvergenz nachweisen.

Beispiel 21.7 (a) Wihlen wir ein a € (0,1), setzen wir D := [0,a] und be-
trachten nun auf dieser Menge die Funktionenfolge

folz):=2", =z €D,

so gilt fiir alle € D die Abschétzung | f,(z) — f(z)| = [z" — 0] = 2" < o™,

(Man beachte, dass die Grenzfunktion auf D nun die Nullfunktion ist.) Sei
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nun £ > 0 gegeben. Dann gibt es ein ng = ng(e) € N, so dass o" < ¢ fiir
alle n > ng ist, da lim, ., o™ = 0 ist. Also gilt

|fo(z) — f(2)] < @™ < ¢ fiir alle n > ng und alle z € D

und das ist genau die Bedingung fiir gleichméflige Konvergenz.

Zusammengefasst ist die Funktionenfolge (") also gleichméfig konvergent
auf jedem Intervall der Form [0, a] mit 0 < o < 1, aber nicht auf [0, 1]. Auf
diesem ist sie aber noch punktweise konvergent.

Fiir ein a > 0 setzen wir nun D := [a, 00) und betrachten darauf die

Funktionenfolge
. nx D
14 n22?’ rey

Dann gilt fiir jedes n € N

nT nx 1 1

(@) = f(2)]

- < <=
1+n222 =~ n222 nx ~ na
Fiir jedes € > 0 gibt es nun ein ny € N mit 1/(na) < € fir alle n € N, also
gilt
1 ~
|fn(x) — f(2)| < — < e fur alle n > ny und alle z € D.
nao
Zusammenfassend ist diese Funktionenfolge also auf jedem Intervall der
Form [a, 00) fiir v > 0 gleichméfig konvergent, aber nicht auf [0, co).

Beim Nachweis der gleichméfligen Konvergenz in obigem Beispiel haben wir je-
weils das folgende allgemeine Prinzip verwendet.

Satz 21.8 Es sei D C R und (f,) eine Funktionenfolge auf D, sowie f : D — R
eine Funktion. Gibt es eine Nullfolge (a,) und ein m € N, so dass

|fu(x) — f(2)] < ay fir allen > m und alle x € D

gilt, so konvergiert (f,) gleichmdflig auf D gegen f.

Der Beweis verlauft genau wie in obigem Beispiel. Fiihren Sie ihn dennoch zu
Ubungszwecken aus.

Ubungsaufgabe 21.9 Es sei D C R und (f,) eine Funktionenfolge auf D.

(a)

(b)

Ist (f,) gleichméfBig konvergent, so konvergiert auch die Folge (|f,|) gleich-
méBig auf D und zwar gegen |f|.

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert genau dann gleichméfig gegen f :
D — R, wenn lim,_..sup,cp|fu(x) — f(z)| = 0 gilt. Ist die Funktion
f beschriankt, so gilt in diesem Fall auBerdem lim,,_..sup,.p |fn(z)| =

Supgep | f(2)]-
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21. Funktionenfolgen und -reihen

Satz 21.10 (Majorantenkriterium fiir Funktionenreihen) FEs sei D C R
und (f,) eine Funktionenfolge auf D. Gibt es dann eine Folge (c,) in R, so dass

> | ¢ konvergiert und ein m € N mit

| fn(2)| < ¢, fir alle n > m und alle x € D,

so konvergiert die Funktionenreihe Y " | f, auf D gleichmifig.

Beweis: Es gilt fiir jedes x € D

‘ifk(x)_ifk(l’)‘ :‘ i fk(:c)‘ < i | fu(x)| < i Cp =1 Q.

k=n+1 k=n-+1 k=n+1

Da die Reihe iiber die ¢,, n € N, konvergiert, ist die Folge der Reihenreste (a,)
nach Satz 12.6 (b) eine Nullfolge. Damit folgt die Behauptung aus Satz 21.8.
O

Wir bestétigen uns nun erneut, dass Potenzreihen etwas Freundliches sind und
beweisen, dass diese (als Funktionenreihen aufgefasst) auf kompakten Mengen im
Inneren ihres Konvergenzintervalls sogar gleichméfig gegen ihre Summenfunktion
konvergieren.

Satz 21.11 Esseiy ., a,a" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0 und
la,b] ein Intervall mit [a,b] C (—r,r). Dann konvergiert die Potenzreihe (als
Funktionenreihe aufgefasst) gleichmdfig auf [a, b].

Beweis: Die Potenzreihe ist eine Funktionenreihe, bei der iiber die Funktionen
fn(z) = ayz™, n € N, summiert wird.
Wir setzen ¢ := max{|al|, |b|}. Dann gilt [a,b] C [—p, o] C (—r,r), d.h. |z| < p fiir
alle x € [a,b]. Das bedeutet

| fu(@)] = |anz"| = |ag|[z]" < [an|0" =: cp.
Da ¢ € (—r,r) gilt, konvergiert die Reihe > ¢, nach dem Satz von Hada-

mard. Damit ist diese eine konvergente Majorante und die Behauptung folgt aus
Satz 21.10. ]

Um zu sehen, dass eine Potenzreihe im Allgemeinen nicht gleichméfig auf dem
vollen Konvergenzintervall konvergiert, kann dass das folgende Beispiel dienen.

Ubungsaufgabe 21.12 Die geometrische Reihe S°°° 2™ ist auf (—1,1) nicht
gleichméfig konvergent.

Wir zeigen nun, dass gleichméfige Konvergenz Stetigkeit erhélt, eine sehr wichtige
Konsequenz dieser Eigenschaft.
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Satz 21.13 Es sei D C R und (f,) sei eine Funktionenfolge (bzw. > >~ | f, eine
Funktionenreihe) auf D, die auf D gleichmaf$ig gegen eine Funktion f (bzw. s)
konvergiere. Sind die Funktionen f, fir allen € N in einem Punkt xg € D stetig,
so ist auch die Grenzfunktion f (bzw. die Summenfunktion s) in xq stetig.

Beweis: Wir fiihren den Beweis im Falle von Funktionenfolgen.
Es sei € > 0. Nach Definition der Stetigkeit miissen wir ein 6 > 0 finden, so dass
gilt

|f(z) — f(zo)| < ¢ fiir alle x € D mit |z — 20| < 6.

Wegen der gleichméBigen Konvergenz von (f,) gibt es ein m € N, so dass
fn(@) = f(2)] < 3 fiv alle z € D

gilt. Weiter ist nach Voraussetzung die Funktion f,, stetig, also gibt es ein § > 0,
so dass .
| fn(2) — fin(20)] < 3 fiir alle x € D mit |z — xo| <

ist. Kombinieren wir diese Uberlegungen, so gilt fiir alle z € D mit |z — zo| < §
nun

() = flao)| = [f(2) = fu(2) + fn(@) = finlx0) + fin(0) — f(0)]
< ‘f(x> - fm(x)} + }fm(:o - fm(xo)} + ‘fm(x0> - f(xo)‘
< % + g + % =e.

O

Bemerkung 21.14 (a) Wir kénnen Satz 21.13 auch folgendermafien formulie-
ren: Konvergiert eine Funktionenfolge (f,,) auf D gleichméBig gegen f und
sind alle Funktionen f, in zy € D stetig, so gilt

lim lim f,(z) = lim f(z) = f(x9) = hm fo(zo) = lim lim f,(x).
T—xo N—00 T—x0 n—oo r—Ig
Wir haben in diesem Satz also gezeigt, dass man bei gleichméfig konver-
genten Funktionenfolgen den Konvergenz-Limes mit dem Stetigkeits-Limes
vertauschen kann. Dieses Vertauschen von Grenzwerten ist im Allgemei-
nen nicht erlaubt und insofern sind Sétze dieser Art, die ein Vertauschen
gestatten, sehr wertvoll.

(b) Satz 21.13 gibt aulerdem noch ein manchmal sehr brauchbares Kriterium
ab, um nachzuweisen, dass eine punktweise konvergente Funktionenfolge
oder -reihe nicht gleichméfig konvergiert. Sind namlich alle Folgenglieder
(bzw. alle Summanden) stetige Funktionen, aber die punktweise Grenzfunk-
tion ist unstetig, so kann die Konvergenz nach diesem Satz nicht gleichméfBig
sein.
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21. Funktionenfolgen und -reihen

Zum Abschluss dieses Abschnittes beweisen wir noch den folgenden, iiberraschen-
den Satz, dass zwei Funktionen, die durch Potenzreihen gegeben sind und die auf
einer Nullfolge von Punkten iibereinstimmen, schon identisch sein miissen.

Satz 21.15 (Identititssatz fiir Potenzreihen) Gegeben seien zwei Potenz-
rethen ZZOZO a,x"™ und ZZOZO b,x™ mit Konvergenzradien vy > 0, bzw. ro > 0.
Wir setzen R := min{ry,r} > 0 und

f(z) = Zanzzn, xr € (—ry,r), und g(x):= anzcn, x € (—rg,1a).
n=0 n=0

Gibt es dann eine Folge (zy) in (—R, R) mit limy_o zx = 0 und f(z) = g(zk)
fiir alle k € N, so gilt a, = b, fir alle n € Ny, d.h. es ist f(x) = g(zx) fir alle
z € (—R,R).

Beweis: Wir fithren den Nachweis, dass a,, = b, fiir alle n € Ny gilt, induktiv.
Fiir den Induktionsanfang (n = 0) tiberlegen wir uns, dass f nach Satz 18.6 in
0 stetig ist, also gilt limy .o f(xx) = f(0) = ap. Das selbe folgt fiir ¢ und da
f(zr) = g(zx) fur alle k € N ist, beobachten wir

ap = f(0) = lim f(zx) = lim g(zx) = g(0) = bo.

k—o0

Als Induktionsvoraussetzung gelte im Folgenden a; = b; fiir alle j € {0,...,n}.
Damit gilt fiir alle x € [-R, R]

f(z) —g(z) = Z (a; — by)a’.
j=n+1
Also ergibt sich fiir alle k € N
0= flaw) —glar) = Y (a;—by)al
j=n+1

::(an+i _'bn+l)zzﬁ4'+_(an+2'_ bn+2)xz+2<+“‘

und da y, # 0 fiir alle & € N ist, diirfen wir diese Gleichung durch 2} teilen.
Das ergibt

[e.e]

Jj
E (ang14j = bny1gj)2y, =0
—

J
fir alle £ € N. Setzen wir

p(z) = Z(an—i-l—i-j — bng14g)’,

Jj=0

126



so ist das eine Potenzreihe mit Konvergenzradius gréfler oder gleich R > 0
(nachrechnen!) und somit ist ¢ wieder dank Satz 18.6 stetig in 0. Auflerdem
gilt p(zg) = 0 fiir alle k£ € N. Daraus folgt

A1 — bpg1 = 90(0) = kh—>nolo 90(5616) = 1}5200 =0,

also a,11 = byyq. O
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22. GleichmaBige Stetigkeit

Wir bekommen es in diesem Abschnitt mit einem &dhnlichen Phdnomen wie bei
der Unterscheidung zwischen punktweiser und gleichméfiger Konvergenz zu tun.
Erinnern wir uns an die Definition der Stetigkeit, so war f : D — R in einem
Punkt zy € D genau dann stetig, wenn

Ve > 030 =0(g,29) > 0V € D mit |z — xo| <0 gilt |f(z) — f(z0)] < &.

Das zu bestimmende o darf hierbei aufler von e, von dem es logischerweise
abhéngen muss, auch von zy abhédngen. Es liegt also nahe, dhnlich wie bei der
Konvergenz von Funktionenfolgen eine ,,Stetigkeit von hoherer Qualitat® zu de-
finieren, bei der das ¢ gleichméfig in xg € D gewéhlt werden muss.

Dass das tatsédchlich zu einem restriktiveren Begriff fiihrt, zeigt das folgende Bei-
spiel.

f(x0)_£]

Abbildung 22.1.: Die Abhéngigkeit des Stetigkeits-Deltas von xg

Beispiel 22.1 Es sei D = [0,00) und f(z) = 2% = € D, vgl. Abbildung 22.1.
Diese Funktion ist offensichtlich stetig, beispielsweise weil sie durch eine Potenz-
reihe mit Konvergenzradius unendlich dargestellt wird. Also gibt es zu jedem
o > 0 und jedem € > 0 ein § > 0, so dass

|2 — 23| < ¢
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22. GleichméBige Stetigkeit

fiir alle z > 0 mit |x — xo| < ¢ gilt. Kénnen wir aber dieses ¢ unabhingig von
xo wéhlen? Die Antwort ist Nein, denn wenn wir x = x + §/2 setzen, so gilt

|z — x| = §/2 < §, aber damit ist auch
Y 52

2 2
> [a? — 22| = — a0l = (200 + 5 ) 5 = dmo + -
e > |27 — ag| = |x + xol|z — 20| <x0+2 5 = 0%+ -
Insbesondere ist damit dxy < e, d.h.

§< =
Lo
Je grofler also das xy wird, umso kleiner miissen wir bei gegebenem e das o
wihlen. Anschaulich liegt das daran, dass der Graph der Funktion fiir grofie z
immer weiter ansteigt, wenn wir also im Bildbereich nur eine Abweichung von
e um das f(xg) zulassen, wird der verfiigbare Platz fiir das ¢ auf der z-Achse
immer geringer je weiter wir mit dem x(y nach rechts rutschen.

Wir wollen nun die gleichméfBige Stetigkeit exakt definieren.

Definition 22.2 FEs sei D C R. Dann heifit f : D — R gleichméflig stetig auf
D, falls fiir jedes € > 0 ein 6 = d(g) > 0 ewxistiert, so dass

|f(x) — fly)| < e fir alle x,y € D mit |z —y| < gilt.

Bemerkung 22.3 (a) Es ist klar, dass eine Funktion, die auf einer Menge D
gleichméBig stetig ist, auch auf dieser Menge stetig ist, also zu C'(D) gehort.
Die Umkehrung gilt i.A. nicht, wie Beispiel 22.1 zeigt.

(b) Wie bei der gleichméfiigen Konvergenz auch, ist die Frage, ob eine stetige
Funktion sogar gleichméfig stetig ist, sehr vom zu Grunde gelegten Defini-
tionsbereich abhéngig. Es ist eine Eigenschaft, die der Funktion auf einer
Menge zukommt. Es ist deshalb im Gegensatz zur Stetigkeit nicht sinnvoll
von ,gleichméfiger Stetigkeit in einem Punkt® zu sprechen.

Wir wollen nun einen Fall behandeln, in dem Stetigkeit und gleichméflige Stetig-
keit tatsédchlich zusammenfallen.

Satz 22.4 Ist K C R kompakt und f € C(K), so ist f gleichmdfsig stetig auf K.

Beweis: Wir nehmen an, f wiére nicht gleichméfig stetig auf K. Nun miissen
wir unsere Gesellenpriifung in elementarer Logik ablegen und die Definition der
gleichméfigen Stetigkeit negieren. Am besten macht man das ganz formal und
ohne viel nachzudenken mit den Quantoren. Wir schreiben uns noch einmal hin,
was gleichméfBige Stetigkeit bedeutet:

Ve > 035 >0, so dass Vo,y € K mit |z —y| < d gilt |f(z) — f(y)| < e.
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Beim Negieren miissen wir aus jedem V ein 3 und aus jedem 3 ein V machen,
sowie die Aussage negieren. Das ergibt: f ist auf K nicht gleichméafig stetig, falls
deop >0V >03x =2() € K Jy =y(d) € K mit |z —y| <,
so dass [f(z) — f(y)| = eo.

Nun machen wir uns klar, was wir da bekommen haben. Nach Annahme gibt es
ein g9 > 0, so dass fiir alle 6 > 0 etwas gilt. Wir begniigen uns damit, alle ¢
anzuschauen, die von der Form 1/n fiir ein n € N sind. Also gibt es ein gy > 0,
so dass fiir alle n € N zwei Zahlen z,,,y, € K existieren, fiir die zum Einen

und zum Anderen |f(z,) — f(yn)| > €0

S|

|z, —yn| < 0 =

gilt. Nun ist die Folge (x,) eine Folge in der kompakten Menge K, also besitzt
sie nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl in der Fassung aus Satz 19.10 eine
konvergente Teilfolge (x,, ) mit x¢ := limg_ o ©,, € K. Betrachten wir die Folge
(Yn, ), SO bekommen wir

Ynp = Ty, + (y”k - x”k)

Der erste Summand auf der rechten Seite konvergiert gegen xy nach Konstruktion
und wegen |z,, —y,| < 1/n fiir alle n € N konvergiert der zweite gegen Null. Also
sind beide Summanden auf der rechten Seite fiir K — oo konvergent, was bedeutet,
dass auch die Folge (y,,) fir & — oo konvergiert mit limy_.o y,, = 2o. Da f in
xo stetig ist, gilt

T | () = S ()| < Jim (1f 20,) = S (@0)| + 1/ (@) = flyn,)]) =0+0 =0,

was im Widerspruch zu |f(z,) — f(yn)| > €0 fiir alle n € N steht. Also muss f
gleichméfig stetig in K sein. O

Wir fithren noch einen weiteren Stetigkeitsbegriff ein.

Definition 22.5 Es sei D C R und f : D — R eine Funktion. Diese heifst
Lipschitz-stetig, falls eine Konstante L > 0 existiert, so dass
|f(z) = f(y)| < Llz —y|
fiir alle x,y € D gilt.
Bemerkung 22.6 Man kann sich leicht {iberlegen, dass der Begriff der Lipschitz-

Stetigkeit sogar ein noch stérkerer als der der gleichméfligen Stetigkeit ist, denn
wenn f Lipschitz-stetig und € > 0 ist, so gilt fiir jedes 0 < § < ¢/L sofort
£

[f(z) = f)l = Llz —y| < L

fiir alle x,y € D mit |z — y| < 6. Man beachte, dass das § nur von € und nicht
von z oder y abhéngt, also ist f tatséchlich gleichméfig stetig. Die Umkehrung
ist auch hier wieder i.A. falsch, wie das folgende Beispiel zeigt.

=&
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22. GleichméBige Stetigkeit

Beispiel 22.7 Wir setzen D = [0,1] und f(z) = y/z. Dann ist f nach Satz 8.1
stetig und nach Satz 22.4 auch gleichméflig stetig auf D. Nehmen wir aber an, es
gabe ein L > 0, so dass fiir alle z,y € D gilt

so folgt fiir die spezielle Wahl y = 0 sofort /= < Lz, d.h.

L> fir alle x € (0,1].

Sl

Also ist f nicht Lipschitz-stetig.
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23. Differenzierbarkeit

Schon aus der Schule werden Sie das Thema dieses Abschnitts kennen. Man
mochte das Anderungsverhalten einer Funktion in einem Punkt, d.h. anschaulich
gesprochen die Steigung des Funktionsgraphen an dieser Stelle quantitativ fassen.
Dazu nidhert man die Tangentensteigung mit den bekannten Sekantensteigungen
an und kommt auf den Differenzenquotienten. Dessen Grenzwert, die Ableitung,
gibt dann die Steigung an. Auch die Differenzierbarkeit einer Funktion ist so im
Grunde nichts anderes als ein Grenzwertproblem, das wir mit unseren bisherigen
Erkenntnissen behandeln kénnen.

In diesem Abschnitt sei / C R immer ein Intervall.

Definition 23.1 (a) Es sei g € I. Eine Funktion f : I — R heifit differen-
zierbar in xq, wenn der Grenzwert

o @) = flw)

z—x0 X — X

in R existiert. In diesem Fall heifst dieser Grenzwert die Ableitung von f
in xy und wird mit f'(xy) bezeichnet.

(b) Eine Funktion f : I — R heifit differenzierbar auf I, falls sie in allen
Punkten xo € I differenzierbar ist. In diesem Fall wird durch x — f'(x)
fiir x € I eine Funktion ' : I — R definiert. Diese Funktion heifit die
Ableitung oder auch Ableitungsfunktion von f auf I.

Bemerkung 23.2 Es ist nicht schwer sich klarzumachen, dass der Grenzwert in
obiger Definition genau dann existiert, wenn der Grenzwert

lim f(zo+h) — f(xo)
h—0 h

existiert, und dass dann diese beiden Limites iibereinstimmen. Man kann also je
nachdem, was in der jeweiligen Situation iibersichtlicher erscheint, den einen oder
den anderen Grenzwert untersuchen.

Beispiel 23.3 (a) Es sei zunéchst f(x) = ¢ € R konstant fiir alle € I. Dann
ist f in I differenzierbar und es gilt f'(z) = 0 fiir alle z € I.
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23. Differenzierbarkeit

(b) Wir betrachten I = R, 2y = 0 und
f(z)=lz|, zeR.

Dann gilt
f(z) = flzo) |2 { 1, fiir > 0,

T — X oz —1, fir x < 0.

Also existiert der Grenzwert dieses Ausdrucks fiir x — ¢ = 0 nicht, d.h. f
ist in 0 nicht differenzierbar. Man beachte, dass f aber in 0 stetig ist.

Wir haben soeben gesehen, dass es stetige Funktionen gibt, die nicht differen-
zierbar sind. Wir wollen nun zeigen, dass aber umgekehrt jede differenzierbare
Funktion notwendigerweise stetig ist.

Satz 23.4 Es sei f: 1 — R in xg € I differenzierbar. Dann ist f stetig in xg.

Beweis: Es gilt

i £(0) = Jleo) = Jim (@) = f(o0) = Jim D=L
= f/(l'o) -0=0.
Damit haben wir lim,_,, f(z) = f(x¢), also ist f in zq stetig. O

Wir berechnen beispielhaft noch weitere Ableitungen.
Beispiel 23.5 (a) Es sei I =R und n € N. Wir betrachten
flz)=2a", xeR.

Dann gilt nach Satz 5.2 (c) fiir jedes zo € R

T — 2o T — Zo

n__.n n—1
f(z) — f(xo) _Z Lo _ Zxkxg—l—k_
k=0
Also ist

n—1 n—1
x)— f(z
lim M = lim E gFan=1k = E lim aFaf—1="
T—T0 =0 T—x0

T—T0 T — 2o 0

3
—

n—1 __ n—1
Ly =nr, .

0

e
Il

Damit ist f auf R differenzierbar und es gilt (2") = na""!.
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(b) Es sei wieder I = R und jetzt
f(z)=E(x)=¢", z€R.
Dann gilt

flzo+h) — f(xg) e¥oth —eto  etogh _ g0

h B h B h

h
€ — 1

=e — e (h—0)

mit Hilfe von Beispiel 18.7 (c). Also ist die Exponentialfunktion auf R
differenzierbar und es gilt £'(z) = e* = E(x).

Um kompliziertere Ableitungen berechnen zu kénnen, brauchen wir Rechenregeln.
Einen ersten Satz wollen wir jetzt beweisen.

Satz 23.6 Es seien f,g: I — R in xy € I differenzierbar und o, 3 € R. Dann
qgilt
(a) af + Bg ist in xo differenzierbar und
(af + Bg) (xo) = af'(xo) + B (x0). (Linearitét)
(b) fg ist differenzierbar in xo und
(f9)'(x0) = f'(z0)g(x0) + f(z0)g'(x0).  (Produktregel)

(c) Ist g(xg) # 0, so existiert ein Intervall J C I mit xy € J und g(x) # 0 fir
alle x € J. Auflerdem ist die Funktion f/g : J — R differenzierbar in xg

und es gilt
i , o) = fwo)g(xo) = f(:)so)g’(xo). uotientenregel
(g) (20) ) (Q gel)

Beweis: Die Aussagen (a) und (b) behandeln wir als Ubungsaufgaben.

Zum Beweis von (c) miissen wir zuerst die Existenz von J begriinden. Da g in
xo stetig ist, gibt es ein 6 > 0, so dass [g(x) — g(xo)| < |g(x0)|/2 > 0 fiir alle
x € (xg— 0,29 + 0) =: J gilt. Fiir diese = ist dann |g(z)| > |g(z0)|/2 > 0, also
insbesondere g(x) # 0.

Weiter gilt

f(x) _ f=o)

9(x)  glwo) _ 1 f(@)g(xo) — flz0)g(2)
T — Xo g(x)g(xo) T — X
1 f@)g(e) — flzo)g(xo) + f(w0)g (o) — fl20)g()
9(x)g(o) T — o
1 f(z) = flzo) _9(@) — g(x0) .
 g(@)g(xo) ( T — Zo 9(o) T —Zo f 0)>.
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23. Differenzierbarkeit

Da g in xq differenzierbar ist, ist diese Funktion insbesondere in x, stetig (vgl.
Satz 23.4), also konnen wir in obiger Gleichung zum Grenzwert x — x( iibergehen
und erhalten die Behauptung. 0

Es folgt sogleich die Rechenregel fiir die Verkettung differenzierbarer Funktionen.

Satz 23.7 (Kettenregel) Es seien I,J C R Intervalle und g : I — R sei
differenzierbar in xo € I. Weiter gelte g(I) C J und die Funktion f : J — R
sei differenzierbar in yo = g(xo). Dann ist auch die Funktion fog : I — R
differenzierbar in xo und es gilt

(f 0 9)(w0) = f'(g(x0)) - g'(20)-
Beweis: Wir betrachten die Hilfsfunktion f :J — R mit

- —f(y) _ f(yo)’ fiir y € J mit y # yo,
fly) = Y=Y
f'(wo), fiir y = yo.
Dann gilt B
FW)w —wo) = fy) — f(wo) (23.1)

fiir alle y € J (auch fir yo!). Da f in yq differenzierbar ist, haben wir nun
Tim f(y) = f(yo) = f'(y0) = f'(9(x0)),

insbesondere ist f stetig in yo. Nach Satz 23.4 ist ¢ stetig in zo, und da die
Verkettung von stetigen Funktionen wieder stetig ist, sehen wir damit

I flg(x)) = Flglan)) = £'(a(z0).
Daher folgt schliefilich mit Hilfe von (23.1)
f9(x)) = flg(zo) _ Flg(@))(9(x) — g(x0))

T — 2o T — 2o

— o) 2@ ZI@0) | pgin) - g'(wo) (& — o).

r — 2o

U

Beispiel 23.8 Esseia > 0 gegeben. Dann betrachten wir auf I = R die Funktion
o(x) :=a", z€R.

Dann ist nach Definition p(z) = e*!"%. Um die Kettenregel anzuwenden setzen wir
f(y) :=eYund g(z) := zln(a). Dann ist ¢ = fog. Da sowohl f als auch g auf ganz
R differenzierbar sind und f auf ganz R definiert ist, sind die Voraussetzungen
von Satz 23.7 erfiillt und es gilt

(a") = f'(9(x))g'(x) = @ In(a) = ¢ In(a) = a” In(a).
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Wir konnen sogar eine allgemeine Rechenregel fiir die Ableitung der Umkehr-
funktion angeben.

Satz 23.9 Es sei f € C(I) streng monoton und in xo € I differenzierbar mit
f'(x0) # 0. Dann existiert die Umkehrfunktion f=' : f(I) — R, diese ist diffe-
renzierbar in yo = f(xo) und es gilt

1
f'(@o)

Beweis: Die Existenz der Umkehrfunktion folgt sofort aus der strengen Mono-
tonie von f.
Zu gegebenem h # 0 setzen wir

ko= f""yo+h)— (o) = f " (yo + h) — .

Da f~! nach Satz 20.9 in vy, stetig ist, folgt aus h — 0 sofort & — 0. AuBerdem
ist 2o +k = f~Yyo + h), d.h. f(zg+ k) = yo + h und wir erhalten

h = f(xo+ k) — f(x0).

(f ) (o) =

Nun ist damit

Pl = ) St R) —a0 | mo+ k-
h f(xo + k) — f(z0) fzo+ k) — f(wo)
k 1
S = fG) e T
da f'(zo) # 0 gilt. O

Bemerkung 23.10 Man beachte, dass die Voraussetzung f’(xy) # 0 notwendig
ist. Als Beispiel diene hierzu I = [0, 00) und f(z) = 2?. Dann ist f’(z) = 2z und
somit f’(0) = 0. Tatsiichlich ist die Umkehrfunktion f~!(z) = \/z in 2y = 0 nicht
differenzierbar, denn es gilt

Vi-0_ i _ 1

S0 o a o @l
Beispiel 23.11 (a) Wir bestimmen die Ableitung des Logarithmus als Um-
kehrfunktion der Exponentialfunktion. Sei dazu I = R und f(z) = e auf
I. Dann ist f~!(z) = In(z) fiir alle z € (0,00) und mit Satz 23.9 gilt fiir
y = f(z) die Beziehung

(0/(5) = (Y 0) = 75 = 5 = g = 3+ #°€ (0:0)
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23. Differenzierbarkeit

(b) Damit bekommen wir dank der Kettenregel fiir jede auf I differenzierbare
Funktion f: I — R, die f(z) > 0 fur alle = € I erfiillt,

1 f'(x)
f(x) flx)’

Man nennt das die logarithmische Ableitung von f.

(Inof)(z) = f'(x) = v el

(c) Fiir z >0, a € Rund f(z) := 2% = ¢*™® erhalten wir

a—1

f(z) = e* @ (aln(z)) = 2°— = ax

51Q

Die Ableitungsregel fiir die ganzzahlige Potenz aus Beispiel 23.5 (a) verall-
gemeinert sich also auch auf die allgemeine Potenz, solange x > 0.

Insbesondere haben wir im Fall o = 1/2

Wir kommen nun zu dem Satz, der im Zusammenhang mit Ableitungen in den
verschiedensten Wissenschaften wahrscheinlich am h&ufigsten verwendet wird.
Er ermoglicht die Bestimmung von Maximal- und Minimalstellen einer Funktion.
Wir definieren zunéchst genau was wir damit meinen.

Definition 23.12 FEs sei D CR und f: D — R eine Funktion.

(a) Man sagt, dass f in xy € D ein globales Maximum (bzw. globales Mini-
mum ) hat, falls f(x) < f(xg) (bzw. f(x) > f(xg)) fiir alle x € D gilt.

(b) f hat in xy € D ein relatives Maximum (bzw. relatives Minimum ), falls
ein & > 0 ezistiert, so dass f(x) < f(xg) (bzw. f(x) > f(xy)) fir alle
x € DNUs(xg) gilt.

(c) Allgemein spricht man von einem globalen bzw. relativen Extremum in x,
wenn f dort ein entsprechendes Mazimum oder Minimum hat.

Bemerkung 23.13 Statt ,relatives Extremum/Maximum/Minimum ist auch
die Bezeichnung lokales Extremum/Mazimum /Minimum {iblich.

Satz 23.14 Es sei f : I — R differenzierbar in xo € I. Ist xy ein innerer Punkt
von I und hat f in xy ein relatives Extremum, so gilt f'(xq) = 0.

Warnung 23.15 Da dieser Satz so oft verwendet wird, wird er auch gerne falsch
verwendet. Darum hier (aus vielfach gegebenem Anlass) zwei Warnungen.
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(a) Die Voraussetzung .z ist innerer Punkt® ist wesentlich. Ein einfaches Bei-
spiel ist die Funktion f(x) = x auf dem Intervall [0, 1]. Diese hat ein relatives
Minimum in zg = 0, aber f/(0) = 1.

(b) Die Umkehrung gilt nicht! Das sieht man sofort an dem Beispiel f(x) = 2

auf I = R. Dann ist ndmlich f’(x) = 322, also f'(0) = 0, aber diese Funktion
hat in 0 kein Extremum, denn in jeder Umgebung U.(0) fiir € > 0 liegen
Punkte mit f(z) > 0 = f(0) ,z.B. 2 = 1/(2¢), und mit f(xz) < 0 = f(0),
z.B. x = —1/(2¢).

Beweis von Satz 23.14: Wir gehen zunéchst davon aus, dass f in ¢ ein relatives
Maximum hat. Dann existiert ein 6 > 0, so dass gleichzeitig Us(zo) € I und
f(z) < f(zo) fiir alle x € Us(zy) gilt. Die erste Bedingung kénnen wir erfiillen,
weil xg innerer Punkt von I ist, die zweite ist genau die Definition des relativen
Maximums. Sei nun = € Us(xg) aber z # xy. Dann ist

f(z) — f(xo) { <0, falls x > z,

T — X > 0, falls < xq.

Da f auflerdem in z( differenzierbar ist, muss damit gelten

f'(z0) = lim MSO und  f'(zg) = lim

T—T0+ T — 2o T—To— T — X

Fl@) — fla) |

0.

Also ist f'(zo) = 0.

Wir widmen uns nun dem Fall, dass f ein relatives Minimum in zy hat. Dann
hat die Funktion —f in xz( ein relatives Maximum, denn es gibt ein § > 0, so
dass fiir alle x € Us(xg) die Ungleichung f(z) > f(xo) erfillt ist. Also ist fiir
alle diese x auch —f(z) < —f(xzo). Nach dem ersten Teil des Beweises gilt also

f'(xo) = =(=f)(0) = =0 = 0. O

Satz 23.16 (Mittelwertsatz der Differenzialrechnung) FEs seien a,b € R
mita < bund f € C([a, b)) sei differenzierbar in (a,b). Dann gibt es ein & € (a, b),
so dass

f(b) = f(a)

T, = (&), baw. gleichbedeutend f(b) — f(a) = f'(§)(b—a)

qgilt.

Anschaulich bedeutet dieser Satz, dass die Sekantensteigung der Funktion, die
man anhand der beiden Punkte a und b erhélt, irgendwann dazwischen tatséchlich
als Tangentensteigung angenommen wird, vgl. Abbildung 23.1. Man kann sich das
verdeutlichen, indem man versucht, eine differenzierbare Funktion zu zeichnen,
fiir die das nicht gilt, was (hoffentlich) nicht klappen wird.
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23. Differenzierbarkeit

f(b) -

f@@ 7

Abbildung 23.1.: Der Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

Beweis: Wir betrachten die Hilfsfunktion

o(@) = @)~ 1@~ OO ) wefan
Dann ist offensichtlich auch g € C([a, b]) und differenzierbar auf (a,b) mit
gy = @) - 1O ey

Auflerdem ist g(a) = ¢g(b) = 0. Kénnen wir nun zeigen, dass es ein £ € (a, b) gibt,
fiir das ¢'(¢) = 0 gilt, so haben wir damit f'(¢) = (f(b) — f(a))/(b— a) und sind
fertig.

Wir beobachten zunéchst, dass im Fall g(x) = 0 fiir alle z € [a, b] nichts mehr
zu tun ist, denn dann ist insbesondere ¢'(x) = 0 fiir alle x € (a,b). Es sei also
g nicht konstant. Da ¢ eine stetige Funktion auf der kompakten Menge [a, b] ist,
gibt es nach Satz 20.5 Zahlen ¢, s € [a, b], so dass

g(t) < g(x) < g(s) fiir alle z € [a,b]

gilt. Wire nun sowohl ¢ € {a, b}, als auch s € {a, b}, so wére g(s) = ¢g(t) = 0 und
damit wieder g(z) = 0 fiir alle € [a, b], was wir gerade ausgeschlossen haben.
Es gilt also ¢t € (a,b) oder s € (a,b), d.h. eins der beiden ist ein innerer Punkt
von [a, b]. Weiterhin hat g dort ein relatives Extremum. Also gilt nach Satz 23.14
g'(t) = 0 oder ¢'(s) = 0 und der Beweis ist beendet. O

Wir wollen nun einige Folgerungen aus dem Mittelwertsatz ziehen.
Satz 23.17 (a) (Satz von Rolle) Es seien a,b € R mit a < b und f €

C([a,b]). Ist f auf (a,b) differenzierbar und gilt f(a) = f(b), so gibt es ein
€ € (a,b) mit f'(§) =0.
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(b) Es sei f: 1 — R auf dem Intervall I differenzierbar. Dann gilt

Ist f' = 0 aufl, soist f auf I konstant.

Ist f' > 0 aufl, soist f auf I streng monoton wachsend.
Ist f' < 0 aufl, soist f auf I streng monoton fallend.
Ist f' > 0 aufl, soist f auf I monoton wachsend.

Ist f' < 0 aufl, soist f auf I monoton fallend.

(c) Sind f,g: 1 — R auf I differenzierbare Funktionen und gilt f' = ¢" auf I,

so gibt es eine Konstante ¢ € R, so dass f(x) = g(x) + ¢ fir alle x € I gilt.

Beweis:

(a)
(b)

(c)

folgt direkt aus dem Mittelwertsatz.

Es seien a,b € I mit a < b. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein
¢ € (a,b) mit f(b) — f(a) = (b —a)f'(§). Ist die Ableitung von f nun
konstant Null auf 7, so muss also f(a) = f(b) gelten. Da a und b in [
beliebig waren, ist f auf I konstant,

Weiter ist der Ausdruck b—a immer positiv, also ergibt sich das Vorzeichen
von f(b) — f(a) direkt aus dem Vorzeichen von f’(£). Daraus kann man die
4 restlichen Behauptungen sofort ablesen.

Wir setzen h := f — g. Dann ist A’ = f' — ¢’ = 0 auf I, d.h. h ist konstant
nach (b). O

Satz 23.18 (verallgemeinerter Mittelwertsatz) Fs seien a,b € R mita < b
und f,g € C([a,b]), so dass f und g auf (a,b) differenzierbar sind und g'(z) # 0
fir alle x € (a,b) gilt. Dann gibt es ein & € (a,b) mit

fb) — fla) _ f'(§)
g(b) —ga)  g'(&)

Beweis: Wir betrachten die Hilfsfunktion

(f(0) = f(a))g(x) = (9(b) — g(a)) f ().

h(z

Dann ist h € C([a, b]), differenzierbar in (a,b) und es gilt

) =
)
h(a) = f(b)g(a) = fla)g(a) = g(b) f(a) + g(a) f(a)
= [(b)g(b) — f(a)g(b) — g(b) f(b) + g(a) f(b) = h(b).

Also gibt es nach dem Satz von Rolle ein £ € (a,b) mit

0="n(€) = (f(b) — f(a))g'(&) — (9(b) — g(a)) f'(E),

woraus wegen ¢'(x) # 0 fiir alle x € I die Behauptung folgt. O
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24. Die Regeln von de I'Hospital

Die Differenzierbarkeit gibt uns ein starkes Hilfsmittel zur Bestimmung von Grenz-
werten bei Quotienten von Funktionen in die Hand, das wir nun beweisen wollen.

Satz 24.1 (Satz von de ’Hospital) FEs sei (a,b) ein offenes Intervall in R
(dabei ist hier a = —oo oder b = oo zugelassen) und f,qg : (a,b) — R seien
differenzierbar auf (a,b) mit ¢'(x) # 0 fir alle z € (a,b). Gilt dann

(I) lim f(x) = lim g(z) = 0 oder
(11) lim g(x) = +o0
und existiert der Grenzwert ,
Lo=lim L@
z—a g'(z)

(hierbei ist wieder L = oo zugelassen), dann gilt

lim /(@) L.

z—a g(x)

Die Aussage dieses Satzes bleibt richtig, wenn man iberall a durch b ersetzt.

Warnung 24.2 Dieser Satz hat viele Voraussetzungen und diese sind wirklich
alle notig! Im FEifer des Gefechts gegen einen hartnéckigen Grenzwert wird hier
gerne die eine oder andere vergessen. Besonderer Beliebtheit erfreut es sich, nicht
nachzupriifen, ob es sich wirklich um einen sogenannten , uneigentlichen* Grenz-
wert der Form 0/0 oder £00/400 handelt. Nur solche kann dieser Satz behandeln!

Beweis: Wir betrachten den Fall (I) und gehen zunéichst davon aus, dass a € R
gilt. Dann setzen wir f und g durch f(a) := g(a) := 0 stetig fort und erhalten so
f,9 € C([a,b)), denn die Funktionen sind ja auf (a,b) differenzierbar und damit
insbesondere stetig. Ist nun x € (a,b), so gibt es nach dem verallgemeinerten
Mittelwertsatz (Satz 23.18) ein £ = £(z) € (a, ) mit

f@) @)= fa) _ £
g(x)  g(x)—gla) g'()
Strebt nun x — a, so muss zwangslaufig auch £ — a gehen, also folgt

f) L fEE) P
M) ) g
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24. Die Regeln von de I’'Hospital

Wir kénnen uns also dem Fall @ = —oo zuwenden. Dann substituieren wir ¢t = 1/x.
Das fiihrt dazu, dass der Grenziibergang © — a = —oo in t — 0— iibergeht. Wir
setzen

F(t)=£(1/t) wnd §(t) = g(1/%).
Dann gilt ! 1
P =ram(-5) wmd §@=g0/8(-5)

und somit gilt auch

Fo o rameEe) o ra )

li = =
2L G eon g(ID(—82)  eon g(1]t)  ese g/(a)
Wir konnen also das oben schon bewiesene anwenden und erhalten

lim f(=) = lim Fa/4) = lim I = lim
smmoo g(w) t=0- g(1/t)  =0- g(t) 0= §'(t)

Den Fall (II) und die Ersetzung von a durch b bleiben als Ubungsaufgabe stehen.
U

Beispiel 24.3 (a) Es seien a,b > 0. Wir wollen den Grenzwert

a® — b*
lim
z—0+ T

untersuchen. Wir betrachten das Intervall (0, 1) und die Funktionen f(z) =
a® —b* und g(x) = z auf (0,1). Diese sind dort beide differenzierbar und
es gilt ¢'(z) =1 # 0 fiir alle z € (0,1). AuBlerdem ist

Jip, flz) = Jlig (a7 = 07) = Jlig o = lig 7 =1-1=0= lip g(a).

Wir kénnen also den Satz von de I’Hospital anwenden und erhalten

a® —b" lim & In(a) — b* In(b) ~ In(a) — In(b),

z—0+ €T z—0+ 1

was wohl nur sehr schwer zu erraten gewesen wére.

(b) Ebenso kann man zeigen:

1 1
i ) z=0.

T—00 €T r—00

In diesem Fall hat man es mit einem uneigentlichen Grenzwert der Form
00 /00 zu tun.
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(c) Eine kleine Umformung fiihrt dazu, dass man mit der Regel von de I'Hospi-
tal auch Grenzwerte der Form 0-oo behandeln kann. Das geht exemplarisch

s0:
. . In(z) . 1 .
Sy, rino) = iy, = = iy, = = g o) =0
Man beachte, dass hier u.a. wegen lim, oy In(z) = —oo und lim, o, 1/x =

oo die Anwendung des Satzes gerechtfertigt war.

Dieser Grenzwert ermoglicht uns nun zusammen mit der Stetigkeit der Fx-
ponentialfunktion noch die Berechnung von

lim z% = lim exln(x) — elimzﬂo+xln(x) _ e0 - 1.
z—0+ z—0+
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25. Ableitung von Potenzreihen
und trigonometrische
Funktionen

Wir wollen uns in diesem Abschnitt zunéchst mit der Ableitung von Funktionen,
die durch Potenzreihen gegeben sind, beschéftigen. Wie nicht anders zu erwarten
stellt sich heraus, dass diese wieder besonders schon sind.

Satz 25.1 Essei f(z) = . a,x" eine Potenzreihe mit positivem Konvergenz-
radius v und wir setzen I :== (—r,r). Dann gilt:

(a) Die Potenzreihe
g(x) = Znanajn_l
n=1

hat ebenfalls den Konvergenzradius r.

(b) Die Funktion f ist auf I differenzierbar und es gilt

fl(x) =g(x) = Znanx"_l fiir alle x € 1.

n=1

Beweis: Da

lim sup {/|na,| = lim sup (%W) = lim sup /| an|
gilt, folgt die Aussage in (a) sofort aus dem Satz von Hadamard.
Zum Beweis der Aussage in (b) bezeichnen wir fiir jedes n € N mit s, =
ZZZO arz® die n-te Partialsumme und mit R,, := Zzozn 1 arz® den n-ten Reihen-
rest. Nun sei zg € [ fest. Dann wihlen wir ein 0 < ¢ < 7, so dass zg € [—p, 0] C [
gilt. Es folgt fiir alle = € [—p, o] mit 2 # x¢ und alle n € N

f(xx):—i:sg:o) - 9(930))
[ 2 ) o)~ Tl0) )+ ) = )
< [ oel) g | | P g ) g, (250

147



25. Trigonometrische Funktionen

Sei nun € > 0. Unser Ziel ist es, abhéngig von € ein § > 0 zu finden, so dass fiir
alle z € Us(x) der Ausdruck auf der linken Seite der oberen Ungleichung kleiner
als ¢ wird. Dazu untersuchen wir die 3 Summanden auf der rechten Seite jeweils
einzeln und versuchen sie jeweils kleiner als /3 abzuschétzen.

Zunéchst gilt
= Z kakxk_l,
k=1

also gilt nach (a) lim, . s/, (z) = g(z) fir alle x € I. Insbesondere gibt es also
ein n; € N, so dass

[ (0) = glao)] <

fiir alle n > n; gilt.
Fiir den zweiten Summanden gilt nach Satz 5.2 (c)

O L M 2wl

k=n+1

o
= Z |ag| |25 4+ 2522 + -+ zah R 4 b
k=n+1

oo
< Y larl (|21 + 1252 ol + - - + [l + )
k=n+1

< > Jal (& + 0P+ A 00"+ M)
k=n+1

o
= Y ke =

k=n+1

Wir haben in (a) gesehen, dass die Potenzreihe > 7 nla,|z""! auch den Kon-

vergenzradius 7 hat. Da ¢ € (—r,r) gilt, kovergiert die Reihe > | n|a,|¢" ! und
damit folgt lim,, ., ¢, = 0, da es sich dabei um die Folge der Reihenreste handelt,
vgl. Satz 12.6 (b). Also kénnen wir ein ny € N wihlen, so dass

’Rn(x) - Rn(xo)‘ _<
3
fiir alle n > ny gilt. Sei nun ng = max{ny,ny}. Da s, fiir jedes n € N als Polynom

differenzierbar ist, gibt es nun ein ¢ > 0, so dass fiir alle x € Us(zo) mit x #
gilt

r — Tg

R

Wl M

Wiederholen wir die Abschitzung aus (25.1) fir n = ng, und nehmen wir das
soeben gewéhlte 0, so ist jeder der 3 Summanden auf der rechten Seite von (25.1)
kleiner als /3 und die Behauptung ist bewiesen. U
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Die besondere Stérke dieses Satzes besteht darin, dass er uns nicht nur abstrakt
die Differenzierbarkeit einer durch eine Potenzreihe gegebenen Funktion sichert,
sondern dass er uns auch gleich sagt, wie wir diese, oder wenigstens eine Potenz-
reihe dieser Ableitungsfunktion, bekommen koénnen: Namlich auf die denkbar
einfachste Weise, wir diirfen jeden einzelnen Summanden ,unter dem Summen-
zeichen“ differenzieren. Da sowohl die Summation als auch die Differenziation
einen Grenziibergang darstellen, haben wir hier also wieder ein Beispiel fiir einen
Satz, der das Vertauschen zweier Grenzprozesse gestattet.

Einen kreativen Einsatz dieses Satzes zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 25.2 Wir betrachten die durch eine Potenzreihe gegebene Funktion

flay =Yy

Wie man leicht nachrechnet, hat diese den Konvergenzradius 1. Fiir |z| < 1 gilt
nun nach dem obigen Satz

flla)=2 (~1)ra" =) (~a)"

und (welch Gliicksfall) diese Reihe ist eine geometrische, wir konnen also den
Reihenwert angeben und erhalten

1 /
"(x) = = (In(1 .
f() = i = (m(1 4 2)
Nach Satz 23.17 (b) gibt es also ein ¢ € R, so dass f(z) = In(1 + z) + ¢ fir alle
x € (—1,1) gilt. Nun gilt aber f(0) = 0, genauso wie In(1 4+ 0) = In(1) = 0 ist,
also muss ¢ = 0 sein. Das liefert

oo xn-ﬁ-l
In(l+2) =) (-1)" . ze(—1,1).
o n+1

Wir konnten also mit Hilfe des obigen Satzes eine Potenzreihendarstellung einer
Funktion angeben, fiir die wir bis jetzt keine solche hatten, bzw. andersherum
formuliert, hat obiger Satz uns geholfen, einen zunéchst schwierig aussehenden
Reihenwert zu berechnen.

Wir hatten im Abschnitt 15 iiber Potenzreihen die trigonometrischen Funktionen
Sinus und Cosinus definiert als

> 2n+1 > 2n

sin(x) = Z(—l)”h und  cos(z) = Z(—l)"én)‘

n=0
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25. Trigonometrische Funktionen

Mit unserem Satz kénnen wir nun die Ableitungen dieser Funktionen bestimmen
und erhalten

sin’(z) = ;(—1)"(2n + 1)% = ;(—1)"(;3:;! = cos().

Genauso berechnet man die Ableitung des Cosinus und erhélt zusammengefasst
das folgende Resultat.

Satz 25.3 Sinus und Cosinus sind auf R differenzierbar und es gilt
sin’(z) = cos(x) wund cos'(x) = —sin(x), x €R.
Wir wollen noch weitere Eigenschaften von Cosinus und Sinus beweisen.

Satz 25.4 Fiir alle x,y € R gelten die folgenden Aussagen:
(a) Es ist |sin(x)| < 1 und |cos(z)| < 1 und es gilt der trigonometrische Py-

thagoras
sin(x) + cos®(z) = 1 fiir alle v € R.
(b) sin(—x) = —sin(x) und cos(—x) = cos(z),
d.h. der Sinus ist eine ungerade Funktion und der Cosinus eine gerade.

(c) Additionstheoreme:

sin(x 4 y) = sin(z) cos(y) + sin(y) cos(z),
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).

Abbildung 25.1.: Trigonometrischer Pythagoras
Beweis:
(a) Wir setzen g(x) := sin?(z) + cos?(x) fiir z € R. Dann gilt
¢'(z) = 2sin(x) cos(x) + 2 cos(x)(—sin(x)) =0 fiir alle z € R.

Also ist g wieder eine konstante Funktion und da ¢(0) = sin?(0) +cos?(0) =
0+ 1=1ist, gilt g(x) =1 fir alle z € R.
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(b) Diese Beziehungen folgen direkt aus der Potenzreihendarstellung, denn in
der Potenzreihe des Sinus tauchen nur ungerade x-Potenzen und in der des
Cosinus nur gerade x-Potenzen auf.

(c) Der Beweis des ersten Additionstheorems ist nicht schwer aber miihselig.
Man rechnet mit den Potenzreihen und dem Cauchyprodukt &hnlich wie
wir es mit der Exponentialfunktion in Beispiel 14.11 gemacht haben.

Hat man dann das erste Additionstheorem gezeigt, bekommt man das zwei-
te, indem man im ersten y festhélt und die Gleichung dann nach x diffe-
renziert. Das ergibt
cos(z + y) = sin’(z + y) = cos(x) cos(y) + sin(y) (— sin(z))
= cos(x) cos(y) — sin(y) sin(x).

Satz 25.5 (a) Fiir alle x € (0,2) gilt sin(z) > 2 — 23/3! > 0.
(b) Die Funktion cos hat eine kleinste positive Nullstelle &.
Beweis:
(a) Sei z € (0,2). Dann gilt fiir alle n € N
2? <4 <4n® <4n®+2n=2n2n+1)

und deshalb x?/(2n(2n+ 1)) < 1. Multiplizieren wir diese Ungleichung nun
mit 22"~ /(2n — 1)! > 0 durch, so erhalten wir

2n+1 113'2”_1 l.2n—1 x2n+1

baw. -
I RS s TR GRS T

(2n+1)

fiir jedes n € N. Damit ist

3 5 7 9 11 LL’?’

: B x r© x ¥ x 0
sm(a:)—gz—gz+ga—WZ+ga_ﬁl+... > 2= >0,
>0 >0 >0
(b) Wir beobachten zunéchst, dass aus (a)
) 1 1 5
Sm(l)>1_§:1_6:6

folgt. Damit gilt mit dem Additionstheorem und mit Satz 25.4 (a)

cos(2) = cos(1 + 1) = cos?(1) — sin*(1) = cos*(1) + sin?(1) — 2sin?*(1)
—1—2sm2(1)<1—2-5—2—1—5—0<0
B 62 36
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25. Trigonometrische Funktionen

Da auflerdem cos(0) = 1 > 0 gilt und cos eine stetige Funktion ist, gibt es
nach dem Zwischenwertsatz ein £ € (0,2) mit cos(§) = 0.

Nun haben wir also eine Nullstelle, sind aber noch nicht fertig, denn wir
wollen ja zeigen, dass es eine kleinste positive Nullstelle gibt. Dazu setzen
wir M := {n > 0 : cos(n) = 0}. Nach dem oben Gezeigten wissen wir,
dass M # () ist. Da M auBlerdem durch Null nach unten beschrinkt ist,
existiert also &, := inf M. Zu zeigen ist noch, dass xq selbst eine Nullstelle
des Cosinus ist, dass also £, € M und damit das Minimum von M ist. Da
& das Infimum ist, ist auf jeden Fall fiir jedes n € N die Zahl & + 1/n
keine untere Schranke von M, d.h. fiir jedes n € N gibt es ein &, € M mit
& < & < & + 1/n. Insbesondere konvergiert also die Folge &, gegen &.
Nun ist aber die Cosinus-Funktion stetig, d.h.

cos(&y) = cos(nli_{go £,) = lim cos(&,) = lim 0 = 0.

n—oo n—oo

Also ist £y = min M und schlief8lich ist &y positiv, da & > 0 ist und & = 0
wegen cos(0) = 1 nicht sein kann. O

Das Ergebnis des vorstehenden Satzes gibt Anlass zu folgender Definition.

Definition 25.6 Die Zahl
m = 2&

heifst Pi.

Da nach obigem Satz &, € (0, 2) liegt, wissen wir bereits, dass 7w echt zwischen 0
und 4 liegt, tatséchlich ist 7 eine irrationale Zahl, deren Wert ungefihr 3, 1415. ..
betragt.

Wir haben nun also nach Definition cos(7/2) = 0 und dank 7/2 € (0,2) und
Satz 25.5 (a) auflerdem sin(7/2) > 0. Wir konnen diesen Wert sogar ausrechnen,
denn nach dem trigonometrischen Pythagoras gilt

1 = sin®(7/2) + cos®(7/2) = sin®(7/2), also sin(7/2) =1,

da der Wert nicht negativ und somit nicht —1 sein kann. Kombiniert man nun
dieses Wissen mit den Additionstheoremen, so sieht man schnell ein, dass die
folgenden Identitdaten gelten.

Satz 25.7 Fiir alle x € R gilt

sin(x 4+ 7/2) = cos(x), cos(x + m/2) = —sin(x),
sin(z + 7) = —sin(z), cos(x + ) = — cos(z),
sin(z + 27) = sin(z), cos(x + 2m) = cos(x).
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Fiir die Identitdten der letzten Zeile sagt man auch, dass Cosinus und Sinus
pertodische Funktionen der Periode 27, oder kurz 27-periodische Funktionen sind.

Satz 25.8 Der Cosinus hat im Intervall [0, 7] genau eine Nullstelle, ndmlich
/2.

Beweis: Es sei nn € [0, 7] eine Nullstelle des Cosinus. Dann gilt nach Satz 25.5
sofort n > m/2. Wir setzen 7 := m — n. Dann ist 77 € [0, 7/2]. AuBerdem ist nach
Satz 25.7 und da der Cosinus eine gerade Funktion ist

cos(n) = cos(—n + m) = — cos(—n) = — cos(n) = 0.

Somit muss aber 77 = 7/2 und damit auch n = 7/2 sein. O
Nun haben wir das gesamte Riistzeug zusammen, um sdmtliche Nullstellen von
Sinus und Cosinus zu bestimmen und das sind ganz schon viele.

Satz 25.9 Es gilt

2k +1
(a) cos(x) =0 < x = 2+ 7 fir ein k € Z.

(b) sin(z) =0 <= x = knr fir ein k € Z.

Beweis: Die Beweisrichtung von rechts nach links ergibt sich in beiden Féllen
sofort aus Satz 25.7. Wir beweisen also jeweils nur noch von links nach rechts.

(a) Sei x € R mit cos(z) = 0. Dann gibt es ein k € Z, so dass kn <z < (k+1)7
gilt. (Wer sich noch an die GauBklammer erinnert, kann k£ = [x/7] nehmen.)
Setze nun 7 := x — k7. Dann gilt € [0, 7] und

cos(n) = cos(z — km) = cos(x) cos(km) — sin(z) sin(km) = 0,

da cos(z) = 0 und sin(km) = 0 gilt. Nach Satz 25.8 ist damit n =z — kr =
/2, d.h.
2k+1

2

r=kn+7/2= TT.

(b) Fiir die entsprechende Aussage fiir den Sinus miissen wir die Arbeit nicht
wiederholen, denn falls sin(z) = 0 ist, so haben wir cos(x + 7/2) = 0. Also
gibt es nach dem soeben Bewiesenen ein k € Z mit

2k +1
2

d.h. x = km. U

LT
T+ = = T
2 Y

Wir kénnen nun weitere trigonometrische Funktionen definieren.
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25. Trigonometrische Funktionen

Definition 25.10 Fir z € R\ {&H -7 : k € Z} heifit die Funktion

tan(z) 1= sin(z)

cos(z)

der Tangens und fir x € R\ {kr : k € Z}

cot(x) := Cés(x)
sin(x)
der Cotangens von .
Nach der Quotientenregel gilt
cos?(x) + sin®(z) 1
tan'(z) = = =1+ tan®
an’(z) o2 (2) o2 (2) + tan®(z) > 0

fiir alle  im Definitionsbereich des Tangens. Also ist der Tangens insbesondere
auf dem Intervall (—m /2, 7/2) streng monoton wachsend und da

lim tan(z) = —oo und  lim tan(z) = oo
r——7/24 T—T/2—

gilt, ist tan((—m/2,7/2)) = R. Somit existiert die Umkehrfunktion tan™! : R —
(—m/2,7/2). Diese bekommt wieder einen Namen.

Definition 25.11 Die Umkehrfunktion des Tangens auf (—m/2,7/2)
arctan : R — (—7/2,7/2)
heif$t Arcustangens.

Die Ableitung des Arcustangens kénnen wir nun nach der Formel fiir die Ablei-
tung der Umkehrfunktion (Satz 23.9) bestimmen:

1 1 !
t / _ — p— .
arctan’(y) tan’(arctan(y)) 1+ tan®(arctan(y)) 1+ y?2

Uberraschenderweise erhalten wir als Ableitung eine gebrochen-rationale Funkti-
on und nichts Trigonometrisches.

In der gleichen Weise kann man auch Umkehrfunktionen von Sinus und Cosinus
definieren, wenn man sich im Definitionsbereich einschriankt. So sind

sin: [—7/2,7/2] — [-1,1] und cos: [0,7] — [—1,1]
bijektiv. Wir nennen die Umkehrfunktionen dieser Einschrinkungen

arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] (Arcussinus),

arccos : [—1,1] — [0,7] (Arcuscosinus).
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Sinus — — Cosinus Tangens =—— = Arcustangens |

Abbildung 25.2.: Die Graphen von Sinus, Cosinus, Tangens und Arcustangens

Die Ableitungen berechnen sich wieder mit Hilfe der Ableitungsregel fiir die Um-
kehrfunktion zu

1 1 1

cos(arcsin(z)) N /1 — sin®(arcsin(z)) - V1 —a?

arcsin’(z) =

und genauso
1

Vo

arccos'(z) = —

fiir alle |z| < 1.

Man beachte, dass die Auswahl des Bereichs, in dem man diese Funktionen in-
vertiert, willkiirlich ist. Ublicherweise werden zwar die hier gewiihlten Intervalle
verwendet, aber welcher Bereich gewéhlt wurde, sollte bei Verwendung der Arcus-
funktionen am besten immer dazugesagt werden. Hier ist Wachsamkeit angesagt!

Zum Abschluss definieren wir noch die hyperbolischen Funktionen.

Definition 25.12 Fiir alle x € R definieren wir

1
cosh(z) := i(em +e™7) (Cosinus hyperbolicus),
1
sinh(zx) := §(ex —e ") (Sinus hyperbolicus),
inh
tanh(x) := sinh(z) (Tangens hyperbolicus).

cosh(x)
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25. Trigonometrische Funktionen

sinh(x) = = cosh(x) tanh(x)l

Abbildung 25.3.: Die Graphen von Sinus, Cosinus und Tangens hyperbolicus

Wir berechnen auch hier die Ableitungen:

1 1
cosh’(z) = i(ex —e ) =sinh(z) und sinh'(z) = i(ex + e~ ") = cosh(z),
sowie 12 -
tanh’(z) = cosh (z) — sinh () _ 1 — tanh?(z) > 0

cosh?(z)

fiir alle x € R, und weiterhin die Grenzwerte

T _ T A —2z 1 0
lim tanh(x) = lim % lim & ¢ _+9_ 1.
T—00 z—ooe? e %  z—cce? l+4+e 2 1-0
et —e @ e?r—1 0—1
lim tanh(z) = lim —— = i = =—1.
A tanh(n) = I = I T T o

Damit ist der Tangens hyperbolicus streng motonon wachsend auf R und es gilt
tanh(R) = (—1,1). Also existiert auch hier die Umkehrfunktion

Artanh : (—=1,1) = R (Areatangens hyperbolicus).

Die Ableitung ergibt sich hier zu

1 1
Artanh'(z) = = , <1
rtank(z) 1 — tanh*(Artanh(z))) 1 —a? !

Abschlieflend wollen wir noch erwéhnen, dass fiir die hyperbolischen Funktionen
der Zusammenhang
cosh?(t) — sinh?(¢) = 1
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gilt, der als Pendant zum trigonometrischen Pythagoras gesehen werden kann.

Man verifiziert diesen durch einfaches Nachrechnen.

In diesem Abschnitt haben wir nun so viele neue Funktionen eingefiihrt, dass wir
diese noch einmal alle in einer Tabelle zusammenfassen wollen:

‘ Name ‘ Symbol ‘ Definitionsbereich ‘ Bild ‘ Ableitung
Sinus sin R [—1,1] cos
Cosinus cos R [—1,1] —sin
Tangens tan R\{(k+1/2)x} |R —5 = 1+ tan®
Cotangens cot R\ {k7} R ——5 = —1 — cot”
Arcussinus arcsin | [—1,1] [—m/2,7/2] 11_:62
Arcuscosinus arccos | [—1,1] 0, 7] — 11_:62
Arcustangens arctan | R (=m/2,7/2) | 1 +1$2
Sinus hyperbolicus | sinh R R cosh
Cosinus hyp. cosh R 1, 00) sinh
Tangens hyp. tanh R (—1,1) mih2 — 1 — tanh”
Areasinus hyp. Arsinh | R R \/ﬁ
Areacosinus hyp. | Arcosh | [1,00) [0, 00) Ié_ -
Areatangens hyp. | Artanh | (—=1,1) R —
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26. Umentwicklung von
Potenzreihen

Wir haben bisher meist Potenzreihen der Form )7 ja,z™ mit Entwicklungs-
stelle Null betrachtet. Wie schon in Bemerkung 15.10 festgestellt, gelten unsere
Ergebnisse auch fiir den allgemeineren Fall einer Potzenzreihe mit beliebigem Ent-
wicklungspunkt xy. Wir wollen in diesem Abschnitt sehen, wie man den Entwick-
lungspunkt einer Potenzreihe wechseln kann, ohne dabei die Funktiosvorschrift
der von der Potenzreihe dargestellten Funktion zu dndern.

Dazu definieren wir zundchst genau, was wir damit meinen, wenn wir sagen, dass
eine Funktion durch eine Potenzreihe dargestellt wird.

Definition 26.1 FEs sei I C R ein Intervall, f : I — R eine Funktion und
xog € I. Wir sagen, dass [ in einer Umgebung von xy durch eine Potenzreihe
dargestellt wird, wenn es ein 6 > 0 und eine Potenzreihe Y . o a,(x — x)™ mit
Konvergenzradius v > o ¢ibt, so dass

= Zan(x —x9)"  firallex € I N (xg — 6,20+ 6)

qgilt.

Beispiel 26.2 (a) Essei I = (—1,00) und f(z) = In(1 + ). Dann wissen wir
seit Beispiel 25.2, dass

n+1

n(l+x) f:

n=1

fiir |x| < 1 gilt. Also ist In(1 4 x) in einer Umgebung von 0 in eine Potenz-
reihe mit Konvergenzradius 1 entwickelbar.

(b) Wir nehmen I = R und f(z) = arctan(z). Dann haben wir im letzten
Abschnitt gezeigt, dass f/(z) = 1/(1 + 2?) gilt. Das kénnen wir uns nun
zunutze machen, um den Arcustangens um den Entwicklungspunkt 0 zu
entwickeln. Denn es gilt mit der geometrischen Reihe fir alle |z| < 1

1 1 00 e8] OO 2n+1

1+ 22 - 1—(—a?) - Z(_Iz)n = Z(_l)nzzn = (Z%(_l)ngn T 1) .

n=0 n=0 n=
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26. Umentwicklung von Potenzreihen

Also gilt
OO 2n+1

arctan(z) = Z(—l)” I

- RS

fiir ein ¢ € R. Setzen wir z = 0, so sieht man ¢ = arctan(0) und wegen
sin(0) = 0 gilt tan(0) = 0, d.h. ¢ = arctan(0) = 0. Also haben wir arctan
durch

0 x2n+1
arctan(z) = Z(—l)"2n+ T fir || < 1,
n=0

in eine Potenzreihe um 0 mit Konvergenzradius 1 entwickelt.

Wir wollen nun auch einmal den Fall, dass der Entwicklungspunkt nicht
Null ist, betrachten. Dazu nehmen wir I = (—oc, 1) und

fla) = .z € (—00,1).

Dann ist mit Hilfe der geometrischen Reihe
fla)y = "am fir|z| <1,
n=0

soweit so bekannt und der Entwicklungspunkt ist wieder Null. Nun wollen
wir aber die selbe Funktion in eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt
xo = —1/2 entwickeln. Es gilt

L 1 B 1 2 1
T—e = 32-(@+1/2) " §0-3@+}) 3 1-3@+y)

3

2 (2 1y\" 1 3
G el
3;:0(3<x+2>> R ]

mit Hilfe der geometrischen Reihe. Also haben wir durch
1 "2\t NG
= = = = -2,1
f@) =15 ;(:3) (x+2>’ ve(=21)

die Funktion f in eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt —1/2 mit
Konvergenzradius 3/2 entwickelt.

Wir wollen im Folgenden dieses Konzept des Umentwickelns allgemeiner fassen.
Dazu benétigen wir das folgende Lemma, das Sie in viel allgemeinerer Form und
mit dem geeigenten Handwerkszeug in der Analysis IV sehen werden. Dort unter
dem Namen ,Satz von Fubini“. Im Moment konnten wir nur einen elementa-
ren, und damit miithsamen, Beweis dieses Spezialfalls erbringen, und verzichten
deshalb ganz darauf.
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Lemma 26.3 Fiir alle Paare von Zahlen (n,k) € N2 sei a, € R und fiir alle
n € Ny sei die Rethe ZZOZO Qi absolut konvergent und die Reihe der Rethenwerte

oo 00
DD law]
n=0 k=0

konvergent. Dann ist auch umgekehrt Y au fir alle k € Ny absolut konvergent

und die Reihe .
D2 Lo

k=0 n=0
konvergiert. Auflerdem gilt in diesem Fall

S el =303 ol

n=0 k=0 k=0 n=0

Um besser zu sehen, wie dieser Satz im Folgenden angewandt wird, vereinbaren
wir

(Z) =0, fallsn, ke Nymit k > n. (26.1)

Nun koénnen wir unseren Umentwicklungssatz formulieren.

Satz 26.4 Es sei f(x) =)~ a,(x —x)" eine Potenzreihe mit Entwicklungs-
punkt xy € R und Konvergenzradius r > 0. Weiter sei [ := (xg—r,xo+71), Sowie
x1 € I und 6 := 1 — |z1 — 20| (b2w. § = o0, falls r = o00). Dann ezistiert eine
Potenzrethenentwicklung von f um x1, deren Konvergenzradius mindestens 0 ist,
d.h. es gibt eine Potenzreihe Y~ by (x —x1)", so dass f(x) =Y "o bu(x —z1)"
fir alle x € (xy — 0,1 + ) gilt.

Beweis: Es sei « € (1 — §,21 + 0). Dann ist
|LU—.§L’1| <d=r1r— |LUO—LU1‘.

Also ist die Zahl t := |z — x1| + |21 — 29| < r und damit konvergiert die Reihe

Yoo g ant™.
Nach dieser Vorbetrachtung konnen wir uns an das eigentliche Umentwickeln
machen. Wir erhalten mit der Binomialformel

f(z) = Zan(ff — )" = Z%(IE — 21+ 21— x)"

_ i an no (Z) (& — 21)" (21 — o)™

n=0 k=
o [o¢] n
D) AW ETAEPEES
n=0 k:(] ~ S
=0nk
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26. Umentwicklung von Potenzreihen

Man beachte, dass wir im letzten Schritt (26.1) genutzt haben. Es gilt
> lauel = 37 laal ()2 = 2oy = o]~
k
k=0 k=0
~laal 3 () o =l =l
o \F

= |an|(|x — x|+ |r1 — I0|>n = |a,|t".

Damit konvergiert die Reihe Z,;“;O oy, fur alle n € N absolut und nach unserer
Voriiberlegung von oben ist auch die Reihe der Reihenwerte konvergent. Also
kénnen wir nach Lemma 26.3 die Summationsreihenfolge vertauschen und erhal-
ten die nach diesem Satz konvergente Reihe

flz) = f: f:an <Z> (& — 21) (21 — 2g)"

_ kf%(Zo an (Z) (21 — o)™ )@; — )
_ g(g an (Z) (21— xo)"_k> (& — a1)F =: g b(z — 21)F.

U

Wenn man sich diesen Beweis noch einmal genau anschaut, so sieht man, dass wir
nicht nur die blofle Existenz der umentwickelten Reihe bewiesen haben, sondern
sogar explizit eine Formel fiir die Koeffizienten b,, gefunden haben. Wir kénnen
daher die Umentwicklung prézise angeben.
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27. Hohere Ableitungen und der
Satz von Taylor

Wir wollen in diesem Abschnitt zunichst das Konzept der zweiten, dritten und
allgemein n-ten Ableitung einer Funktion einfithren und dann mit dem Satz von
Taylor einen fundamental wichtigen Satz der Analysis beweisen, der sowohl in ab-
strakten als auch in ganz angewandten Zusammenhdngen immer wieder gebraucht
wird. Es geht dabei darum komplizierte Funktionen durch moglichst angepasste
Polynome zu nédhern. Vor allem die PhysikerInnen werden mit diesem Satz sehr
héufig zu tun bekommen.

Definition 27.1 Es sei I C R ein Intervall, xo € I und f: I — R sei differen-
zierbar auf 1.

(a) Die Funktion f heifit in xo zweimal differenzierbar, falls die Funktion f' :
I — R in zg wiederum differenzierbar ist. In diesem Fall heifit f"(xq) =
(f")(xo) die zweite Ableitung von f in x.

(b) Ist f in jedem Punkt v € I zweimal differenzierbar, so heifit f zweimal
differenzierbar auf I und die Funktion x — f"(x) ist die zweite Ableitung
von f auf I.

(c) Fiirn > 3 beliebig definieren wir rekursiv: Die Funktion f heifst in xo (bzw.
auf 1) n mal differenzierbar, falls sie (n — 1) mal differenzierbar ist und
die Funktion f"=Y in zy (bzw. auf I) wieder differenzierbar ist. In diesem
Fall heift f™(xz0) = (f" V) (20) die n-te Ableitung von f in xy, bzw.
z — fU(z) die n-te Ableitung von f auf I.

Héufig ist es praktisch die Funktion selbst als ihre nullte Ableitung aufzufassen,
also

o=
Beispiel 27.2 (a) Ist f(x) = sin(z), so gilt

f'(x) = cos(x), f"(x) = —sin(x),
f"(x) = —cos(x), fU(x)=sin(z) = f(x).
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27. Hohere Ableitungen, Satz von Taylor

(b)

(d)

164

Betrachten wir auf R die Funktion

22, falls £ > 0
-

—22 falls z < 0,

so ist f auf ganz R differenzierbar mit f'(z) = 2|z|, + € R (nachrech-
nen!), aber da die Betragsfunktion in Null nicht differenzierbar ist (vgl.
Beispiel 23.3 (b)), ist diese Funktion in Null nicht mehr differenzierbar,
d.h. f ist in zg = 0 nicht zweimal differenzierbar.

Es sei f(z) =Y an(x —zo)", d.h. f sei durch eine Potenzreihe gegeben,
von der wir annehmen wollen, dass der Konvergenzradius r» > 0 ist. Wir
setzen wieder [ := (xo — r, ¢ + 7). In Satz 25.1 haben wir gesehen, dass f
dann auf I differenzierbar ist mit

f(z) = Z apn(z —z)" Y, T e,
n=1

und dass dies wieder eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r ist. Also ist
nach nochmaliger Anwendung dieses Satzes f sogar zweimal auf I differen-
zierbar mit

f(z) = Zann(n —1)(z—x0)" 2%, wel

Durch weitere Iteration dieses Arguments (Formalisten mogen eine saubere
Induktion fiihren), ist dann f auf I beliebig oft differenzierbar und es gilt
fiir jedes kK € N

)= amn—1)--(n— (k=1))(x —z0)" " wzel

Setzt man speziell x = xy ein, so erhélt man die fiir das Weitere wichtige
Beziehung
¥ (z0) = apk(k —1)---2-1 = klay,.

Diese verrat uns insbesondere die Gestalt der Koeffizienten a;, fiir Funktio-
nen, die durch eine Potenzreihe dargestellt werden:

_ f(k) (IO)_

=T

Wir betrachten auf I = [0, 00) die Funktion

2?sin(1/z), falls z >0
fz) = _
0, falls x = 0.



Dann ist f in allen x > 0 offensichtlich differenzierbar und es gilt
1
f(z) = gﬁsin(l/x) + 22 cos(1/x) (——2)
x

_3 rsin(l/z) — 1 cos(1/z).

2 Vi

Um f auf Differenzierbarkeit in 0 zu untersuchen, betrachten wir den Dif-
ferenzenquotienten

1) = FO)| e sin(1a)
e | T | T il
< lir%\/f = 0.

Da der Grenzwert selbst iiber etwas Positives gebildet wird, muss er auch
grofler oder gleich Null und damit gleich Null sein. Somit ist f auf ganz
[0, 00) differenzierbar, wobei f'(0) = 0 gilt.

Anhand dieses Beispiels sieht man nun, dass etwas Abstruses passieren
kann. Die Funktion f’ : [0,00) ist ndmlich in Null nicht nur nicht noch
einmal differenzierbar, sie ist nicht einmal mehr stetig, so dass wir iiber
Differenzierbarkeit erst gar nicht mehr nachzudenken brauchen. Um das zu
sehen, betrachten wir die Folge z, := 1/(nm), n € N. Dann gilt fiir jedes
neN

f(x,) = 5 1 sin(nm) — v/nw cos(nw) = —y/nw cos(nw)

N
= —(~1)"am = (—1)" .

Also ist die Funktion f” auf dem kompakten Intervall [0, 1] nicht beschrankt,
sie kann also nach Satz 20.5 nicht stetig sein.

Das schlechte Differenzierbarkeitsverhalten der Funktion in (d) des obigen Bei-
spiels nehmen wir zum Anlass, um einen stéirkeren Differenzierbarkeitsbegriff zu
formulieren, der so ,héssliche® Funktionen ausschlief3t.

Definition 27.3 Es sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion.

(a) Fiirn € N heifit die Funktion f n-mal stetig differenzierbar auf I, falls sie

n-mal differenzierbar auf I ist und die Funktion ™ auf I stetig ist.
In diesem Fall schreiben wir f € C™(I).

(b) Wir setzen

CI):=C(I) und C>(I):= (] C"(I)

und nennen eine Funktion f € C*(I) beliebig oft differenzierbar.
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27. Hohere Ableitungen, Satz von Taylor

Bemerkung 27.4 (a) Da die Differenzierbarkeit insbesondere Stetigkeit im-
pliziert, sind fiir eine Funktion f € C™(I) alle Ableitungen f’, f",..., f
stetige Funktionen auf I.

(b) Oft hort man statt ,beliebig oft“ auch die Bezeichnung , unendlich oft“
differenzierbar. Diese ist etwas ungliicklich, denn sie hort sich so an, als
existiere auch eine ,unendlichste* Ableitung. f € C°°(I) heifit aber eben
nur, dass f fiir jedes n € N auf I existiert und dort stetig ist.

Wir haben in Beispiel 27.2 (c) gesehen, dass eine Funktion, die auf einem Intervall
durch eine Potenzreihe Y > a,(z —x0)" gegeben ist, immer Koeffizienten a,, der

Form
f(n) (xo)

n!

a, = fir allen e N

aufweist. Haben wir umgekehrt eine Funktion aus C*°(I) vorliegen, kénnen wir fiir
ein zy € I° obige Koeffizienten ausrechnen und die dadurch gegebene Potenzreihe
betrachten. Diese bekommt zunéchst einen Namen.

Definition 27.5 FEs sei I C R ein Intervall, zo € I° und f € C*(I). Die

Potenzreihe ~
" (x

> I e
~ ol

heifst dann die Taylorreihe von f um .

Nun stellt sich sofort die

Frage: Gilt in der Situation obiger Definition nun in einer Umgebung von xg

£ (2,
Fay =3 20 e

n!

n=0
Die Anwort ist ein entschiedenes manchmal. Wir betrachten dazu das folgende
Beispiel.

Beispiel 27.6 Wir wihlen I = R, xqg = 0 und

e_l/x2, falls x #£ 0,
fla) = ’
0, falls x = 0.

Dann ist f offensichtlich in jedem Punkt x # 0 differenzierbar, aber wir sind
ja gerade an xy = 0 interessiert. Um Differenzierbarkeit in Null zu untersuchen,
miissen wir {iber den Differenzenquotienten gehen. Es ist mit ¢ := 1/x

flo) = f(0) eV " ¢

x—0 r 1/t e
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Dieser Ausdruck strebt fiir x — 0, d.h. t — +o00, gegen 0. Also ist f in Null
differenzierbar und es gilt f’(0) = 0. Mittels Induktion kann man nun zeigen,
dass f in 0 sogar beliebig oft differenzierbar ist und f™(0) = 0 fiir alle n € N
gilt. Also ist in diesem Fall die Taylorreihe

Zf ( )x":ZO~x”:07éf(x) fiir alle = # 0.
n!
n=0 n=0

Da die Taylorreihe nach einem vielversprechenden Mittel aussieht, um Potenzrei-
henentwicklungen von Funktionen auszurechnen, und da diese ein unverzichtbares
Hilfsmittel der Analysis, der Physik, der Ingenieurwissenschaften und vieler an-
derer Bereiche sind, hitten wir gerne ein Kriterium, wann die Taylorreihe brav
zu ihrer Funktion passt. Ein solches folgt aus dem folgenden Satz.

Satz 27.7 (Satz von Taylor) Es sei I C R ein Intervall, a,b € I und f €
C™(I) fiir ein n € Ny, so dass f™*Y auf I existiert. Dann gibt es ein & zwischen
a und b, so dass gilt

"L ¥ (a (n+1)
=31 ()(b—a)k+{nT1()£!)(b—a)"“.

Bemerkung 27.8 (a) Im Fall n = 0 ist dieser Satz genau der Mittelwertsatz
(vgl. Satz 23.16).

(b) Der Wert von ¢ hingt natiirlich jeweils von a, b und n ab und ist im All-
gemeinen nicht zu bestimmen. Das wire auch sehr erstaunlich, denn dann
wire ja die Berechnung von f auf den Schwierigkeitsgrad eines Polynoms
zuriickgefiihrt, was dann fiir einfach nur (n 4 1)-mal differenzierbare Funk-
tionen doch ein bisschen zu simpel wire. Im & steckt sozusagen die Kom-
plexitét der Funktion f.

Beweis: Wir betrachten ohne Beschrinkung der Allgemeinheit den Fall a < b

und setzen
n+1)! " ) (a i
- (0 - o e - o).

Dann gilt

" k) (g _ )t
D I e IE

und unsere Aufgabe ist es ein & € (a, b) zu finden, so dass o = f™+1(¢) ist. Dazu
schreiben wir die letzte Gleichung so um, dass auf der rechten Seite Null steht
und definieren dann die Hilfsfunktion
~ fM()
g(t) = f(0) = D> (b= 1) o

k=0

(b—t)"*!
(n+ 1)

t € la,bl.
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27. Hohere Ableitungen, Satz von Taylor

Dann ist nach den Voraussetzungen g € C([a,b]) und da in g hochstens die n-
te Ableitung von f auftaucht, ist g sogar noch einmal differenzierbar auf [a, b].
Auflerdem gilt direkt g(b) = f(b) — f(b) = 0 und so wie wir p gewihlt haben gilt
auch g(a) = 0. Nach dem Mittelwertsatz gibt es also ein & € (a, b), so dass

: g(b) — g(a)
gilt.
Andererseits ist (nachrechnen!)
: =" b =0"
g(t) = " o L
o (- b-g)"
0=g'(€) = o——— [ V() —*
n! n!
und schlieBlich o = f*Y(¢) folgt. O

Wir wollen diesen Satz nun in konkreten Situationen anwenden. Zunéchst ein-
mal kann man den Satz dazu verwenden, den einen oder anderen Reihenwert zu
bestimmen. Wir betrachten hierzu das folgende Beispiel.

Beispiel 27.9 Wir untersuchen fiir x > —1 die Funktion f(z) =In(1+z),b=1
und a = 0. Um den Satz anwenden zu konnen, miissen wir die ersten n + 1, also
alle, Ableitungen von f ausrechnen. Wir finden fiir x > —1

1 -1 2 —-2-3
/ _ " _ " _ (4) —
@)= PO 0= g 0= o
und per Induktion allgemein
11k — 1)
W D (k=D
fW¥(x) AtoF k € N.
Insbesondere ist also fiir alle £ € N
F90) _ (-1
Kok
Nach dem Satz von Taylor gilt nun (mit b = 1):
" FO0) SO
In(2) = f(1) = f(0) + ; k:'( )1k + T 1()!)1 + (27.1)
n -1 k—1 _1\n no 1\k—-1
IR N o (R N G G
~ k I+ n+1) = &k
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mit einem ¢ € (0,1). Unabhéingig davon was das £ nun genau ist, haben wir in
jedem Fall 1+ ¢ > 1 und damit auch (1 + &)™™' > 1. Deshalb gilt

- (=1 ‘ <!

n ; N.
[en] ‘(1+§)"+1(n+1)_n+1 ne

Also gilt lim,,_,« ¢, = 0. Damit kénnen wir in (27.1) n gegen unendlich streben

lassen und erhalten mit
o ]_’1
Z k

00
k=1

den Reihenwert der alternierenden harmonischen Reihe (vgl. Beispiel 12.11).
Um etwaigen Mikeleien zuvorzukommen: Wer meint, dass das aber viel Aufwand
fiir so einen mickrigen Reihenwert war, hat noch nie selbst versucht einen Rei-
henwert zu bestimmen.

Abschlieend sei darauf hingewiesen, dass wir damit unser Ergebnis aus Bei-
spiel 25.2 insofern verbessert haben, als wir nun

In(1+x) = Z (k+)1 " fiir alle 7 € (—1, 1]
k=0
und damit auch an einem Randpunkt wissen. Am anderen Randpunkt x = —1

ist die Reihe eine harmonische Reihe und somit divergent.

Wir haben hier schon gesehen, dass man mit dem Satz von Taylor auch andere
Dinge als Potenzreihen berechnen kann, z.B. eben den obigen Reihenwert. Wir
kommen nun zu einer weiteren, eher iiberraschenden, Anwendung des Satzes von
Taylor.

Satz 27.10 e ¢ Q.

Beweis: Wir wissen schon, dass 2 < e < 3 gilt. Nehmen wir nun an, es géibe
n,m € N mit e = m/n, so muss n > 2 sein, denn sonst wére e € N. Mit dem so
gewdhlten n, f(z) = e, b = 1 und a = 0 wenden wir nun den Satz von Taylor
an. Dieser liefert ein £ € (0,1) mit

— f®0) ()
— e = 1) = .
e= /) ]

m
n

Nun sind die Ableitungen der Exponentialfunktion zum Gliick nicht schwer zu
bestimmen. Wir erhalten also
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27. Hohere Ableitungen, Satz von Taylor

und nach Multiplikation dieser Gleichung mit n!

! et
m(n—l)!:n!+n!+i—|—~-~+1—|——.
—_—— 2! ,on+1

eN pe

Da der Ausdruck ef/(n + 1) positiv ist, bleibt ihm damit nichts anderes iibrig als
selbst zu N zu gehoéren. Damit haben wir aber einen Widerspruch, denn wegen
n>2und £ € (0,1) gilt

U

Was uns immer noch fehlt, ist ein Kriterium, wann eine beliebig oft differenzierba-
re Funktion in einer Umgebung des Entwicklungspunktes durch ihre Taylorreihe
dargestellt wird, wann also solch unangenehme Dinge wie in Beispiel 27.6 nicht
passieren konnen. Hier ist eines.

Satz 27.11 Es sei I C R ein Intervall und f € C*®(I) eine Funktion. Weiter
existiere eine Konstante C' > 0, so dass fir alle n € N und alle x € I gilt

‘ f™ ()

n!

<o

Dann gilt fir jedes o € 1 die Identitdt

> f(n)
fla)y=>" / (,IO)(:C —x)" fir allex € J:=10N(zo—1/C,x0+ 1/C).
n!
n=0
Beweis: Wir miissen zunéchst sicherstellen, dass die obige Potenzreihe iiberhaupt
fiir alle z € J konvergiert. Das folgt direkt aus der Voraussetzung und dem Satz
von Hadamard, denn

(n) (n)
F@)| o g imsup \”/)f ()| _ ¢
n! neN n!

und damit ist der Konvergenzradius groler oder gleich 1/C'.
Sei nun x € J beliebig gewahlt. Nach dem Satz von Taylor mit b = x und a = z
gibt es fiir jedes n € N ein &, zwischen xy und z, so dass

n

IR AUED) r SO(E) et
f(fc)—; o (z — x0) +m($—3€0) -
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Uns bleibt nun wie im Beispiel 27.9 zu zeigen, dass der letzte Summand fiir n
gegen unendlich gegen Null strebt. Dazu schétzen wir mit der Voraussetzung ab:

FrD(En)

n n n n+1
e (z — o)™ < O"Ha — o |" T = (C’|a:—x0|) )

Da aber z € J ist, gilt |x — 29| < 1/C, bzw. C|z — x| < 1, so dass obiger

Ausdruck tatséchlich gegen Null geht, wenn n nach unendlich strebt. U

Definition 27.12 FEs sei I C R ein Intervall, xg € I, n > 1 und f € C"(I).
Dann heifst das Polynom

L) (g
T, o) ;:Zf ];! )(

z — x0)"

n-tes Taylorpolynom wvon f in .

Bemerkung 27.13 (a) Das n-te Taylorpolynom hat immer hochstens Grad n,
dieser kann aber auch kleiner sein. Es ist das eindeutig bestimmte Polynom
p vom Grade kleiner oder gleich n, fiir das p®(zy) = f®(z0) fiir alle
ke{0,1,...,n} gilt.

(b) Wir kénnen mit dieser Definition den Satz von Taylor (Satz 27.7) folgen-
dermaflen umformulieren:

Sei I C R ein Intervall, zo € I und f € C™(I), so dass f™ auf I differen-
zierbar ist, dann gibt es zu jedem z € [ ein £ = £(x) zwischen xy und z
mit

Fo e .
f(z) =T, (z,m0) + Wl()')(x — )",
(c) Die Differenz zwischen der Funktion und ihrem Taylorpolynom, also der
Wert
- f(n+1) (5) n+1
(n+1)! (% = @)

wird oft als Restglied bezeichnet.
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28. Extremwerte

Wir haben in Satz 23.14 gesehen, dass eine differenzierbare Funktion, die im
Inneren eines Intervalls ein relatives Extremum hat, dort eine verschwindende
Ableitung haben muss. Allerdings ist dies kein hinreichendes Kriterium fiir das
Vorliegen eines Extremums, d.h. es kann sein, dass die Ableitung Null ist, oh-
ne dass an dieser Stelle tatsdchlich ein relatives Extremum vorliegen muss. Um
wirklich nachzuweisen, dass eine solche kritische Stelle ein Extremum ist, brau-
chen wir genauere Hilfsmittel. Eine solche hinreichende Bedingung wollen wir in
diesem Abschnitt aus dem Satz von Taylor ableiten.

Satz 28.1 FEs sei I C R ein Intervall, o € I° und f € C™(I) fir ein n > 2.
Weiter gelte f'(xo) = f"(z0) = --- = fOV(x) = 0, aber f)(xy) # 0. Ist
nun n ungerade so hat f in xqg kein Ezxtremum, ist n gerade, so liegt in xq ein
Eztremum vor, und zwar falls f™(z¢) > 0 ein Minimum und falls f (x0) < 0
ein Maximum.

Beweis: Da f(™ in z, stetig und z( ein innerer Punkt von I ist, gibt es ein § > 0
mit Us(xzg) C I, so dass f™(z) fiir alle z € Us(zy) das selbe Vorzeichen wie
™ (20) hat. Sei nun = € Us(z) \ {xo} gewihlt. Dann gibt es nach dem Satz von
Taylor ein ¢ zwischen x und zy mit

F(E)

n!

f(z) =Th_1(x,20) + (x — x0)".

Nach Voraussetzung sind aber die ersten n — 1 Ableitungen von f in xz( alle Null,
also bleibt vom (n — 1)-ten Taylorpolynom nur der Summand nullter Ordnung
tibrig, d.h. es gilt T,,_1(z, x0) = f(x0) und damit

F()

n!

f(@) = flzo) +

(x — x0)" =: f(x0) + ().

Da ¢ zwischen zy und z liegt, liegt es auch in Us(zo), also hat £ (¢) das selbe
Vorzeichen wie f™(z,). Mit diesen Uberlegungen kénnen wir nun die verschie-
denen Fiélle der Behauptung nacheinander untersuchen.

Ist n ungerade und f(™(z) = 0, so gilt das selbe fiir £ (¢) und damit ist

() 2 0, falls z € (xg, zo +6),
< 0, falls € (zg — 6, x0),
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28. Extremwerte

da Potenzieren mit einem ungeraden Exponenten das Vorzeichen erhélt. Daraus
folgt aber mit f(x) = f(xo) + c(x)

‘o > f(x0), falls & € (zo, o + 9),
N S Flwo), falls @ € (29— 6, a0).

Damit kann f in xg kein Extremum haben, denn die Funktionswerte von f sind
auf der einen Seite von xy kleiner und auf der anderen Seite von zy grofler als in
xZg.

Ist dagegen n gerade, so liasst das Potenzieren mit n das Vorzeichen verschwinden.
Also gilt fiir £ (zy) = 0 wegen f™(¢) = 0 dann ¢(r) = 0 unabhingig davon
auf welcher Seite von zy das = liegt. Das liefert schlieBlich f(z) =2 f(zo) fiir alle
x € Us(ro) und damit die Behauptung. O
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29. Komplexe Zahlen

Wir wollen nun noch ein letztes Mal unseren Zahlraum erweitern, und die kom-
plexen Zahlen einfithren. Betrachten wir die bisherigen Zahlraumerweiterungen,
so erlauben diese jeweils die Losung weiterer Gleichungen: in N kann man die
Gleichung x + 3 = 5, aber nicht x +5 = 3 l6sen. Diese zweite ist aber in Z losbar,
wo wiederum 3z = 5 nicht 16sbar ist. Die Losung dieser Gleichung findet sich in
Q, wo aber 2% = 5 nicht lésbar ist. So kommt man schliefllich nach R.

Die Gleichung, die uns nun in R Kopfzerbrechen macht, ist 22 = —1. Um diese
Gleichung zu 16sen, miissen wir offensichtlich nicht-reelle Zahlen bemiihen, eben
die komplexen. Wir werden am Ende dieses Abschnittes sehen, dass wir damit
insofern, am Ende der Zahlraumerweiterei sind, als jede ploynomiale Gleichung
in den komplexen Zahlen l6sbar ist.

Definition 29.1 Wir betrachten die Menge
C:=R?*={(2,9) 7,y € R}
der komplexen Zahlen aller geordneten Paare von reellen Zahlen mit der Addition
(@1,51) @ (@2, y2) := (@1 + T2, 91 + y2)  fiir alle (z1,51), (22,52) €C
und der Multiplikation
(71,91) © (22, 92) = (21272 — Y1Y2, T1y2 + Tayr)  fir alle (v1,y1), (72,y2) € C.

Ist z = (z,y) € C, so heifit x der Realteil (Notation v = Re(z)) und y der
Imaginérteil (Notation y = Im(z)) von z.

Beispiel 29.2 Wir berechnen einige wichtige Produkte:

(0,1)2=(0,1)®(0,1)=(0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0)
(2,00 (1,0)=(z-1—-0-0,2-0+0-1) = (x,0) firallex € R
(y,00©(0,1)=(y-0—-0-1,y-14+0-0)=(0,y) fiir alle y € R.

Ublicherweise wird eine andere Schreibweise fiir die komplexen Zahlen verwendet,
die wir auch im Folgenden verwenden wollen. Dazu definiert man die imaginére
Einheit

=(0,1)
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29. Komplexe Zahlen

und interpretiert die komplexen Zahlen als Erweiterung der reellen, indem man
die reelle Zahl  mit der komplexen Zahl (z,0) identifiziert (deshalb auch die
Bezeichung als Realteil). Das ergibt mit den Rechnungen aus obigem Beispiel fiir
alle z,y € R

(x,y) = (2,0)® (0,y) = (2,0) © (1,0)® (y,0) (0, 1) =z -1+y-i=2x+1iy.

Bemerkung 29.3 (a) Nun kénnen wir auch miihelos die Gleichung 2? = —1
16sen, denn es gilt nach der ersten Berechnung in Beispiel 29.2

i”=(0,1)®(0,1) = (~1,0) = —1,
genauso wie iiberigens auch (—i)? = (0,—1) ® (0,—1) = —1 gilt.

(b) Der Vorteil davon, wenn man die komplexe Zahl z = (z,y) € Cmit z,y € R
als x + iy schreibt, ist, dass man nun rechnen kann wie gewohnt, solange
man immer i2 = —1 beachtet, denn fiir alle z1, 22,1, y2 € R gilt nach den
gewohnten Rechenregeln

(1 +iy1) + (22 +1y2) = 1 + T2 +i(y1 + ¥2),

was mit der Definition von i und der Identifikation der reellen Zahlen mit
dem Realteil genau der Defintion der Addition oben entspricht.

Fiir die Multiplikation sieht man

(z1+1y1) - (22 +iya) = 2119 + iT1y2 + iy170 + 2100
= 1%y + 1(T1Y2 + T2y1) — V1Yo
= 1122 — Y1y2 + i(T1y2 + T211),

was wieder genau zur Definition passt.

(c¢) Im Folgenden verwenden wir nicht weiter die schwerfilligen Bezeichnungen
@ und © fiir die Verkniipfungen in C, sondern schreiben auch zwischen
komplexen Zahlen wieder +, bzw. -, da wir ja nach obigen Uberlegungen
mit den komplexen Zahlen weiter so rechnen kénnen wie gewohnt.

Satz 29.4 Die Menge C mit den Verkniipfungen @& und © ist im algebraischen
Sinne ein Korper, d.h. sie erfillt die Aziome (A1) bis (A9) aus Kapitel 2.

Der Beweis besteht aus einfachem Nachrechnen und ist eine gute Ubung, um sich
an das Rechnen mit komplexen Zahlen (in beiden Schreibweisen) zu gewdhnen.
Veranschaulichen kann man sich die komplexen Zahlen am besten in der komple-
zen Zahlenebene (auch Gaufische Zahlenebene genannt), s. Abbildung 29.1.
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Im2)|..................... z

Abbildung 29.1.: Die Gaufische Zahlenebene

Definition 29.5 Ist z = x + iy mit z,y € R eine komplexe Zahl, so heifst
Zi=x—1ly die zu z konjugiert komplexe Zahl,
|z == Va2 + y? der Betrag von z.

Offensichtlich gilt Z = z fiir alle z € C. Einige weitere bemerkenswerte Eigen-
schaften der komplexen Konjugation sammeln wir im folgenden Satz.

Satz 29.6 Sind z, 21,20 € C, so gilt

(a) 21 F 2 =7+ 5 und 712, = 71 - 2.

(b) z+7z=2-Re(z) und z —z = 2i- Im(2).
Beweis:

(a) Esist fiir 2y = x1 + iy, und 25 = x5 + iy, durch einfaches Nachrechnen

2+ =21+ 2 +i(yr +y2) = 21 + 22 — (Y1 + ¥2)

=T — 1+ T -1 =71 +2

und

2129 = (551932 — 1y2 + i(931?/2 + 932?/1) =T1%2 — Y1Y2 — i(iﬂlyz + Izyl)

= T1Ty — 1T1Y2 — 1T2Y1 — V1Y2 = (xl - 12/1)(332 - iy2) =Z1- 2.

(b) z+ %z = Re(z) +ilm(z) + Re(z) — ilm(z) = 2 - Re(z) und
z —Z = Re(z) +ilm(z) — Re(z) + ilm(z) = 2i - Im(2). O
Fiir den Betrag sehen wir sofort, dass |z| = |Z| fiir alle z € C ist. Aulerdem gelten

die folgenden Aussagen.
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29. Komplexe Zahlen

Satz 29.7 Fiir alle komplezen Zahlen z = x+iy mit x,y € R und 2y, 20 € C gilt
(a) 2-Z =|2I%,
(b) Re(z) < |z| und Im(z) < |z|,
(¢) |z| >0 und |z| =0 genau dann, wenn z = 0,
(d) [2122] = [21]] ],
(e) |21+ 22| < |z1| + |22| (Dreiecksungleichung)

Beweis:
(a) 27 = (z+iy)(z —1y) = 2> +iyz —iyz —*y® = 2 +y* = (\/2? +y?)* = [2]*,

(b) Folgt fiir den Realteil sofort aus |z| = V22 < /22 + 42 = |2| und genauso
fiir den Imaginérteil.

(c) TIst |z| = 0, so ist \/22 + y? = 0 und damit auch 2?+y? = 0. Diese Gleichung
(in R!) hat nun nur die Losung = y = 0, also ist in diesem Fall z = 0.

(d) Nachrechnen.
(e) Nach (a) und Satz 29.6 ist

|Zl + 22‘2 = (21 + ZQ)(Zl + ZQ) = (21 + 22)(2_1+Z_2)
=B+ uBm - om ek = |alr et anm tan
= |Zl|2 + |22|2 + 2. Re(zlz_g)

Nach (b) und (d) gilt nun Re(z1%2) < |z17Z3] = |21]|22]. Also ist
|21+ 2of* < |21 + [z2f* + 2]z ][22] = (|21] + [22])%
U

Eine natiirliche Frage ist nun: Welche Erkenntnisse, die wir bisher in R gewonnen
haben, gelten auch in C weiter? Da nach Satz 29.4 auch in C die Kérperaxiome
(A1) bis (A9) gelten, konnen wir hoffen, dass das eine ganze Menge ist.

Doch zunéchst ein Satz dazu was nicht geht. Es gibt auf C keine mit der alge-
braischen (also der durch die Verkniipfungen gegebenen) Struktur vertrégliche
Ordnung. Man kann also 2 komplexe Zahlen nicht der Grofle nach vergleichen.
Dementsprechend machen auch alle direkt mit Hilfe der Ordnung definierten Be-
griffe wie Supremum, Minimum, Monotonie usw. in C keinen Sinn.

Wohl kann man aber Betrdge von komplexen Zahlen vergleichen, da man ja dazu
nur die Ordnung in R braucht, schliefSlich ist der Betrag jeder komplexen Zahl
reell. Das werden wir uns oft zu Nutze machen.
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Wir wollen im Folgenden einen Schnelldurchlauf durch die komplexen Folgen und
Reihen machen und uns die elementaren Funktionen in C anschauen. Die Uber-
tragung der Differenzialrechnung ins Komplexe wird uns dann in der Analysis I11
ausfithrlicher beschéftigen, denn der Differenzierbarkeitsbegriff verhélt sich im
komplexen vollig anders als im reellen.

Wir {ibertragen also zunéchst den Begriff der Konvergenz. Diesen kénnen wir auf
Konvergenz in R zuriickspielen (vgl. Satz 7.8 (a))

Definition 29.8 FEs sei (z,) eine Folge in C und zy € C. Dann gilt

(a) (z,) konvergiert gegen z, wenn die reelle Folge (|z, — zo|) in R gegen Null
konvergiert.

(b) Das Symbol > 7 | z, bezeichnet wieder die Folge (s,) mit sp := Y p_; 2k
und die Reihe > 7 | z, heifit konvergent, falls (s,) konvergiert. In diesem
Fall gilt 3> | 2z := lim,, o0 Sy,

Satz 29.9 FEs sei (z,) eine Folge in C und zy € C. Dann gilt

(a) (z,) konvergiert genau dann gegen zy, wenn die beiden Folgen (Re(z,)) und
(Im(z,)) in R konvergieren und

lim Re(z,) = Re(zy), sowie lim Im(z,) = Im(z)

gilt.
Insbesondere ist der Limes einer in C konvergenten Folge eindeutig be-
stimmd.

(b) Die Reihe > 7 | z, ist genau dann konvergent, wenn die beiden Reihen
> Re(z,) und > 07 Im(z,) in R konvergieren. In diesem Fall gilt

[e.e] [e.e] o

Zzn = ZRe(zn) + iZIm(zn).

n=1 =1
Beweis:

(a) Wir setzen z,, := Re(z,) und y, := Im(z,) fir alle n € Ny. Nun gilt fiir
jedes n € N

|Tn — o] = /(20 — 20)* < \/(xn —20)2 + (Yn — %0)? = |20 — 20|

und genauso |y, — yo| < |z, — 20|- Wenn also (z,,) gegen zy konvergiert, so
haben wir auch lim,, o, x, = xg und lim,, .o ¥, = yo. Haben wir umgekehrt
diese beiden Grenzwertbeziehungen, so gilt

|20 — 20| = V/Re(zn — 20)? + Im(2, — 29)2
= \/(xn - 1'0)2 + (yn - '3/0)2 —0 (TL - OO),
Da die Wurzel- und Potenzfunktion stetig sind.
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29. Komplexe Zahlen

(b) Folgt aus (a), da Reihen auch nur Folgen sind. O

Auch der Begriff der absoluten Konvergenz iibertréigt sich wortwortlich.

Definition 29.10 Eine Reihe Y | z, mit (z,) C C heifst absolut konvergent,
falls die Reihe "~ | |z,| konvergiert.

Satz 29.11 FEs sei (z,) eine komplexe Folge. Dann gilt

(a) Die Reihey " | z, konvergiert genau dann, wenn fir jedes e > 0 einng € N

existiert mat

P

k=n+1

= zni1+ Znao+ o+ 2m| <& fir alle m > n > ny.

(Cauchy-Kriterium)

(b) Ist> " z, absolut konvergent, so ist die Reihe Y | z, konvergent und es

gilt
5-
n=1

Der Beweis dieses Satzes iibertragt sich direkt aus dem Reellen. Gleiches gilt fiir
den folgenden Satz iiber das wie in R definierte Cauchy-Produkt.

< Z |zn|  (Dreiecksungleichung)

n=1

Definition 29.12 Es seien y .~ z, und Y - w, zwei komplexe Reihen. Dann

heifit die Reihe
Z Z ZEWn—k

n=0 k=0

das Cauchy-Produkt dieser beiden Reihen.

Satz 29.13 Es seien y .z, und > - w, absolut konvergente Reihen in C.
Dann ist auch das Cauchy-Produkt der beiden Rethen absolut konvergent und es
qgilt

() (L) = 3> s

Da sich also herausstellt, dass unsere Ergebnisse {iber Reihen in groflen Teilen
auch im komplexen gelten, ist es nun natiirlich, auch iiber Potenzreihen mit
komplexen Variablen und Koeffizienten nachzudenken. Das wird sich als eine
sehr fruchtbare Idee (auch fiir zukiinftige Semester) erweisen. So kénnen wir z.B.
nun auch problemlos die Exponentialfunktion fiir komplexe Zahlen definieren.
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Beispiel 29.14 (a) Wir betrachten zunéchst die komplexe geometrische Rei-
he, also die Potenzreihe
Z 2" zeC.
n=0

Fiir z = 1 ist diese Reihe bekanntermaflen nicht konvergent und fiir alle
z € C\ {1} gilt genau wie im reellen

N 1—2’N+1
P

n=0

und dieser Ausdruck konvergiert fir N — oo, falls |z| < 1. In diesem Fall

ist
EOO:Z"— ! 2 <1
1=z '

n=0

Die komplexen Zahlen mit |z| < 1 sind genau die, die innerhalb des Kreises
mit Radius 1 um den Ursprung in der komplexen Zahlenenbene liegen. Nun
wird auch der bisher u.U. eher verwirrende Begriff Konvergenzradius klar.

(b) Der Kandidat fiir die Definition einer komplexen Exponentialfunktion ist

natirlich
o0 n

Z%, z e C.

n=0

Tatséchlich wissen wir schon, dass die Reihe Y |z|"/n! fiir alle z € C
konvergiert, denn |z| ist ja reell. Also ist die Reihe >~ 2" /n! fiir alle z € C
sogar absolut konvergent. Das rechtfertigt die nun folgende Definition.

Definition 29.15 Die Funktion

z
eZ::ZE, z€C,

n=0
heifit (komplexe) Exponentialfunktion.

Wir sammeln einige Eigenschaften dieser Funktion.
Satz 29.16 (a) Fiir alle z1, 2, € C gilt e21%2 = e*1 - e22.
(b) Fiir alle t € R gilt €' = cos(t) + isin(t).
(c) Fiir allet € R und alle n € N gilt die Formel von De Moivre:

cos(nt) + isin(nt) = (cos(t) +isin(t))".
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29. Komplexe Zahlen

Beweis:
(a) Genau wie in R berechnet man dieses iiber das Cauchy-Produkt.

(b) Fiir alle t € R konnen wir wegen der absoluten Konvergenz der Exponen-
tialreihe die Summation umordnen und zunéchst iiber alle geraden n und
dann iiber alle ungeraden n summieren:

[ [
l2kt2k 12k+lt2k+1

R S A
¢ _Z—!_Z(%)! +;m

n=0 k=0
0 (—l)kt% ‘ 0 (_l)kt%—i—l o

- Z ———+i)Y ———— = cos(t) + isin(¢).
—~ (2Kk)! ~ (2k+1)!

(c) Dieses folgt sofort aus (b) und (a), denn
cos(nt) + isin(nt) = "™ = ()" = (cos(t) +isin(t))".
U

In den nun gesammelten Rechenregeln stecken noch einige weitere wichtige Be-
ziehungen. So folgt aus (a) fiir jedes z € C

woraus sofort ]
e #0und e * = — fiiralle z € C
eZ

folgt.
Auflerdem erhalten wir eine Formel zur Bestimmung von Real- und Imaginérteil
von €%, denn ist z =z + iy € C mit z,y € R, so gilt

e” =" = ¢%e¥ = e” cosy + ie” sin(y).
Kombinieren wir dieses mit

le'| =1 fiir alle t € R,

das aus (b) und dem trigonometrischen Pythagoras folgt, so erhalten wir fiir den
Betrag der Exponentialfunktion

‘ez| _ ‘emHeiy‘ — et — eRo(z)’

ein Zusammenhang, den man auch oft mit Gewinn verwenden kann.
Zunéchst einmal ungewohnt ist, dass die Exponentialfunktion im komplexen eine
periodische Funktion ist. Tatsdchlich gilt aber nach (b)

e®™ = cos(2m) +isin(27) = 1
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und damit allgmein fiir alle z € C
ez+27ri — ez.

Neben der Darstellung einer komplexen Zahl als x + iy mit z,y € R, die dem
karthesischen Koordinatensstem in der komplexen Zahlenebene entspricht, gibt
es eine zweite Moglichkeit der Darstellung, die in Polarkoordinaten. Dazu beob-
achten wir zunéchst (vgl. Abbildung 29.1), dass fiir jede komplexe Zahl z gilt

Re(z) = |2]cos(p)  Im(z) = |2]sin(p),

wobei ¢ den Winkel zwischen der positiven reellen Achse und der Verbindungs-
linie zwischen z und dem Ursprung bezeichnet. Also ist

z = |z|(cos(p) + isin(p)) = |z]e'?.
Diese geometrische Uberlegung konnen wir auch analytisch untermauern.
Satz 29.17 Esseiz € C\{0}. Dann gibt es genau ein ¢ € (—7, 7| mit z = |z|e'¥.

Beweis: Wir setzen w := z/|z| und wahlen u,v € R so, dass w = u + iv. Wegen
|lw| = 1 gilt dann |u| = |Re(w)| < 1. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann

wegen cos(0) = 1 und cos(m) = —1 ein « € [0, 7] mit u = cos(«).
Nun ist u? + v? = |w|? = 1, also haben wir v? = 1 — cos?(a) = sin?(a), womit
v = sin(«) oder v = —sin(a) gelten muss. Ist v = sin(«), so setzen wir ¢ := «,

denn dann gilt
z=|zlw=|z|(u+iv) = |z|(cos(g0) + isin(go)) = |z|ei“”,

wobei ¢ € [0, 7] ist.
Ist dagegen v = —sin(a), so setzen wir ¢ := —«, denn dann gilt, da der Cosinus
gerade und der Sinus ungerade ist

z = |z|(u +iv) = |2|(cos(—¢p) —isin(—¢)) = |z|(cos(y) + isin(p)) = |z[e.

In diesem zweiten Fall ist dabei ¢ € [—m,0]. Wir haben jetzt also immer ein

¢ € [—m, 7| gefunden, wollten aber eigentlich den Fall ¢ = —m ausschlielen.
Das ist kein Problem, denn es gilt cos(m) = cos(—m) und sin(7) = sin(—), also
kénnen wir falls ¢ = —m ist, auch ¢ = 7 nehmen.

SchliefSlich miissen wir noch die behauptete Eindeutigkeit beweisen. Wir nehmen
also an, wir hitten zwei Winkel ¢,v € (—m, 7] mit 2z = |z|e’® = |z[e. Dann ist
e? = ¥ d.h. wir haben €(®=%) = 1. Damit muss

cos(¢p — ) = Re(e®¥) =1 und sin(¢p — ¢) = Im (™)) =0

sein. Diese Konstellation tritt nur genau an den Stellen ¢ — ¢ = 2nk fiir alle
k € Z auf. Da aber sowohl ¢ als auch ¢ in (—m,n] liegen, gilt |¢p — | < 27.
Damit kommt nur der Fall £ = 0 in Frage, was aber ¢ — 1 = 0 und damit ¢ = v
impliziert. 0
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29. Komplexe Zahlen

Definition 29.18 FEs sei z € C\ {0}. Die nach Satz 29.17 existierende Zahl
© € (—m, 7| heifit das Argument von z und wird mit arg(z) bezeichnet.

Wir haben damit fiir alle z € C, die nicht Null sind, mit z = |z|e!®8*) eine
weitere Moglichkeit neben z = Re(z) 4 ilm(z) diese durch reelle Groen auszu-
driicken. Umgekehrt erhalten wir fiir » € (0,00) und ¢ € (—m, 7] mit re'? genau
alle komplexen Zahlen aufler der Null. Als Faustregel kann man sagen, dass diese
Polardarstellung immer dann zu bevorzugen ist, wenn komplexe Zahlen multipli-
ziert oder dividiert werden miissen, denn fiir zwei komplexe Zahlen z = re'® und
w = se'¥ gilt

z  re? . Cei((j)—w)’

2w = rse?e™” = rse@t?) yund L= =
w  se¥ s

d.h. man muss zum Multiplizieren (Dividieren) nur die Betrige multiplizieren
(dividieren) und die Argumente addieren (subtrahieren).

Nun, da wir eine Exponentialfunktion haben, stellt sich die Frage nach einem
komplexen Logarithmus. Dies ist nicht so einfach wie im reellen, denn durch
die Periodizitdt der Exponentialfunktion wird der Logarithmus im Komplexen
mehrdeutig. Zuerst definieren wir die Logarithmen aber ganz abstrakt.

Definition 29.19 FEs sei w € C. Jede Zahl z € C mit ¢ = w heifit ein Loga-
rithmus von z und man schreibt z = log(w).

Nun wollen wir natiirlich wissen, wie man einen solchen Logarithmus finden kann.
Wir suchen also fiir ein vorgegebenes w € C\ {0} (einen Logarithmus fiir Null
wird es natiirlich auch im komplexen nicht geben, da ja e€* # 0 fiir alle z € C
gilt) also alle Losungen z € C der Gleichung ¢* = w. Sei dazu r := |w| und
¢ = arg(w) € (—m,m|. Weiter setzen wir z in der Form z + iy mit x,y € R an.
Dann soll also gelten

¢

T+iy — e:ceiy — rei

e =c¢

Also miissen insbesondere die beiden letzten Ausdriicke in dieser Gleichungskette
den selben Betrag haben, was wegen |e!?| = |e!?| = 1, sofort r = €%, also

Re(z) =z = In(r) = In(Jw|)

liefert. Es bleibt also noch y zu bestimmen. Da nun e* = 7 gilt, muss auch e = ¢
gelten, d.h. wir haben €% = 1. Wie am Schluss des Beweises von Satz 29.17
folgt daraus y — ¢ = 2km fiir ein k € Z. Als Losungen unserer Gleichung kommen
also nur solche Zahlen z = z + iy mit « = In(Jw|) und

y=¢+2kr =arg(w) + 2k firein k € Z

in Betracht. Dass alle diese Zahlen tatséichlich Logarithmen von w sind, rechnet
man schliellich einfach nach:

eln(\w|)+i(arg(w)+2k7r) _ eln(|w\)eiarg(w)ei2k7r — |w‘eiarg(w) 1= w.
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Da der komplexe Logarithmus mehrdeutig, und damit gar keine Funktion mehr
ist, tritt das gleiche Phénomen auch beim Versuch auf eine allgemeine Potenz-
funktion in C zu definieren. Wir wollen das hier nicht weiter vertiefen, sondern
nur vorwarnen, dass in diesem Zusammenhang grofite Vorsicht angeraten ist.
Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch den Fundamentalsatz der Algebra
angeben, der uns wie schon angekiindigt garantiert, dass in C jede polynomiale
Gleichung l6sbar ist, wenn sie nicht gerade von der Form 5 = 7 ist.

Satz 29.20 (Fundamentalsatz der Algebra) Es sein € N und

p(z) = Z a2
k=0

ein nicht konstantes Polynom mit ap € C, k= 0,...,n. Dann existiert ein zg € C
mit p(z) = 0.
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30. Das Regelintegral

Wir haben nun zunédchst mal unsere Betrachtungen zur Differenziation abge-
schlossen und wollen uns einem auf den ersten Blick ganz anderen Problem zuwen-
den, der Berechnung von Flacheninhalten von krummlinig begrenzten Fléchen.
Wir werden jedoch feststellen, dass sich uns dabei ein sehr iiberraschender Zu-
sammenhang zur Differenziation offenbart.

Wir betrachten das Problem der Flachenberechnung unter einem Funktionsgra-
phen, d.h. fiir a,b € R mit @ < b und eine gegebene beschriankte Funktion
f : ]a,b] — R wollen wir den Flicheninhalt der Fldche berechnen, die von
der x-Achse, den beiden Geraden z = a und x = b und dem Graphen der
Funktion eingeschlossen wird. Wir werden dazu zunéchst ganz einfache Funk-

f(x)

Abbildung 30.1.: Zu bestimmende Flidche unter dem Funktionsgraphen

tionen, sogenannte Treppenfunktionen, betrachten, fiir die sich der Flacheninhalt
elementar-geometrisch bestimmen lésst. Den Ubergang zu allgemeineren Funk-
tionen wird dann wieder durch einen Grenzwertprozess gewéhrleistet, bei dem wir
unser bisher gesammeltes Wissen {iber Funktionenfolgen gewinnbringend verwen-
den konnen.

Dabei werden wir den oben schon angedeuteten Zusammenhang zur Differenzial-
rechnung entdecken, und so schliefflich tatséchlich in der Lage sein, den Flichen-
inhalt unter Umsténden exakt angeben zu koénnen.

Da die folgenden Betrachtungen z.T. fiir reelle Zahlen genauso funktionieren wie
fiir komplexe, verwenden wir den Buchstaben K, wann immer man sowohl R als
auch C einsetzen kann.

In diesem gesamten Kapitel seien a,b € R mit a < b gegeben und wir bezeichnen
mit [ das abgeschlossene Intervall [a, b].

Definition 30.1 (a) Eine endliche Menge Z := {xg,x1,...,2,} C I heifst
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30. Das Regelintegral

Zerlegung des Intervalls I genau dann, wenn gilt

Aa=Tg < T <Xy <+ < Tp_1 <z, =>b.

(b) Sind Z und Z zwei Zerlegungen des Intervalls I, so heif$t Z eine Verfeine-
rung von Z, falls Z C Z gilt.

(c) Sind Zy und Zy zwei Zerlegungen von I, so ist auch Z := ZyU Zy eine Zer-

legung dieses Intervalls (warum?) und heifft die gemeinsame Verfeinerung
von Zi und Zs.

(d) FEine Funktion f : I — K heifst Treppenfunktion, falls es eine Zerlequng
Z = {wo,...,xn} von I gibt, so dass f|w,_ ., fir jedes j € {1,...,n}
konstant ist.

Eine solche Zerlegung Z heifit zu f passend.
(e) Ist A CK, so heiffit 14 : K — K mat

1) = 1, fallsz € A,
AN, fallse g A

charakteristische Funktion von A.

f(x)

a b x

oo X% %

Abbildung 30.2.: Beispiel einer Treppenfunktion

Bemerkung 30.2 (a) Man beachte, dass bei der Definition einer Treppen-
funktion die Werte von f an den Zerlegungsstellen x,...,x, keinen Ein-
schrankungen unterliegen. Hier kann f irgendwelche Werte annehmen.

(b) Ist A C I eine endliche Vereinigung von Intervallen, so ist 14 eine Trep-
penfunktion.

(c) Ist f: I — Keine Treppenfunktion, so konnen wir mit einer zu f passenden
Zerlegung {xo, ..., z,} und geeigneten cy,...,c, € K diese schreiben als

f(z) = chl(xjfhmj)(:c) fir alle x € I\ {zo,..., 2.}
j=1
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Die Flache unter dem Graph einer Treppenfunktion ist leicht zu bestimmen,
es sind nur einige Rechteckflichen zu bestimmen. Das fiithrt auf die folgende
Definition.

Definition 30.3 Se: f : I — K eine Treppenfunktion mit einer Darstellung
f(x) =370 ¢jle,_, xp(x) fiir eine passende Zerlegung Z = {xq, ..., v,}. Dann
heifst

Z n
/f 1= ;Cj(%‘ — Tj-1)

das Integral von f beziiglich Z.

Damit aus dieser Definition eine sinnvolle Setzung des Integrals von f werden
kann, miissen wir nun natiirlich als erstes sicherstellen, dass der Wert des Integrals
fiir jede zu f passende Zerlegung der selbe ist. Das ist der Inhalt des ersten
Lemmas in diesem Abschnitt.

Lemma 30.4 Ist f : [ — K eine Treppenfunktion und sind Zy und Zy zwei zu
f passende Zerleqgungen von I, so gilt

A Za
fr-Ji

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, dass Z5 eine Verfeinerung
von Z; um genau einen Punkt ist, d.h. es gilt Z; = {zg,...,2,} und Z, =
{zo,.. . Tp_1,Y,Thy ..., x,} fiir ein k € {1,...,n} und ein y € (x;_1, ;). Dann
gilt, da schon Z; zu f passend war, flq, ,.») = [lwen = [lae 12 und wir
erhalten mit der vorstehenden Definition

Z n k—1 n
/f =D eilay—am) =) eslay —ajmn) + ey —aioa) + Y eiley —a5m0)
j=1 j=1 j=k+1
k—1 n Z2
= cilaj—mim0) el —y) oy —mon) + Y el —xm) = /f>
Jj=1 j=k+1

d.h. die Behauptung in diesem Spezialfall.

Ist Z5 eine beliebige Verfeinerung von Z;, so konnen wir einfach das obere Ar-
gument mehrfach anwenden, und so immer noch einen Punkt mehr dazu packen.
Ganz formal sauber wiirde man dazu eine Induktion machen.

Wir wenden uns dem allgemeinen Fall zu, dass Z; und Z5 beide zu f passen, aber
keine der beiden eine Verfeinerung der anderen ist. In diesem Fall betrachten wir
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30. Das Regelintegral

die gemeinsame Verfeinerung Z := Z; U Z,. Auch diese ist dann zu f passend
und wir erhalten mit obigen Uberlegungen

Z1 Z Z2
fo=fi=]
und sind fertig. O

Definition 30.5 Sei f : [ — K eine Treppenfunktion und Z eine zu f passende

Zerlegung. Dann heif$t
z
=1
I

Bemerkung 30.6 Fiir das Integral gibt es mehrere synonyme Schreibweisen. Es

. fir= [ 1= [ srae [ sioas

Wir wollen in den folgenden Séitzen ein paar erste Eigenschaften des Integrals fiir
Treppenfunktionen beweisen.

das Integral von f iiber I.

Satz 30.7 Seien f,g: 1 — K Treppenfunktionen und A\, u € K. Dann sind auch
M+ pg und | f| Treppenfunktionen auf I und es gilt

(a) / A+ ng) /f + ,u/ (Linearitét des Integrals),

(b) ) / f ) < / |f] (Dreiecksungleichung).
I I

Beweis: Ubung.

Satz 30.8 Sei f: I — K eine Treppenfunktion. Dann gilt

‘/f‘ ) - sup | f(z)]. (,,Standardabschitzung*)
zel
Beweis: Sei Z = {xg,...,x,} eine zu f passende Zerlegung von [ und f(x) =

Z?:l ¢jlz,_, ;) () filr geeigente c1,. .., c, € K. Dann gilt nach der Defintion des
Integrals fiir Treppenfunktionen

Z

=1 A=t
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Also erhalten wir mit der Dreiecksungleichung fiir Summen und dank einer freund-
lichen Teleskopsumme

n n
‘/f‘ <D lelley =yl <Y max{er, . en} - (25— 3500)
I j:1 ‘_

< sup |f(x |Z —xj_1) =sup|f(x)|(x, — x0) =sup |f(z)|(b—a).

xzel zel zel

O

Satz 30.9 Seien f,g: I — R Treppenfunktionen mit f(x) < g(x) fir alle z € 1.
Dann gilt [, f < [, 9

Beweis: Seien Z eine zu f passende und W eine zu g passende Zerlegung von 1.
Dann passt die gemeinsame Verfeinerung Z U W =: {zy,...x,} sowohl zu f als
auch zu ¢ und es sei

x) = chl(mjfl,wj)(z) und  g(z Zd 1 1 ap(w) fiirallex €[l

fiir geeignete ¢y, ..., ¢y, dy,...,d, € R. Nach Voraussetzung gilt dann ¢; < d; fiir
alle 7 =1,...,n und wir haben damit
ZUW ZuW

/f_/f ch — 7 1) gz:dj( — ;1) /g—/

U

Nun ist das Leben im Allgemeinen nicht stiickweise konstant und irgenwann wer-
den Treppenfunktionen auch langweilig. Wir wollen uns also nun einer grofleren
Funktionenklasse zuwenden.

Definition 30.10 FEine Funktion f : I — K heifit sprungstetig auf I, falls fiir
alle xy € [a,b) der rechtsseitige Grenzwert lim,_,.+ f(x) und fir alle xy € (a, b
der linksseitige Grenzwert lim, ., f(z) existiert.

Um einem héufigen Missverstindnis gleich vorzubeugen: Nichts, aber auch gar
nichts in dieser Definition fordert, dass der links- und der rechtsseitige Grenzwert
in obiger Definition gleich sein miissen, das wére Stetigkeit. Damit eine Funktion
sprungstetig ist, miissen die beiden nur existieren.

Lemma 30.11 Jede sprungstetige Funktion f : I — K ist beschrdnkt.
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30. Das Regelintegral

Beweis: Ubung.

Das folgende Lemma liefert einen groffen Zoo von Beispielen sprungstetiger Funk-
tionen.

Lemma 30.12 Alle
(a) Treppenfunktionen f: I — K
(b) stetigen Funktionen f: 1 — K und
(c) monotonen Funktionen f: 1 — R
sind sprungstetig.

Beweis: Fiir Treppenfunktionen und stetige Funktionen ist die Behauptung klar.
Wir wenden uns also (c¢) zu und betrachten im Folgenden nur den Fall einer
monoton wachsenden Funktion f. Fiir monoton fallende Funktionen kann man
entweder einen analogen Beweis fithren oder — f betrachten.

Sei also zg € (a,b]. Dann setzen wir

a:=sup{f(x):z € [a,x0)}.

Sei nun (x,,) eine Folge in [a, zy) mit =, — zo (n — 00). Wir wollen nun zeigen,
dass lim,,_, f(2,) = « ist. Dann folgt lim, ., f(z) = o und dieser Grenzwert
existiert damit.
Zunéachst beobachten wir, dass nach Defintion von « auf jeden Fall f(xz,) < o fiir
alle n € N gilt. Die Folge (f(x,)) ist also nach oben beschréinkt. Ein erster Reflex
ist nun auf das Monotoniekriterium loszugehen, schliesslich ist ja f monoton!
Aber das funktioniert nicht, denn wir wissen nichts itber Monotonie von (z,,).
Wir miissen uns also etwas anderes einfallen lassen.
Sei also € > 0 gegeben. Nach der Definition von « ist dann « — ¢ keine obere
Schranke von {f(z) : © € [a,x()} mehr, d.h. es gibt ein y € [a,x¢) mit f(y) >
a — e. Nun gilt lim,,_, x,, = xg, also existiert ein ng € N mit z,, > y fiir alle
n > ng. Fiur all diese n haben wir nun schlussendlich mit Hilfe der Monotonie
von f

flzn) > fly) >a—e, dh. 0<a-— f(z,) <e.
Das liefert lim, . f(z,) = a.
Zur Behandlung der rechtsseitigen Grenzwerte, wéhlt man zg € [a,b). Man defi-
niert

B :=inf{f(x):x € (x0,b]}

und zeigt dann mit einem analogen Argument lim, ., f(z) = [. O

Was haben nun sprungstetige Funktionen mit unseren Integralen zu tun? Die
Verbindung schafft das folgende fiir unser Integral fundamentale Theorem, der
Approximationssatz fiir sprungstetige Funktionen.
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Theorem 30.13 FEine Funktion f : [ — K ist genau dann sprungstetig, wenn es
eine Folge (f,) von Treppenfunktionen auf I gibt, die gleichmdfig auf I gegen f
konvergiert.

Beweis:

»=" Esseil f: I — K sprungstetig. Unsere Aufgabe ist es eine Funktionenfolge
(fn) von Treppenfunktionen zu definieren, die auf I gleichméBig gegen f
konvergiert. Den entscheidenden Beitrag wird uns hierzu die Kompaktheit
von [ liefern. Dazu iiberlegen wir uns fiir jedes n € N das Folgende:

Fiir jedes x € (a,b] existiert nach Voraussetzung ¢ := lim, ., f(y), also
gibt es jeweils ein o, € (a,z) mit |f(y) — ¢| < 1/(2n) fiir alle y € (o, ).
Dann gilt sogar fiir alle s,t € (g, ) die Ungleichung

M@%ﬁﬁﬂgﬁ@—d+k—ﬂM<25%:% fiir alle 5, € (a, 2)

Auflerdem existiert fiir alle x € [a,b) der Grenzwert lim, ., f(y), so dass
es in gleicher Weise wie oben jeweils ein (3, € (x,b) gibt mit

U@—ﬂM<%fmﬂw¢€m@)

Setzen wir nun noch o, :=a —1 und G, := b+ 1, so ist die folgende Menge
von Intervallen

{(ag, Bz) 1 x € [a,b]}
eine offene Uberdeckung von I, denn jedes z € I ist in (cve, B;) enthalten.
Da nun I kompakt ist, konnen wir nach der Definition von Kompaktheit
nun eine endliche Teiliiberdeckung auswéhlen, d.h. es gibt endlich viele
Ti,..., Ty €T mit I C U;nzl(axj,ﬁxj).

Sei nun Z = {z, ..., z) die Zerlegung von [ mit den Zerlegungspunkten

a/7 a$17"'7a$m7 xl?"'7xm7 /82E17”’7/6£Um7 b'

(Ist zufallig o, oder (3, dabei, so sind diese in dieser Aufzéhlung natiirlich
wegzulassen.)

Der Pfiff dieser Wahl von Zerlegungspunkten ist, dass nun jedes Intervall
(2j_1,2;) fir j =1,... ¢ fiirein k € {1,...,m} in einem Intervall (o, , z))
oder (xy, (;,) enthalten ist. Das bedeutet, dass fiir alle j = 1,..., ¢ gilt

U@—ﬂﬂ<%fmwwje@4@) (30.1)

Nun kénnen wir unsere Funktion f,, : I — K definieren als

folz) = FOEEED) fallsz € (2-1,2), j=1,..., 4,
), falls x € {20,..., 2}
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Dann ist f,, fiir jedes n € N eine Treppenfunktion auf I und wir zeigen fiir
den Konvergenzbeweis noch

|fu(z) — f2)] < % fiir alle z € I.

Sei also x € I gegeben. Ist zufillig x eine der Zerlegungsstellen z, ..., 2y,
so gilt sogar

fula) — @) = 1) ~ f)| =0 <

Wir betrachten also den Fall x € (z;_1, 2;) fiir ein j € {1,...,¢}. Dann ist
auch der Mittelwert (z;_1 + 2;)/2 € (2j_1, z;) und wir haben mit (30.1)

) s <4

Da diese letzte Abschiatzung unabhéngig von x ist, erhalten wir mit Satz 21.8
die gleichméBige Konvergenz von (f,,) gegen f auf I.

Zj—1 + Zj

Full) = fla)| = [F (52

Seien nun f, : I — K fiir jedes n € N Treppenfunktionen und die Folge
(fn) konvergiere gleichméBig auf I gegen eine Funktion f : I — K. Wir
miissen nun zeigen, dass f sprungstetig ist.

Seien dazu z( € (a,b] und eine Folge (z;) in [a,z¢) mit x; — zo (j — 00)
gegeben. Sei auflerdem € > 0. Dank der gleichméfligen Konvgergenz von
(fn) existiert dann ein ny € N, so dass

|fu(z) — f(2)] < % fiir alle n > ng und alle z € T

gilt. Wir wéhlen fiir das Folgende ein n > ny fest. Nun ist f,, nach Voraus-
setzung eine Treppenfunktion, also gibt es ein a € [a, %), so dass fy(a,z0)
konstant ist. Da weiterhin (z;) von links gegen z, konvergiert, gibt es ein
Jo € Nmit x; € (a, z) fiir alle j > jo. Das bedeutet, dass f,(x;) = fu(zx)
fiir alle Wahlen von j, k > jo gilt. Also haben wir fiir alle j, k > jo mit der
Dreiecksungleichung

| f(s) = f@n)| < | f(x5) = falag) + fulae) — Fla)|

< |Fay) = falap)] + |F (@) = fulow)| < 5+ 5 =<

D.h. (f(x;)) ist eine Cauchy-Folge und damit konvergent.

Wir haben damit gezeigt, dass fiir jede Folge (x;) die von links gegen
konvergiert, der Grenzwert lim;_,, f(z;) existiert. Nach Satz 17.8 existiert
damit der Grenzwert lim,_,,— f(z).

Der Beweis zur Existenz von lim,_,,+ f(z) fir alle zy € [a,b) geht analog.
U



Wir kénnen dieses Approximations-Resultat auch mit Hilfe von Funktionenreihen
statt Funktionenfolgen schreiben. Das bringt per se zwar keine neue Erkenntnis,
denn Reihen sind ja auch nur Folgen, aber je nach Situation kann man die folgende
Formulierung des obigen Theorems leichter anwenden.

Korollar 30.14 f : I — K ist genau dann sprungstetig, wenn es eine Folge
(fn) von Treppenfunktionen auf I gibt mit f = > 7 f, mit gleichmdfliger und
absoluter Konvergenz.

Beweis: Ubungsaufgabe.
Hinweis: Zeigen Sie fiir den Beweis von ,,=“ zunéchst, dass es fiir jedes £ € N
eine Treppenfunktion ¢y : I — K gibt mit

| f(z) — ()] < Qik fir alle z € I.

Die Idee fiir das weitere Vorgehen ist nun vorgezeichnet. Wir kénnen jede sprung-
stetige Funktion f gleichméfiig durch Treppenfunktionen anndhern und von jeder
Treppenfunktion das Integral bestimmen. Wir zeigen nun also, dass die Integrale
dieser anndhernden Treppenfunktionen konvergiereren und definieren dann den
Grenzwert als Integral von f. Dabei miissen wir natiirlich sicherstellen, dass der so
definierte Wert des Integrals nicht von der speziellen Wahl der approximierenden
Folge von Treppenfunktionen abhéngt.

Theorem 30.15 Sei f: I — K sprungstetig. Dann existiert fir jede Folge (fy,)
von Treppenfunktionen in I, die gleichmdfsig auf I gegen f konvergieren, der
Grenzwert lim,,_, o fI fn und dieser ist fiir alle solchen Folgen der selbe.

Beweis: Es sei o, := [ ; fnund € > 0. Dank der gleichméfigen Konvergenz von
(fn) gegen f existiert dann ein ny € N mit

fulw) = ()] < 5

——  fiir alle n > ng und alle x € 1.
(b—a)

Fiir alle Wahlen von n,m > ng gilt damit mit ein wenig Unterstiitzung von
Satz 30.8

an =l = | [ = )] < (0= @supl ) = i)

zel

< (b= )fsup(|fo(z) ~ F@)] + £(2) = fun(a)])]
< (b= @)[sup|fulx) — F()| + sup (@) — ()]

zel zel

= (b‘a)[z(bg— o " 2(56—@} -

Also ist () eine Cauchy-Folge und damit schon mal konvergent.
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30. Das Regelintegral

Sei nun (g,) eine weitere Folge von Treppenfunktionen auf 7, die gleichméfig auf
I gegen f konvergiert. Wir betrachten die Folge (h,,) := (f1, 91, f2, 92, [3: 93, - - - )-
Dann ist auch (h,) eine Folge von Treppenfunktionen auf I und diese konvergiert
auch gleichmiBig auf I gegen f (Ubungsaufgabe!).

Nach dem ersten Teil des Beweises ist dann die Folge ([ k) konvergent. Damit
haben aber insbesondere die beiden Teilfolgen dieser Folge ([, f,) und (f; g,) den
selben Grenzwert und wir sind fertig. O

Das vorstehende Theorem rechtfertigt nun also die folgende Defintion.

Definition 30.16 Sei f : I — K sprungstetig und (f,) eine Folge von Treppen-
funktionen auf I, die gleichmdf$ig auf I gegen f konvergiert. Dann heift

/If:/abf::/lf(x)dxzfabf(x) dos= Jim | f,

das Integral von f auf I.

Damit haben wir unseren Integralbegriff nun auf eine grofie Klasse von Funktio-
nen ausgeweitet. Man beachte, dass wir damit dank Lemma 30.12 insbesondere
alle stetigen und alle monotonen Funktionen auf I integrieren kénnen. Nun brau-
chen wir natiirlich ein Beispiel einer so nicht integrierbaren Funktion. Zunéchst
sind natiirlich alle unbeschrinkten Funktionen zu nennen, die wir bisher nicht
behandeln konnen. Aber gibt es auch beschriankte Funktionen, die sich unserem
Integral widersetzen? Ja, hier ist so eine:

Beispiel 30.17 Es sei f:[0,1] — R die sogenannte Dirichletsche Sprungfunkti-
on, gegeben durch

I, falls . € [0,1] NQ
flz) =
0, falls x € [0,1] und = ¢ Q.
Da man jeden rationalen Punkt in [0, 1] durch eine irrationale Folge und jeden
irrationalen Punkt durch eine rationale Folge annédhern kann, ist diese Funktion
in keinem z € [0, 1] stetig. Dass sie dann nie und nimmer nach unserem Integral-
begriff integrierbar sein kann, folgt aus dem néchsten Satz.

In der Vorlesung Analysis IV werden Sie mit dem Lebesgue-Integral einen deut-
lich méchtigeren Integralbegriff kennen lernen, mit dem man sogar dem Integral
iiber die Dirichletsche Sprungfunktion einen sinnvoll definierten Wert zuweisen
kann. Das Lebesgue-Integral basiert auf der gleichen Idee wie das Regelintegral,
der Approximation durch Treppenfunktionen. Es weitet die Betrachtungen jedoch
auf punktweise Grenzwerte von Treppenfunktionen aus, was deutlich mehr Funk-
tionen integrierbar macht. Diese Verallgemeinerung wirft jedoch einige knifHige
Probleme auf, die eine genauere Beschéftigung mit der Frage nétig machen, wie
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man das Volumen von Mengen messen kann. Wir stellen die Behandlung dieses
Integralbegriffs, der die Grundlage der modernen Analysis darstellt, deshalb erst
einmal zuriick. Im Moment reicht uns das Regelintegral vollsténdig aus.

Satz 30.18 Jede sprungstetige Funktion auf I besitzt hochstens abzdhlbar viele
Unstetigkeitsstellen. Insbesondere gilt das damit fiir alle monotonen Funktionen.

Beweis: Sei f : [ — K sprungstetig. Dann existiert nach Korollar 30.14 eine
Folge (f,) von Treppenfunktionen auf I mit f = > 7 f, und die Konvergenz
der Reihe ist absolut und gleichméfig in I. Fiir jedes n € N sei

M, = {x € I : f, unstetig in x}.

Da jedes f, eine Treppenfunktion ist, sind alle Mengen M, endlich. Also ist
M :=J;2, M, hochstens abzdhlbar. Wir zeigen, dass f in allen Punkten z, die
nicht in M liegen, stetig ist. Sei also x ¢ M. Dann ist f,, stetig in x fiir alle n € N.
Da die Reihe iiber f, gleichméfliig konvergiert ist dann nach Satz 21.13 auch f
stetig in x. 0
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31. Eigenschaften des Integrals

Wir wollen nun Rechenregeln und Eigenschaften unseres Integrals sammeln und
insbesondere den Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung beweisen, der
uns die Moglichkeit eréffnet, verschiedenste Integrale auch konkret zu bestimmen.
Zunéchst tibertragen wir die Eigenschaften des Integrals iiber Treppenfunktionen,
indem wir die sprungstetigen Funktionen durch Treppenfunktionen approximie-
ren und dann die gleichméflige Konvergenz ausnutzen.

Auch in diesem Kapitel seien wieder durchgehend a,b € R mit a < b und [ :=
[a, b] und wir verwenden wieder den Buchstaben K fiir R oder C.

Satz 31.1 Es seien f,g: 1 — K sprungstetige Funktionen und o, 3 € K. Dann
sind auch af + By, sowie |f| sprungstetig und es gilt

(a) /I(af + Bg) = a/lf + ﬁ/lg. (Linearitéat des Integrals)
b b
[ 1]z [ 1< e-asmi@)

(Dreiecksungleichung und Standardabschétzung)

(b)

(c) Ist K =R und gilt f(x) < g(x) fir alle z € I, so ist auch

/ f< / g. (Monotonie des Integrals)
I I

Beweis:
(a) Ubungsaufgabe

(b) Wir wihlen eine Folge (f,) von Treppenfunktionen auf I, die gleichmé&Big
auf I gegen f konvergiert. Nach Ubungsaufgabe 21.9 (a) konvergiert dann
auch (| f,|) gleichméBig auf I gegen |f|. Da auch die Funktionen |f,|, n € N,
Treppenfunktionen sind, ist damit also auch | f| sprungstetig und wir haben

Jis1= g [18]

Weiter gilt mit Hilfe der Dreiecksungleichung

\/If\: JLHQO/Ifn\#H%J/Ifn\ Sgiggo/]\fn\zfllf\-
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Weiter bekommen wir mit der Standardabschitzung aus Satz 30.8 und
Ubungsaufgabe 21.9 (b)

b b
[ 1= tim [ 1] < im (b= @) suplfu(o)] = (0 a)sup | )|

zel zel

Seien wieder f,,, g,, n € N Treppenfunktionen auf I, so dass ( f,,) gleichmé&Big
gegen f und (gn) gleichméBig gegen g konvergiert. Dann konvergieren nach
Ubungsaufgabe 21.9 (b) die Folgen

an =sup|f(y) = fuly)l  und  B,i=suplg(y) —ga(y), neEN,
yel yel
gegen Null.

Wir betrachten nun die Funktionenfolgen

On(x) = fo(z) —,  und  Yp(x) :=gn(z) + 5., neN

Dann sind auch ¢, und 1, fiir jedes n € N Treppenfunktionen auf /. Wir
zeigen, dass auch (ip,,) gleichméBig gegen f konvergiert. Fiir alle = € I gilt

[on(@) = f(@)] = [fn(2) — an = f(2)] < |fulz) = f(2)] + |an].

Also ist
sup | (v) — f(2)] < [an| +sup | fu(x) — f(2)]

zel zel

und die gewiinschte Konvergenzaussage folgt aus der gleichméBigen Konver-
genz von ( f,,) und wieder Ubungsaufgabe 21.9 (b). Eine analoge Uberlegung
zeigt schliefllich, dass auch (1),) gleichméBig auf I gegen g konvergiert.

Als néchsten Schritt beobachten wir, dass fiir alle n € N und alle x € 1

() = (@) = ful2) + fulz) = f(2) + f(2)
—0tn + (ful@) = f(2)) + f(2)

—an +a, + f(z) = f(z) < g(2)

—g()—gn()+gn()— n(2) + n(2)

< Bn = Bn + ¥n(x) = ()

gilt. Also haben wir mit Hilfe von Satz 30.9 schlussendlich

/f:lim o, < lim ¢n:/g.



Definition 31.2 Es seien [ : [ — K sprungstetig und c¢,d € I mit ¢ < d. Dann
definieren wir

/ccf(x) dz =0 und /dcf(x) dx ::—/Cdf(x) do = — [C7d]f'

Lemma 31.3 Seien f: I — K eine sprungstetige Funktion und ¢ € I. Dann gilt

/abf=/a0f+/cbf-

Beweis: Die Aussage ist richtig fiir Treppenfunktionen (man wéhle eine zu f
passende Zerlegung von I, die ¢ enthélt). Wahlen wir nun eine Folge (f,) von
Treppenfunktionen auf I, die auf I gleichméflig gegen f konvergiert, so sind auch
fulla,g und fu|icp fir jedes n € N Treppenfunktionen auf [a, ¢| bzw. [c, b] und es
gilt

sup |fu(z) = f(2)| <sup|fu(z) — f(z)]  und

z€[a,c] zel
s |fulz) — f(2)] < Sup | fuz) — f(2)].

Also konvergieren dank Ubungsaufgabe 21.9 (b) auch (f,|(a.q) bzw. (falis) gleich-
méBig auf [a, c| bzaw. [c,b] gegen f|4,q bzw. f|icp. Das liefert

/f—r}grolo fu = lm /f /Cb]fn /[M]f+ N

Lemma 31.4 Es sei f : I — R eine sprungstetige Funktion mit f(x) > 0 fir
alle z € I. Ist f an einer Stelle c € I stetig mit f(c) >0, so gilt [, f > 0.

O

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir den Fall ¢ € (a, ). Die einfachen Modifikatio-
nen der Argumentation in den Fillen ¢ = a und ¢ = b bleiben als Ubungsaufgabe
stehen.
Da f in ¢ stetig ist und ¢ € (a, b) liegt, existiert ein 6 > 0 mit [c—6,c+ 0] C (a,b)
und ]

f(x) > §f(c) >0 fiir alle z € [c — d,c+ 4].

Weiter ist f auf ganz [ nicht-negativ, also haben wir dank der Monotonie des
Integrals f _yf=0und f[ s = 0. Damit erhalten wir

f= (i [re [ [T [ 0 =2k
o= e [ [z ez [

Mit der Vorarbeit aus diesem Lemma konnen wir nun den Mittelwertsatz der
Integralrechnung beweisen.

O
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31. Eigenschaften des Integrals

Satz 31.5 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f, o : I — R ste-
tig und es gelte o(x) > 0 fir alle z € I. Dann existiert ein & € I mit

[ o) = 166) [ oto) o

Bemerkung 31.6 Bevor wir diesen Satz beweisen, lohnt es sich den wichtigen
Spezialfall ¢ = 1 zu betrachten. Er lautet dann: Es existiert ein £ € I mit

/f@wmzf@w—w.

In dieser Formulierung hat der Satz auch eine geometrisch-anschauliche Bedeu-
tung. Er besagt, dass es einen Funktionswert f(§) mit & € [a, b] gibt, so dass das
Rechteck mit den Seitenléngen f(£) und b—a den gleichen Flidcheninhalt hat wie
die Fldche unter dem Graphen von f zwischen a und b, vgl. Abbildung 31.1.
Wie schon in mehreren &hnlichen Féllen vorher (Mittelwertsatz der Differenzi-
alrechnung, Satz von Taylor) ist auch hier der genaue Wert von £ meist nicht
bestimmbar, oder seine Bestimmung zumindest genau so schwierig wie die Be-
stimmung des Integrals von f.

Rechteck gleicher

F\léichW/ /a” F(2) de

Abbildung 31.1.: Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

Beweis von Satz 31.5: Wir bemerken zunéchst, dass die Aussage des Satzes fiir
den Fall, dass ¢ konstant Null ist, offensichtlich richtig ist. Folglich konzentrieren
wir uns auf den Fall, dass es ein xy € I mit ¢(zg) # 0 gibt. Da ¢ nicht-negativ
ist, muss dann ¢(zg) > 0 gelten und wir erhalten [} ¢ > 0 aus Lemma 31.4.

Da I kompakt und f stetig ist, nimmt f auf I sein Minimum und Maximum an,
wir kénnen also

m = Iilel?f(llf) und M = max f(z)
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setzen. Dann gilt, eingedenk der Positivitit von ¢, die Ungleichungskette mo(x) <
f(x)p(x) < Mp(x) fir alle z € I. Also erhalten wir

/ dx—/mgo dx</f dx<M/

und damit ist wegen [, ¢ # 0

flf‘p
fI‘P B

Nun ist f nach Voraussetzung eine stetige Funktion, also erkennen wir an dieser
Ungleichungskette, dass es nach dem Zwischenwertsatz ein & € I geben muss mit

< M.

fe
f(&) = Ji :
Jre
Multiplikation dieser Gleichung mit [ ; ¢ liefert die Behauptung. U

Satz 31.7 Es sei f : [ — K eine sprungstetige Funktion. Wir definieren die
Funktion F : I — K durch F(x f f fir jedes x € I. Dann gelten die
folgenden Aussagen.

(a) F ist Lipschitz-stetig, also insbesondere stetig auf I.

(b) Ist f an einer Stelle ¢ € I stetig, so ist F' in c differenzierbar und es gilt
F'(c) = f(c).

Beweis:
(a) Es seien x,y € I. Dann gilt nach der Definition von F
T Yy Yy
AR RETE
Also kénnen wir den Betrag mit Hilfe der Standardabschitzung durch

|F(x) = F(y)| =

Mit L := sup,¢; | f(s)| (Man bedenke, dass f als sprungstetige Funktion auf
I insbesondere beschrankt ist, vgl. Lemma 30.11) folgt damit die Behaup-
tung.

Yy
I < la =yl sup 1£(5) < suplf(s)] - o~ ]
T s€[z,y] sel

(b) Fiir jedes h € R mit ¢+ h € I gilt

F(c+h / / / ;
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31. Eigenschaften des Integrals

Weiter gilt f(c) = h f cth f(c) ds. Also haben wir, wieder mit Hilfe der
Standardabschatzung

RO ol et [ e

_ L (f(s) = f(c) ds‘< sup | f(s) — f(c)].

s€[c—|hl,c+|h]]

Da f in c¢ stetig ist, geht nun dieses Supremum fiir ~ — 0 gegen Null
(warum?). Damit ist gezeigt, dass F' in ¢ differenzierbar ist mit F’(c) = f(c).
O

Mit diesen Vorarbeiten kénnen wir nun den Hauptsatz der Differenzial- und In-
tegralrechnung beweisen. Dieser verkniipft auf verbliiffend einfache Weise die
Integral- mit der Differenzialrechung und ermdoglicht so die explizite Berechnung
von vielen Integralen, indem er unsere Erkenntnisse iiber die Differentiation zur
Integralberechnung nutzbar macht.

Theorem 31.8 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung)
Sei f: I — K eine stetige Funktion. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Seic € I fest und F(x f f(s) ds fiir jedes x € 1. Dann ist F differen-
zierbar auf I und F’( ) = f(x) fur allex € 1.

b) Ist & : I — K differenzierbar mit &' (x) = f(x) fir jedes x € I, dann gilt
(b) il ] : g

+/ f(s)ds fir alle c,x € 1.

Beweis: Die Hauptarbeit ist schon erledigt, wir miissen nur noch alles zusam-
mensetzen.

(a) Es gilt fiir jedes x € T

:[f(s) dszfjﬂs)ds—/:f(s)ds

Da f in jedem Punkt = € I stetig ist, ist das erste Integral auf der rechten
Seite in obiger Gleichung nach Satz 31.7 differenzierbar mit Ableitung f(z).
Das zweite Integral ist konstant in z, also ebenfalls differenzierbar mit Ab-
leitung Null. Zusammen bekommen wir, dass F' auf ganz I differenzierbar

ist mit F'(z) = f(z).

(b) Sei F' wie in (a) mit ¢ = a. Dann gilt mit Hilfe von (a) und der Vorausset-
zung fiir jedes x € [

(F = ®)'(z) = F'(z) = '(z) = f(z) - f(z) = 0.
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Also gibt es eine Konstante o € K mit F(z) = ®(z) + . Damit erhalten
wir schlieflich fiir jede Wahl von ¢ und = aus [

| e ds—/f ds—/f () = F(0
) —a—@(c) +a=o(z) — P(c),
woraus durch Umstellen der Gleichung die Behauptung folgt. U
Nach Teil (b) des Hauptsatzes konnen wir den Wert eines Integrals tiber f leicht
bestimmen, wenn wir eine Funktion ® finden, fiir die ® = f gilt. Damit ist das

Problem der Integration darauf zuriick gefithrt den Vorgang der Differentiation
umzukehren. Das ist leider leichter gesagt als getan, hilft aber schon oft weiter.

Definition 31.9 Sei f : I — K eine Funktion. Jede differenzierbare Funktion
F:1I—K mit F'(x) = f(x) fir alle x € I heifft eine Stammfunktion von f.

Mit diesem Begriff formulieren wir den Hauptsatz noch einmal leicht um.

Korollar 31.10 (a) Ist f : [ — K stetig, so besitzt [ eine Stammfunktion F
auf I und es gilt

/mf(s) ds = F(z) — F(y) =: F(S)\Zz fir alle x,y € 1.

(b) Sind Fy,Fy : I — K Stammfunktionen einer Funktion f : I — K, so
existiert eine Konstante ¢ € K mit Fy(x) = Fy(x) + ¢ fir alle z € 1.

Beweis:

(a) Nach dem Hauptsatz 31.8 (a) ist die Funtion F' : I — K mit F(z) :=
[7 f(s) ds eine Stammfunktion von f und aus Teil (b) des selben Satzes

folgt
[ 161 ds = F@) - Fly).

(b) Nach Satz 31.8 (b) muss fiir die beiden Stammfunktionen F; und F» von f
fiir jedes x € I gelten

Fi(z) = Fi(a) + /x f(s)ds und Fy(x) = Fy(a) + /I f(s) ds

Also ist Fi(x) — Fy(z) = Fi(a) — Fy(a) =: ¢ konstant auf . O
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31. Eigenschaften des Integrals

Warnung 31.11 (a) Es gibt Funktionen, die eine Stammfunktion besitzen,

aber nicht integrierbar sind. Zur Konstruktion eines Beispiels betrachten
wir auf [0, 1] die Funktion
2*%sin(1/z), falls = € (0,1],
F(r) =
0, falls z = 0.
Von dieser haben wir in Beispiel 27.2 (d) gezeigt, dass sie auf [0, 1] diffe-
renzierbar ist, aber dass die Funktion f := F’ auf [0, 1] nicht beschrankt

ist. Damit kann f auf [0, 1] nicht sprungstetig, und damit nicht in unserem
Sinne integrierbar sein, aber F' ist natiirlich eine Stammfunktion von f.

Andersherum gibt es auch integrierbare Funktionen, die keine Stammfunk-
tion besitzen. Als Beispiel dient uns hier auf [—1, 1] die Funktion

Fa) = —1, falls z € [-1,0),
Y= 1, falls € [0,1].

Diese ist als Treppenfunktion integrierbar. Wir nehmen nun an, es géibe
auf dem Intervall [—1,1] eine Stammfunktion F' von f. Dann gilt F'(z) =
f(z) = —1 fiir alle z € [—1,0), also gibt es eine Konstante ¢; € R, so dass
auf diesem Intervall F'(x) = —z + ¢; gilt. Genauso gibt es eine Konstante
c2 € R, so dass fur alle z € [0,1] die Identitdt F(x) = = + ¢y gilt. Da F
als Stammfunktion in 0 differenzierbar sein muss, ist sie dort insbesondere
stetig. Es gilt also
= wlir(r]l_ F(z) = ilir(l] F(z) = xll>I(I]1+ F(z) = co.

Also ist F fir alle € [—1, 1] bestimmt als F'(x) = |z| + ¢ mit einem ¢ € R
und das kann nicht sein, denn die Betragsfunktion ist bekanntermafien in
Null nicht differenzierbar und damit kann es F' auch nicht sein und wir
haben einen Widerspruch.

Wir haben unser Integral auf den sprungstetigen Funktionen bekommen, indem
wir es auf Treppenfunktionen definiert haben und dann gleichméflige Grenzwer-
te von Treppenfunktionen betrachtet haben. Da wir nun fiir jede sprungstetige
Funktion ein Integral haben, konnte man auf die Idee kommen, den selben Trick
noch einmal zu machen und gleichméflige Limiten von sprungstetigen Funktio-
nen betrachten, in der Hoffnung, so fiir eine noch gréflere Klasse von Funktionen
einen Integralbegriff definieren zu koénnen.

Der nachfolgende Satz zeigt, dass das leider nichts wird, denn es stellt sich heraus,
dass eine Funktion, die gleichmé&fig durch sprungstetige Funktionen approximiert
werden kann, selbst schon sprungstetig sein muss, wir bekommen also durch so
ein Vorgehen keine neuen Funktionen mehr dazu.
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Dahinter steckt ein allgemeines Prinzip. Spétestens nach dem Besuch einer Vorle-
sung in Topologie oder Funktionalanalysis im weiteren Studium werden Sie obige
Hoffnung als naiv erkennen, aber im Moment spricht noch nichts gegen sie.

Satz 31.12 Flir jedesn € N sei f,, : I — K eine sprungstetige Funktion, so dass
die Funktionenfolge (f,) gleichmdfig auf I gegen eine Funktion f konvergiert.
Dann ist f sprungstetig und es gilt

lim fn:/lim fn:/f.

Bemerkung 31.13 (a) Die Bedeutung dieses Satzes geht weit iiber die Zer-
storung der obigen Hoffnung hinaus. Wir haben es hier wieder mit einem
Resultat zu tun, das uns das Vertauschen von zwei Grenzwertprozessen
erlaubt, ndmlich die Integration und den Grenzwert der Funktionenfolge.
Auch hier zeigt sich wieder wie niitzlich der Begriff der gleichméfiigen Kon-
vergenz ist. Tatséchlich ist ein entsprechender Satz fiir nur punktweise kon-
vergente Funktionenfolgen falsch.

(b) Beachten Sie, dass nach obigem Satz fiir gleichméBig konvergente Funktio-
nenreihen von sprungstetigen Funktionen

g/lfnZ/lgfn

gilt.

Ubungsaufgabe 31.14 Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass Satz 31.12 fiir eine
nur punktweise konvergente Funktionenfolge im Allgemeinen falsch ist.

Beweis von Satz 31.12: Fiir jedes n € N ist f,, nach Voraussetzung sprungste-
tig, also gibt es jeweils eine Treppenfunktion ¢,, auf I, fiir die |p,(z) — fu.(z)| <
1/n fir alle z € I gilt. Auf diese Weise erhalten wir eine Funktionenolge (¢,)
von Treppenfunktionen auf I, von der wir nun zeigen wollen, dass sie ebenfalls
gleichméfig gegen f konvergiert.

Sei dazu e > 0. Wir wéhlen nun ein ny € N so groff, dass erstens ng > 2/¢ gilt
und zweitens |f,(x) — f(z)] < /2 ist fir alle n > ny und alle x € I. Letzteres
geht, da (f,) gleichméfig gegen f konvergiert. Dann erhalten wir fiir alle x €
und alle n > ng

1 e
[ou(@) = F@)] < [@u(@) = ful@)| + [fal@) = (@) < ~+ 5 <.
Somit ist die gleichméBige Konvergenz von (¢,) gegen f auf I gezeigt. Damit

folgt sofort, dass f sprungstetig ist, also existiert | ;- Mit diesem Wissen haben
wir nun gewonnen, denn mit Hilfe der Standardabschétzung gilt

‘/ff" ‘/If\ = \/ﬁfn— £ < 0~ a)sup|fule) — f(2)]

zel
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und letzterer Ausdruck geht nach Ubungsaufgabe 21.9 (b) gegen Null. Also gilt

in [ f,= [ f
und wir sind fertig. O

Als Anwendung dieses Ergebnisses wollen wir abschliefend einen Satz beweisen,
der thematisch ins Kapitel 21 gehort, der sich allerdings schén mit Hilfe der
Integralrechnung beweisen ldasst. Deshalb liefern wir ihn hier nach.

Satz 31.15 Es sei (f,) eine Funktionenfolge auf I = [a,b] mit f,, € C'(I) fiir
alle n € N. Konvergiert die Funktionenfolge (f!)nen gleichmdfig auf I gegen eine
Funktion g : I — K und ist die Zahlenfolge (f,(a))nen konvergent, so konvergiert
auch die Funktionenfolge (fn)nen gleichmdifig auf I gegen eine Funktion f €
CYI) und es gilt f' =g, d.h.

(lim fn), = nhrgo fr.

n—0o0

Beweis: Wir setzen ¢ := lim, ., f,(a). Nach dem Hauptsatz gilt nun fiir alle

r €] und allen € N .
fal@) = fula) + / f(t) dt

Da (f!) auf [a, x] eine gleichméaBig konvergente Funktionenfolge ist und die Funk-
tionen f/ fiir jedes n € N stetig und damit insbesondere sprungstetig sind, gilt
nach Satz 31.12

im [ () dt = / " g(t) dt.

n—0o0
a

Also ist (f,,) auf I punktweise konvergent und fiir die Grenzfunktion f gilt

f(z) = lim f,(z) =c+ /xg(t) dt

n—oo

fiir jedes x € 1.
Weiter ist nach dem Hauptsatz die Abbildung = +— f g(t) dt differenzierbar und

fiir die Ableitung gilt
(] ot t) = gt)

Da g ein gleichméfliger Limes der nach Voraussetzung stetigen Funktionen f,,
n € N ist, ist auch g eine stetige Funktion. Das bedeutet weiter, dass ' = g auf
I stetig ist, d.h. f € C1(I). Es bleibt noch die gleichmiifiige Konvergenz von (f,,)
auf I zu zeigen. Dazu beobachten wir fiir jedes x € |

o) = @) = | [ fut0y e / o(t) dt + f,(a) —
/ (26 = 9(0) dt| + o) —

<
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g/ﬂﬁ@—mma+mmww
g/ﬂﬁ@—ama+/Wﬂm—ama+mmww

b
= [(156) = 90 dt + |fufa) ~

Sein nun € > 0 vorgegeben. Dann existiert zum Einen dank der gleichméfligen
Konvergenz von (f)) ein n; € N, so dass fiir alle n > n; und alle t € [

€

‘fr/z(t> _g(t” < 2(()_ a)

gilt. Zum anderen gibt es ein ny € N mit | f,,(a) —c| < £/2 fiir alle n > ny. Wéhlen
wir nun ng := max{n, ns}, so gilt fiir alle n > ny mit der Abschétzung von oben

2 —l—f—a
2b—a) 2

|fa() = f(2)] S/ () = g(@®)] dt + [ fula) — | < (b~ a)

Da wir ny unabhéngig von x wihlen konnten, ist damit die Gleichméfigkeit der
Konvergenz bewiesen. 0
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32. Uneigentliche Integrale

Bisher kénnen wir Integrale nur iiber kompakte Intervalle und sprungstetige,
d.h. insbesondere beschréinkte Funktionen bilden. Wir wollen unser méchtiges
Werkzeug des Grenziibergangs jetzt auch hier verwenden, um etwas allgemeinere
Integrale zuzulassen.

In diesem Abschnitt seien stets a,b € R und o, 8 € RU {—00,00}.

Definition 32.1 Es sei f : [a,3) — R (bzw. f : (a,b] — R) sprungstetig auf
dem Intervall [a,t] (bzw. [t,b]) fir jedest € (a,() (bzw. t € (a,b)). Dann heifit
f uneigentlich integrierbar, wenn der Grenzwert

lim /t F (bzw. lim ’ f)
—xJt

t— a

existiert. In diesem Fall heifit das uneigentliche Integral
b b
/ f —hm/f (b= /lim/ f
t—( o oy

Beispiel 32.2 (a) Wir betrachten

konvergent.

[ =
——dz
0 1— 22
Das ist ein uneigentliches Integral, denn die Funktion 1/4/1 — 22 ist auf [0, 1]
wegen lim, 1 1/v/1 — 22 = oo nicht beschrankt. Fiir jedes t € (0, 1) ist sie
aber stetig auf dem Intervall [0, ¢], also dort insbesondere sprungstetig. Wir
haben damit im Sinne der obigen Defintion den Fall a = 0 und # = 1. Dann
ist fiir jedes ¢t € (0,1)

t

= arcsin(t)

dz = arcsin(z)
0

Lol
/0 V1—2?
und wegen lim,_,; arcsin(t) = 7/2 ist das uneigentliche Integral konvergent

und wir haben

dz = lim dz = lim arcsin(t) = g

1 t
1 1
/0 m o t—>1/0 m t—1
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(b)

212

Wéhrend im ersten Beispiel die Funktion unbeschrankt war, schauen wir
uns nun eine Integration iiber ein unbeschranktes Intervall an:

< 1
/ dz,
0 1 + QU2

es ist also @ = 0 und = oo. Fiir t € (0, 00) gilt nun

t

|
/ dz = arctan(z)
0

1+ 22

= arctan(t) — g (t — 00),
0

also ist auch dieses uneigentliche Integral konvergent und es ist

<1
/ dx:z.
0o 1422 2

/0 1 o
foo 222

Es sei s > 0. Wann ist die Funktion 1/2° auf dem Intervall [1, co) uneigent-
lich integrierbar? Fiir ¢ € (1, 00) gilt fiir s = 1

"1
T dr =1
/1 xd:v n(z)

also ist das uneigentliche Integral in diesem Fall wegen lim; .., In(t) = oo
divergent.

Fiir s # 1 ist

Genauso sieht man

t
— (1),
1

b1 1
—dr = 1=s
1 xs 1—s5

Der Grenzwert dieses Ausdrucks existiert nun genau fiir s > 1 und es ist in
diesem Fall

/idx:hm 1(151—8—1):—1 _ !
1

xTs t—oo | — 8 1—s S—l.

Genauso wie im vorherigen Beispiel kann man zeigen, dass das uneigentliche
Integral
"1
— dx

0 7
genau dann konvergiert, wenn s < 1 ist. In diesem Fall gilt
1
1 1
—dz =

0 I° s—1




Bisher haben wir nur uneigentliche Integrale betrachtet, die an einer Grenze un-
eigentlich sind. Natiirlich will man auch den Fall behandeln, dass es an beiden
Intervallgrenzen Probleme gibt, man spricht dann oft von einem doppelt unei-
gentlichen Integral. Dazu miissen wir unsere Definition modifizieren.

Definition 32.3 FEs sei f : (o, ) — R sprungstetig auf jedem Intervall [§,n] C
(e, B). Dann heif$t f auf (o, 3) uneigentlich integrierbar, wenn es ein ¢ € (a, 3)
qibt, so dass die beiden uneigentlichen Integrale

[ /ff

im Sinne von Defintion 32.1 konvergieren. In diesem Fall heif$t das uneigentliche

Integral
[o= e[

Natiirlich muss man, damit diese Definition Sinn macht, zeigen, dass der so er-
haltene Wert fiir das uneigentliche Integral nicht von der speziellen Wahl von ¢
abhéngt:

konvergent.

Ubungsaufgabe 32.4 Definition 32.3 ist von der Wahl von ¢ € (o, 3) un-
abhéngig.

Beispiel 32.5 (a) Es ist mit Hilfe von Beispiel 32.2 (b) das doppelt uneigent-

liche Integral
< 1
/ LI
oo 1+ 22

(b) Sei s > 0. Kombiniert man (c) und (d) aus Beispiel 32.2, so sieht man, dass
das doppelt uneigentliche Integral

konvergent und gleich 7.

genau dann konvergiert, wenn s > 1 und s < 1 gilt, d.h. es ist immer
divergent.

Die folgenden Sitze und Definitionen formulieren wir der Ubersichtlichkeit halber
nur fiir uneigentliche Integrale der Form ff f(z) dz. Dabei sei stets vorausgesetzt,
dass f fiir jedes t € («, 3) auf [a,t] sprungstetig ist. Entsprechende Séitze und
Defintionen gelten auch fiir die anderen Arten uneigentlicher Integrale, wobei bei
doppelt uneigentlichen Integralen immer darauf geachtet werden muss, dass an
beiden Grenzen unabhéngig voneinander Konvergenz vorliegt.
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32. Uneigentliche Integrale

Auf Beweise der ndchsten Sétze verzichten wir weitgehend, da diese den Beweisen
der entsprechenden Aussagen fiir Reihen nachgebildet werden kénnen. Dieses fiir
den einen oder anderen Beweis zu tun, wird als Ubung aber sehr empfohlen.

Im Folgenden seien jeweils f, g : [a, 3) — K Funktionen, die fiir jedes t € [a, )
auf dem Intervall [a,t] sprungstetig sind.

Satz 32.6 (Cauchy-Kriterium) Das uneigentliche Integral faﬁf st genau dann
konvergent, wenn es fir jedes € > 0 ein ¢ = c(e) € (a, 3) gibt, so dass

/ f‘ <e fir alle u,v € (¢, 3)
gilt.

Definition 32.7 Das uneigentliche Integral faﬁ f heif$t absolut konvergent, wenn
das uneigentliche Integral ff |f| konvergent ist.

Satz 32.8 (Dreiecksungleichung fiir uneigentliche Integrale) Ist das un-
eigentliche Integral faﬁf absolut konvergent, so ist es auch konvergent und es

gilt
/jf\ s/jlf\-

Satz 32.9 (Majoranten-/Minorantenkriterium) (a) Ist|f(z)| < g(z) fir
alle © € [a, ) und ist das uneigentliche Integral ffg konvergent, so kon-

vergiert fff absolut.

(b) Ist f(x) > g(x) > 0 fir alle x € [a,3) und ist das uneigentliche Integral
ffg divergent, so ist auch fff divergent.

Beispiel 32.10 (a) Wir untersuchen

/loo\/%dz::/loof(x)dz

auf Konvergenz. Wegen

_ x < xr 1 o
VIt T Va2t = 9l)

und da nach Beispiel 32.2 (c) das uneigentliche Integral [ z7%/? dz kon-
vergiert, ist das untersuchte uneigentliche Integral nach dem Majoranten-
kriterium absolut konvergent.

/()]
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Einen genauen Wert fiir das Integral kénnen wir, wie beim Majorantenkri-
terium {iblich, nicht angeben, aber das ist auch meist nicht nétig, denn wir
haben ja mit Hilfe der Dreiecksungleichung die Abschéatzung

/lf(x)de/l g(:)s)d:)::/I L EPRR

(b) Wir untersuchen noch das uneigentliche Integral

/1 :.172+7:B—|—10 / /(@

Vergleichen wollen wir die Funktion f mit der Funktion g(z) := 1/x fiir
grofle . Dazu bemerken wir zunéchst

tim 1) _ ) -

oo g(x) a0 + Tz +10

Also gibt es ein ¢ > 1, so dass f(z)/g(x) > 1/2 fir alle x > c gilt, was
wiederum f(z) > g(x)/2 = 1/(2x) > 0 fiir alle diese = bedeutet. Da nun
das uneigentliche Integral [ 1/(2x) dz nach Beispiel 32.2 (c) divergent ist,
divergiert nach dem Minorantenkriterium auch das uneigentliche Integral
[ f(z) dz, und damit divergiert auch das Ausgangsintegral.

Bemerkung 32.11 Das im letzten Beispiel verwendete Verfahren ist ziemlich
universell einsetzbar. Allgemein folgt fiir zwei Funktionen f und g aus der Bezie-
hung lim, .5 f(z)/g(x) = L > 0 die Ungleichungskette

L< f(a:) §L fiir alle z € [¢, 3)

g(z) =

fiir ein nahe genug bei § gewéhltes c. Daraus ldsst sich dann immer wie oben
eine Abschéatzung fiir das Majoranten- bzw. das Minorantenkriterium bekom-
men. Qualitativ gesprochen bedeutet die Existenz eines endlichen Grenzwertes
von f(z)/g(x), wenn = gegen die Problemstelle lduft, dass f und g das gleiche
Verhalten an der Problemstelle haben.

N —
[\

Bevor wir dieses Kapitel abschlielen sei noch einmal vor zwei typischen Fehlern
gewarnt.

Warnung 32.12 (a) Das uneigentliche Integral ffooo f ist micht definiert durch

limy_ oo ff , /. sondern

[e%S) 0
/ f= tlim f+ lim f
—00 —TJe

§—00
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32. Uneigentliche Integrale

Das ist ein wesentlicher Unterschied, wie man an dem Beispiel ffooox dx

sieht. Dieses ist offensichtlich divergent, denn sowohl fi)oox dx, als auch
fooo x dz sind divergent, aber fiir jedes ¢ > 0 gilt

t
/ z dx = 0.
—t

Der oben angegebene Limes existiert hier also und ist Null. Trotzdem macht
es keinen Sinn, dadurch das uneigentliche Integral zu definieren, denn dass
sich die positiven und negativen Beitrdge hier gerade autheben, liegt daran,
dass wir das doppelt uneigentliche Integral gerade in Null aufgetrennt ha-
ben. Wahlen wir eine andere Stelle, liefert dieser Grenzwert einen anderen
Wert, so dass wir nicht zu einer verniinftigen Definition kommen.

Also merke: Ein doppelt uneigentliches Integral konvergiert nur dann, wenn
es an beiden Integrationsgrenzen unabhéngig voneinander konvergiert.

Wir haben in Beispiel 32.2 (d) bemerkt, dass das uneigentliche Integral
fol 1/y/x dx konvergiert, aber fol 1/z dx divergiert. Daran sieht man, dass
man im Allgmeinen nicht schlieBen kann, dass mit f auch sofort f? unei-
gentlich integrierbar ist! Das wird trotzdem immer wieder gerne versucht.
Es gilt also allgemein nicht, dass das Produkt uneigentlich integrierbarer
Funktionen wieder uneigentlich integrierbar ist.

Ubungsaufgabe 32.13 Das uneigentliche Integral | aﬁ f ist genau dann konver-

gent,

gilt
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33. Die ['-Funktion

Satz 33.1 Es sei x > 0. Dann ist das doppelt uneigentliche Integral
/ e 't dt
0

Beweis: Wir untersuchen zunéchst das Integral von Null bis Eins. Dazu beob-
achten wir, dass

konvergent.

0<e 't 1< g fir alle ¢t € (0, ¢).

Da auferdem fiir alle 2 > 0 das uneigentliche Integral [ 1/t'~* dt konvergiert,
ist nach dem Majorantenkriterium auch [;e~*¢*~! dt, und damit nach Ubungs-

aufgabe 32.13 auch fol e~'t*~! dt konvergent.
Fiir das Integral von Eins bis oo vergleichen wir mit 1/z% und erhalten

e—ttx—l tm—i—l
lim T = lim — = 0.
t—o0 = t—oo €
Also gibt es wieder ein ¢ > 1 mit
11
0<e 1< -= firallet>c
22

und da fcoo 1/t? dt konvergent ist, konvergiert damit nach dem Majorantenkrite-
rium auch wieder [ e~¢*~! d¢ und somit auch [~ e "t dt. Also sind beide
Teile des doppelt uneigentlichen Integrals konvergent, d.h. es konvergiert auch als
ganzes. [

Das soeben behandelte Integral ist wichtig genug, dass es einen Namen verdient
hat.
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33. Die I'-Funktion
Definition 33.2 Die nach Satz 33.1 durch I : (0, 00) — R mit
[(x) ::/ e "t x>0,
0

gegebene Funktion heiffit Gamma-Funktion.

Satz 33.3 Fir allex >0 gilt I'(x + 1) = 2T'(z).

Beweis: Es seien 0 < a < (. Dann gilt mit partieller Integration

B 8 B 1 1 B
/ e dt = —e 77| — / (—e Hat™tdt = —a” — —B"+ x/ e it dt.
«a @ a * € a

e
Setzen wir speziell § = 1, so erhalten wir

1 1 1 1
/ et dt = —a® — = + :c/ e i1 dt.
[0 ea e [0

und mit o — 0 also
1 1 1
/ et dt = —— + x/ ettt dt.
0 € 0

Machen wir die gleichen Uberlegungen mit der speziellen Wahl v = 1 und dem
Grenziibergang [ — 00, so erhalten wir

B8 1 B8
/ et dt = -+« / e ft*1 de,
1 € 1
/ et dt = = + T / e it dt.
1 1

Zusammengenommen bedeutet das

F(g:+1):/ e 't” dt:/ e " dt+/ e 't" dt
0

1 1 (e’ (')
= ——+:)5/ el g4+ = +a?/ ettt dt:a:/ e~ dt
€ 0 0

= z['(z).

O

Aus diesem Resultat lidsst sich nun relativ schnell folgern, dass die Gamma-
Funktion eine Erweiterung der Fakultiat auf die reellen Zahlen darstellt.
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Korollar 33.4 Fiir alle n € Ny gilt
I'(n+1)=n!

Beweis: Wir fiihren einen Induktionsbeweis. Fiir n = 0 gilt

I'(1) = / e0dt = lim [ e'dt=lim —e!| = lim1—e®=1=0L.
0

S5—00 0 §—00 0 §—00

Also haben wir den Induktionsanfang erledigt. Gilt nun I'(n + 1) = n! fiir ein
n € Ny, so haben wir nach Satz 33.3

F'n+2)=T((n+1)+1)=n+1)I'n+1)=Mn+1)nl=Mn+1)L
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