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VorwortDas vorliegende Skript fasst den Sto� der Vorlesung Optimierung I (d.h. derEinführung in die Optimierung) des Wintersemesters 2010/2011 zusammen.Teile des Skripts (Kapitel 3 bis 5) gehen auf die Vorlesungen Diskrete Opti-mierung I und II von Prof. Dr. Alexander Martin zurü
k, die er an der TUDarmstadt in den Jahren 2000 bis 2003 hielt, sowie auf die Lineare Optimie-rung von Prof. Martin Gröts
hel, die er im Wintersemester 1984/1985 an derUniversität Augsburg hielt.Kapitel 6 ist dem Bu
h von Gröts
hel, Lovasz, und S
hrijver [GLS88℄ ent-nommen bzw. beruht teilweise auf einem Skript von Prof. M. Gröts
hel zurVorlesung Lineare Optimierung vom Wintersemester 2003/2004.Die Kapitel 7 und 8 orientieren si
h an den Bü
hern von R. Horst [Ho79℄,C. Geiger und C. Kanzow [GK99, GK00℄, J. No
edal und S.J. Wright [NW99℄und an Vorlesungen zur Optimierung, die S. Ulbri
h in den Jahren 2000 bis2004 an der TU Mün
hen gehalten hat.Besonderer Dank bei der Verfassung des Skripts gilt Thorsten Materne, dergroÿe Teile davon ges
hrieben hat, sowie Markus Möller, der das Skript Kor-rektur gelesen hat. Denno
h ist das Skript no
h ni
ht vollständig überarbeitetund es ist si
herli
h ni
ht frei von Fehlern. Für Hinweise auf sol
he sind wirimmer dankbar.Darmstadt, im Wintersemester 2010PD Dr. habil. Ralf BorndörferProf. Dr. Mirjam DürProf. Dr. Alexander MartinProf. Dr. Stefan Ulbri
h
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Kapitel 1EinleitungOptimierung bes
häftigt si
h damit, Minima oder Maxima einer Funktion füber einer Menge X zu �nden. Aus der Analysis ist der Satz bekannt, dasseine stetige Funktion über einer kompakten Menge ihr Minimum und ihrMaximum in Punkten xmin und xmax annimmt. Dieser Satz ist aber ein reinerExistenzsatz. Er sagt ni
hts darüber aus, wie man diese Punkte xmin und
xmax praktis
h bere
hnen kann. Optimierung im weitesten Sinn bes
häftigtsi
h mit diesem Problem.Die Funktion, deren Minimum oder Maximum gefunden werden soll, wirdZielfunktion genannt, die Menge X heiÿt zulässige Menge. Die Elemente x ∈ Xheiÿen zulässige Punkte oder zulässige Lösungen. Die zulässige Menge kannder ganze Raum Rn sein (dann spri
ht man von unrestringierter Optimierungbzw. Optimierung ohne Nebenbedingungen); sie kann aber au
h eine Teilmengedes Raumes sein, die dur
h sogenannte Nebenbedingungen bes
hrieben wird.In diesem Skript werden zwei vers
hiedene S
hreibweisen für ein Minimie-rungsproblem verwendet:

min{f(x) : x ∈ X}, bzw. min f(x)s.t. x ∈ X .Beides bedeutet dasselbe: Wir su
hen das Minimum der Funktion f über derMenge X . Die Abkürzung �s.t.� steht für das englis
he �subje
t to�, was sovielbedeutet wie �unter den Nebenbedingungen�.Oft ist die zulässige Menge dur
h Glei
hungen und Unglei
hungen bes
hrie-ben, also
X = {x ∈ Rn : h(x) = 0, g(x) ≤ 0}mit Funktionen h : Rn → Rk, g : Rn → Rm.7
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Abbildung 1.1: Funktion f(x) = x3 − 7.5x2 + 18x− 10.5 im Intervall [1, 5].Die Menge der Punkte aus X , in denen das Minimum angenommen wird,bezei
hnen wir mit Argmin(f,X ). Formal:
α = min{f(x) : x ∈ X} ⇐⇒ Argmin(f,X ) = {x ∈ X : f(x) = α}.Beispiel 1.1 (Optimierungsproblem) Wir su
hen das Minimum derFunktion f(x) = x3 − 7.5x2 + 18x − 10.5 über der Menge aller Punkte, diefolgende zwei Nebenbedingungen erfüllen: x− 1 ≥ 0 und x2 − 5x ≤ 0.Die Zielfunktion in diesem Beispiel ist also die Funktion f(x) = x3−7.5x2 +

18x − 10.5, die zulässige Menge ist die Menge X = {x ∈ R : x − 1 ≥
0, x2 − 5x ≤ 0} = [1, 5]. Formal wird das Optimierungsproblem ges
hriebenals

min{x3 − 7.5x2 + 18x− 10.5 : x− 1 ≥ 0, x2 − 5x ≤ 0},oder au
h
min x3 − 7.5x2 + 18x− 10.5s.t. x− 1 ≥ 0

x2 − 5x ≤ 0.Siehe Abbildung 1.1 für eine Skizze. Das Minimum wird im Punkt x = 1angenommen, d.h. Argmin(f,X ) = {1}, der zugehörige Funktionswert ist
f(1) = 1.



9In der Graphik ist ein Phänomen gut zu sehen, das sehr oft beoba
htet wer-den kann: Es gibt ein sogenanntes lokales Minimum im Punkt x = 3. DieseBeoba
htung führt uns zur folgenden De�nition:De�nition 1.2 (Minimalpunkt) Ein Punkt x̄ ∈ X heiÿt lokaler Minimal-punkt der Funktion f über der Menge X , wenn eine o�ene Umgebung U(x̄)von x̄ existiert, so dass
f(x̄) ≤ f(x) ∀ x ∈ U(x̄) ∩ X .Der Punkt x̄ ∈ X heiÿt globaler Minimalpunkt der Funktion f über der Men-ge X , wenn

f(x̄) ≤ f(x) ∀ x ∈ X .Lokale und globale Maximalpunkte sind analog de�niert.Eine einfa
he Beoba
htung ist die, dass jedes Maximierungsproblem au
h alsMinimierungsproblem ges
hrieben werden kann. Dabei verwendet man dieRelation
max{f(x) : x ∈ X} = −min{−f(x) : x ∈ X}.Statt also ein Maximierungsproblem max{f(x) : x ∈ X} zu lösen, kannman das Minimierungsproblem min{−f(x) : x ∈ X} lösen. Um dann denkorrekten Wert des Maximums zu erhalten, muss die Lösung des Minimie-rungsproblems no
h mit (−1) multipliziert werden.Beispiel 1.3 (Fortsetzung von Beispiel 1.1) Su
hen wir nun das Ma-ximum der Funktion f(x) = x3 − 7.5x2 + 18x − 10.5 über der Menge

X = {x ∈ R : x − 1 ≥ 0, x2 − 5x ≤ 0} = [1, 5]. Wie man aus Abbildung 1.1sieht, wird das Maximum im Punkt x = 5 angenommen, der zugehörige Ziel-funktionswert ist f(5) = 17. Bestimmen wir dieses Maximum nun über denUmweg des Minimierungsproblems:
max {x3 − 7.5x2 + 18x− 10.5x : x− 1 ≥ 0, x2 − 5x ≤ 0} =

−min {−(x3 − 7.5x2 + 18x− 10.5) : x− 1 ≥ 0, x2 − 5x ≤ 0},Graphis
h ist dies in Abbildung 1.3 dargestellt. Das Minimum von −f über
[1, 5] wird im Punkt x = 5 angenommen, der zugehörige Funktionswert ist
f(5) = −17. Um wieder auf das Maximum der ursprüngli
hen Funktion zukommen, multiplizieren wir jetzt (−17) mit (−1).Je na
hdem, wel
he Form die Zielfunktion und die zulässige Menge haben,ist ein Optimierungsproblem vers
hieden s
hwer zu lösen. Der folgende Über-bli
k soll eine grobe Einteilung von Optimierungsproblemen bieten.
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Abbildung 1.2: Funktion −f(x) = −(x3 − 7.5x2 + 18x − 10.5) im Intervall
[1, 5].Lineare OptimierungsproblemeVon einem linearen Optimierungsproblem, au
h lineares Programm oder linearesProblem (LP) genannt, spri
ht man, wenn sowohl die Zielfunktion als au
hdie Nebenbedingungen lineare Funktionen vom Rn na
h R sind. Wie mansi
h denken kann, ist dies die einfa
hste Klasse von Optimierungsproblemen.Es gibt eine Reihe von Algorithmen zur Lösung von LPs, am bekanntestenist wohl der Simplex-Algorithmus.Ein lineares Optimierungsproblem in Standardform ist von der Gestalt:

min cT x s.t. Ax = b, x ≥ 0mit c ∈ Rn, b ∈ Rm, A ∈ Rm,n, x ∈ Rn.Beispiel 1.4 (Transportproblem) Ein Chemieunternehmen hat m Fabri-ken F1, . . . ,m und r Verkaufsstellen V1, . . . , Vr. Jede Fabrik Fi kann pro Wo
he
ai Tonnen eines gewissen 
hemis
hen Produkts herstellen. ai heiÿt Kapazitätder Fabrik Fi. Jede Verkaufsstelle Vj hat einen bekannten wö
hentli
hen Be-darf von bj Tonnen des Produkts. Die Kosten, um eine Tonne des Produktsvon Fabrik Fi an Verkaufsstelle Vj zu transportieren, sind cij.



11Problemstellung: Wel
he Menge des Produkts muss man von jeder Fabrikzu jeder Verkaufsstelle transportieren, so dass die Kapazitäten der Fabrikeneingehalten, der Bedarf aller Verkaufsstellen gede
kt und die Kosten hierbeiminimal sind?Modellierung als Optimierungsproblem: Sei xij ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤
j ≤ r, die Zahl der Tonnen, die von Fi na
h Vj transportiert werden. Dannkann man das Problem wie folgt formulieren:

min
m∑

i=1

r∑

j=1

cijxij (Transportkosten minimieren)s.t. r∑

j=1

xij ≤ ai, i = 1, . . . , m, (Kapazitäten einhalten)
m∑

i=1

xij ≥ bj , j = 1, . . . , r, (Bedarf erfüllen)
xij ≥ 0, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , r.O�ensi
htli
h handelt es si
h um ein Lineares Optimierungsproblem. In prak-tis
hen Anwendungen kommen oft no
h Produktions- und Lagerhaltungsko-sten dazu.Diskrete OptimierungsproblemeEin diskretes Optimierungsproblem ist sehr oft ein lineares Programm, beidem die zulässige Menge zusätzli
h dur
h so genannte Ganzzahligkeitsbedin-gungen einges
hränkt ist, d.h. Bedingungen der Art xi ∈ Z, oder xi ∈ {0, 1};sol
he Optimierungsprobleme heissen gemins
ht-ganzzahlige Programme odergemis
ht-gannzahlige Probleme (englis
h Integer Program oder kurz IP) Dasklingt im ersten Moment lei
hter, s
hlieÿli
h hat ein sol
hes Problem ja nurendli
h viele zulässige Punkte. Man könnte also einfa
h alle dur
hprobierenund würde so das Optimum ganz einfa
h �nden. Der Grund, weshalb dasni
ht mögli
h ist, liegt am meistens exponentiellen Wa
hstum der Anzahlder zulässigen Punkte, sobald die Dimension des Problems groÿ wird. Manbrau
ht daher spezielle Lösungste
hniken für diskrete Probleme.



12Kontinuierli
he Optimierungsproblemesind Optimierungsprobleme, bei denen keine Ganzzahligkeitsbedingungenauftreten.Konvexe OptimierungsproblemeHier tau
ht zum ersten Mal der Begri� der Konvexität auf, der in Kapitel 2ausführli
h behandelt wird. Die wi
htige Eigens
haft konvexer Optimierungs-probleme ist, dass jedes lokale Optimum bereits das globale Optimum ist.Es ist also mögli
h, Algorithmen zu entwi
keln, die auf lokaler Informationbasieren, wie zum Beispiel den Gradienten von Zielfunktion und Nebenbe-dingungen.Globale OptimierungsproblemeBei globalen Optimierungsproblemen treten lokale Minima auf, die ni
ht glei
hdem globalen Minimum sind. Hier genügt es ni
ht mehr, lokale Informatio-nen, wie Gradienten, zu betra
hten. Es müssen spezielle globale Optimie-rungste
hniken entwi
kelt werden.Quadratis
hes OptimierungsproblemeEin quadratis
hes Optimierungsproblem ist ein linears Programmmit quadrati-s
her Zielfunktion. Ein quadratis
hes Optimierungsproblem in Standardformist von der Gestalt:
min xT Qx s.t. Ax = b, x ≥ 0mit Q ∈ Rn,n, b ∈ Rm, A ∈ Rm,n, x ∈ Rn. Es ist lei
ht zu sehen, dassdie Zielfunktion genau dann konvex ist, wenn alle Eigenwerte der Matrix Qni
ht-negativ sind. Eine sol
he Matrix heisst positiv semide�nit.Beispiel 1.5 (Portfoliooptimierung) Ein Investor mö
hte einen Betrag

B > 0 so in ein Portfolio aus n Aktien investieren, dass die erwartete Renditemindestens ρ und das Risiko minimal ist. Bezei
hne ri die Rendite der i-tenAktie na
h einem Jahr (dies ist eine Zufallsvariable) und x ∈ Rn mit
n∑

i=1

xi = 1, x ≥ 0,



13die Anteile der Aktien am Portfolio (der Anleger investiert xiB in Aktie i),dann ist die Rendite des Portfolios
R(x) = rT x, r = (r1, . . . , rn)

T .Wir nehmen an, dass der Zufallsvektor r = (r1, . . . , rn)T den Erwartungswert
µ ∈ Rn und die Kovarianzmatrix Σ ∈ Rn,n habe. Dann ist die erwarteteRendite des Portfolios

E(R(x)) = µT xund seine Varianz
V (R(x)) = xT Σx.Su
hen wir nun das Portfolio mit erwarteter Rendite ≥ ρ, das minimaleVarianz hat, so führt dies auf das Optimierungsproblem

min xT Σx s.t. n∑

i=1

xi = 1, x ≥ 0, µT x ≥ ρ.Dies ist ein konvexes quadratis
hes Optimierungsproblem. Su
hen wir alter-nativ das Portfolio mit Varianz ≤ ν, das die maximale erwartete Renditehat, so erhalten wir das Optimierungsproblem
max µTx s.t. n∑

i=1

xi = 1, x ≥ 0, xT Σx ≤ ν.Dies ist ein konvexes Optimierungsproblem mit linearen und quadratis
henNebenbedingungen. ***Diese Vorlesung soll Grundlagen vermitteln, die sowohl für die diskrete alsau
h für die kontinuierli
he Optimierung gebrau
ht werden. Auf dieser Basisist später eine Spezialisierung in die eine oder andere Ri
htung mögli
h.
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Kapitel 2Konvexe Mengen und FunktionenEin grundlegender Begri� für die gesamte Optimierung ist der Begri� derKonvexität. Wie bereits angedeutet, ist das Vorhandensein oder Ni
htvor-handensein von Konvexität mitents
heidend dafür, wie s
hwierig ein Opti-mierungsproblem ist. Der Begri� �konvex� wird sowohl auf Mengen als au
hauf Funktionen angewendet. Wir beginnen mit konvexen Mengen.2.1 Konvexe MengenDe�nition 2.1 Eine Menge C ⊂ Rn heiÿt konvex, wenn mit je zwei Punktenaus C au
h die gesamte Verbindungsstre
ke zwis
hen den Punkten in C liegt,d.h. wenn aus x1, x2 ∈ C und λ ∈ [0, 1] folgt
λx1 + (1− λ)x2 ∈ C.Beispiel 2.2 Folgende Mengen sind konvex (Übung):a) die leere Menge; die Menge, die nur aus einem einzigen Element x ∈ Rnbesteht; der ganze Raum Rn;b) jede Hyperebene H, das ist eine Menge der Form

H = {x ∈ Rn : aT x = α},wobei a ∈ Rn, a 6= 0 und α ∈ R. a heiÿt dabei Normalvektor zu H.
) jeder von einer Hyperebene H erzeugte abges
hlossene Halbraum
Ha = {x ∈ Rn : aT x ≥ α},15



16und jeder dazu gehörende o�ene Halbraum
Ho = {x ∈ Rn : aT x > α};d) die Lösungsmenge eines linearen Glei
hungssystems Ax = b, mit A ∈

Rm×n und b ∈ Rm;e) jede abges
hlossene (und au
h jede o�ene) Kugel um einen gegebenenPunkt x0 ∈ Rn vom Radius α > 0

Bα(x0) = {x ∈ Rn : ‖x− x0‖ ≤ α}.Den Punkt z = λx1 + (1 − λ)x2 mit λ ∈ [0, 1] nennt man Konvexkombina-tion von x1 und x2. Bei dieser De�nition muss man si
h jedo
h ni
ht aufPunktepaare bes
hränken, man kann allgemein Konvexkombinationen von pPunkten betra
hten:De�nition 2.3 Gegeben seien Punkte x1, . . . , xp ∈ Rn und Zahlen
λ1, . . . , λp ∈ R+ mit der Eigens
haft ∑p

i=1 λi = 1. Dann heiÿt der Punkt
z = λ1x1 + . . . + λpxpeine Konvexkombination der Punkte x1, . . . , xp. Gilt zusätzli
h 0 < λi < 1 füralle λi, so heiÿt z e
hte Konvexkombination von x1, . . . , xp.Satz 2.4 Eine Menge C ⊂ Rn ist konvex genau dann, wenn für jede beliebigeZahl p ∈ N alle Konvexkombination von p Punkten x1, . . . , xp aus C wiederin C enthalten ist.Beweis. (=⇒): Angenommen, C ist konvex. Beweis mittels Induktion na
h

p:Für p = 1 ist die Aussage o�ensi
htli
h wahr. Nehmen wir nun an, dass siefür p > 1 wahr ist und betra
hten x1, . . . , xp+1 ∈ C, λ1, . . . , λp+1 ∈ R+ mit
∑p+1

i=1 λi = 1 und
x = λ1x1 + . . . + λpxp + λp+1xp+1.Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit können wir λp+1 6= 1 annehmen (sonstwäre bereits x = xp+1 ∈ C). Mit
z =

λ1

1− λp+1
x1 + . . . +

λp

1− λp+1
xp



17können wir x ausdrü
ken als
x = (1− λp+1)z + λp+1xp+1.Es gilt

λ1

1− λp+1

≥ 0, . . . ,
λp

1− λp+1

≥ 0 und p
∑

i=1

λi

1− λp+1

= 1,daher ist, laut Induktionsannahme, z ∈ C. Da C konvex ist, ist au
h x ∈ C.(⇐=): Ist umgekehrt jede Konvexkombination von p Punkten aus C wiederin C enthalten, dann gilt das insbesondere für p = 2. Daher ist C eine konvexeMenge na
h De�nition 2.1. 2Eine einfa
he und lei
ht zu beweisende geometris
he Eigens
haft konvexerMengen bes
hreibt der folgende Satz.Satz 2.5 Der Dur
hs
hnitt einer beliebigen Familie konvexer Mengen istwieder eine konvexe Menge.Beweis. Übung. 2Es ist lei
ht zu sehen, dass die Vereinigung konvexer Mengen im Allgemeinenni
ht konvex ist.Die Summe konvexer Mengen und deren skalare Vielfa
he sind konvexe Men-gen:Satz 2.6 Seien C und D konvexe Mengen im Rn und α ∈ R. Dann sind au
hdie Mengen
C +D := {x + y : x ∈ C, y ∈ D}sowie

αC := {αx : x ∈ C}konvex.Beweis. Übung. 2Betra
htet man eine ni
htkonvexe MengeM⊂ Rn, so lässt si
h diese �konve-xi�zieren�, indem man konvexe Obermengen vonM betra
htet. Der Dur
h-s
hnitt all dieser Mengen ist die kleinste konvexe Menge, dieM enthält:



18De�nition 2.7 Der Dur
hs
hnitt aller konvexen Mengen, dieM enthalten,heiÿt die konvexe Hülle vonM und wird mit 
onvM bezei
hnet.Der folgende Satz zeigt, dass die konvexe Hülle einer MengeM dasselbe istwie die Menge aller Konvexkombinationen von Punkten ausM.Satz 2.8 Die konvexe Hülle einer Menge M ist die Menge aller Konvex-kombinationen von Punkten ausM.Beweis. Übung. 2Jeder Punkt in 
onvM ist also die Konvexkombination von Punkten inM.Der folgende Satz sagt, dass man für diese Darstellung hö
hstens (n + 1)Punkte benötigt, wobei n die Dimension des Raumes ist.Satz 2.9 (Satz von Carathéodory) Die konvexe Hülle einer Menge
M⊂ Rn ist die Menge aller Konvexkombinationen von (n + 1)-elementigenTeilmengen vonM.Beweis. Sei x̄ ∈ 
onvM. Wegen Satz 2.8 bedeutet das: Es existieren
x1, . . . , xp ∈M so, dass

x̄ =

p
∑

i=1

λixi, mit p
∑

i=1

λi = 1, λi ≥ 0 ∀ i.Wenn bereits p ≤ n + 1 gilt, dann ist ni
hts mehr zu zeigen. Gilt p > n + 1,dann zeigen wir, dass man für die Darstellung von x auf einen der p Punkteverzi
hten kann:Betra
hten wir dazu die (p− 1) Vektoren yi = xi− xp (i = 1, . . . , p− 1). Für
p > n + 1 sind die yi linear abhängig, d.h. es existieren Zahlen α1, . . . , αp−1,die ni
ht alle vers
hwinden, so dass

p−1
∑

i=1

αiyi = 0.Anders gesagt,
p−1
∑

i=1

αi(xi − xp) = 0



19oder
p−1
∑

i=1

αixi +

(

−
p−1
∑

i=1

αi

)

xp = 0.Mit der De�nition αp =
(
−∑p−1

i=1 αi

) haben wir also
p
∑

i=1

αixi = 0,

p
∑

i=1

αi = 0.Wegen (α1, . . . , αp) 6= (0, . . . , 0) gibt es daher mindestens ein αi > 0.Sei nun i0 de�niert dur
h
λi0

αi0

= min

{
λi

αi

: αi > 0

}

.Dann gilt
λi −

λi0

αi0

αi ≥ 0 ∀ i, und p
∑

i=1

(

λi −
λi0

αi0

αi

)

= 1.Somit ist̄
x =

p
∑

i=1

λixi =

p
∑

i=1

(

λi −
λi0

αi0

αi

)

xi =

p
∑

i = 1

i 6= i0

(

λi −
λi0

αi0

αi

)

xieine Darstellung von x̄ als Konvexkombination von e
ht weniger als pPunkten ausM. 2

2.2 Extrempunkte und Extremri
htungenDe�nition 2.10 Sei C 6= ∅ eine konvexe Menge im Rn. Ein Punkt x heiÿtExtrempunkt von C, wenn er ni
ht als e
hte Konvexkombination von ver-s
hiedenen Punkten aus C dargestellt werden kann, d.h. wenn aus x =
λx1 + (1 − λ)x2 mit x1, x2 ∈ C und λ ∈ (0, 1) folgt: x = x1 = x2. Hat Cnur endli
h viele Extrempunkte, so nennt man diese au
h E
ken.
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Abbildung 2.1: Konvexe Menge zu Beispiel 2.12Beispiel 2.11 Betra
hte die konvexe Menge C = {(x, y) ∈ R2 : x2+y2 ≤ 1}.Die Menge ihrer Extrempunkte ist {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.Beispiel 2.12 Betra
hte die konvexe Menge aus Abbildung 2.1. Ihre fünfExtrempunkte sind die E
ken (0, 2), (1, 0), (5, 1), (4, 4) und (0.5, 6).Konvexe Mengen, die nur endli
h viele Extrempunkte besitzen, nennt manPolyeder bzw. Polytope. Sie spielen eine wi
htige Rolle in der linearen Opti-mierung und werden daher in einem eigenen Kapitel (Kapitel 3) ausführli
herbehandelt.In den obigen beiden Beispielen kann man zeigen, dass jeder Punkt der Mengeals Konvexkombination der Extrempunkte darstellbar ist. Tatsä
hli
h giltfolgender Satz, den wir ohne Beweis anführen:Satz 2.13 Sei C 6= ∅ eine kompakte konvexe Menge im Rn. Dann ist C diekonvexe Hülle ihrer Extrempunkte.Beweis. Siehe, z.B. Ro
kafellar [Ro70℄. 2



21Dieser Satz gilt jedo
h nur für kompakte konvexe Mengen. Bei unbes
hränk-ten konvexen Mengen genügen die Extrempunkte ni
ht mehr zur Darstellungder gesamten Menge, wie man am folgenden Beispiel sieht:Beispiel 2.14 Betra
hte die abges
hlossene konvexe Menge C = {(x, y) ∈
R2 : y ≥ |x|}. Der Ursprung ist der einzige Extrempunkt dieser Menge, dieMenge besteht aber ni
ht nur aus Konvexkombinationen dieses Extrempunk-tes.Um au
h unbes
hränkte konvexe Mengen bes
hreiben zu können, benötigtman den Begri� der Extremri
htung.De�nition 2.15 Sei C 6= ∅ eine abges
hlossene konvexe Menge im Rn. EinVektor d ∈ Rn, d 6= 0 heiÿt Ri
htung von C, wenn für jedes x ∈ C gilt:
x + αd ∈ C für jedes α > 0.Zwei Ri
htungen d1, d2 von C heiÿen vers
hieden, wenn d1 6= βd2 für alle
β > 0.Eine Ri
htung d von C heiÿt Extremri
htung, wenn d ni
ht darstellbar istals positive Linearkombination von zwei vers
hiedenen Ri
htungen; d.h. falls
d = β1d1 + β2d2 mit β1, β2 > 0, dann ist d1 = γd2 für ein γ > 0.Beispiel 2.16 (Fortsetzung von Beispiel 2.14.)Betra
hten wir no
hmals die Menge C = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ |x|}. Ri
htungen
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Abbildung 2.2: Konvexe Menge zu Beispiel 2.16



22von C sind jene Vektoren, die mit dem Vektor (0, 1)T einen Winkel ≤ 45◦eins
hlie´ÿen. Die Extremri
htungen sind genau die Vektoren d1 = (−1, 1)Tund d2 = (1, 1)T . Jede andere Ri
htung von C ist als Linearkombination von
d1 und d2 darstellbar.Mehr über Extrempunkte und Extremri
htungen gibt es im Kapitel 3.2.3 TrennungssätzeTrennungssätze bes
hreiben den ans
hauli
h einleu
htenden Sa
hverhalt,dass es mögli
h ist, zwis
hen zwei disjunkte konvexe Mengen C1 und C2 eineHyperebene zu legen, die die beiden Mengen �trennt�, d.h. die den Raum soin zwei Halbräume teilt, dass C1 in einem Halbraum liegt und C2 im anderen.Man unters
heidet dabei zwis
hen �Trennung� und �strikter Trennung�:De�nition 2.17 Seien M1 und M2 beliebige Mengen im Rn. Eine Hyper-ebene H trennt M1 und M2, wenn M1 und M2 in gegenüberliegenden ab-ges
hlossenen Halbräumen liegen, die von H erzeugt werden.Die Trennung heiÿt strikt, wenn das Entspre
hende für die von H erzeugteno�enen Halbräume gilt.Wir beweisen zunä
hst eine Proposition, die zum Beweis des strikten Tren-nungssatzes (Satz 2.19) benötigt wird.Proposition 2.18 Sei C eine ni
htleere, abges
hlossene, konvexe Menge im
Rn, wel
he den Ursprung ni
ht enthält. Dann existiert eine Hyperebene, die
C und den Ursprung strikt trennt.Beweis. Sei Bα eine abges
hlossene Kugel um den Ursprung,

Bα = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ α},so, dass C ∩ Bα 6= ∅. Dieser Dur
hs
hnitt ist eine kompakte Menge, dahernimmt die stetige Funktion ‖x‖ ihr Minimum über C ∩ Bα in einem Punkt
x̄ ∈ C ∩ Bα an. Wegen 0 /∈ C gilt ‖x‖ > 0 für jedes x ∈ C und somit au
h
‖x̄‖ > 0.Nun sei x ein beliebiger Punkt aus C. Da C konvex ist, gilt für jedes λ ∈ [0, 1]
(λx + (1− λ)x̄) ∈ C und

‖λx + (1− λ)x̄‖2 ≥ ‖x̄‖2,



23da x̄ minimalen Abstand von 0 hat. Anders gesagt,
(λx + (1− λ)x̄)T (λx + (1− λ)x̄) ≥ x̄T x̄ ∀ λ ∈ [0, 1],oder
λ2(x− x̄)T (x− x̄) + 2λx̄T (x− x̄) ≥ 0 ∀ λ ∈ [0, 1]. (2.1)Wir zeigen jetzt, dass x̄T (x − x̄) ≥ 0: Angenommen, es wäre x̄T (x − x̄) =

−ε < 0. Dann können wir λ ∈ (0, 1) so klein wählen, dass
2ε > λ(x− x̄)T (x− x̄) > 0.Dann würde folgen, dass

2λx̄T (x− x̄) < −λ2(x− x̄)T (x− x̄),ein Widerspru
h zu (2.1). Daher muss für jedes x ∈ C

x̄T (x− x̄) ≥ 0sein, das heiÿt
x̄T x ≥ x̄T x̄ > 0 ∀x ∈ C.Sei β = 1

2
x̄T x̄. Damit trennt die Hyperebene

H = {x ∈ Rn : x̄T x = β}strikt die Menge C und den Ursprung. 2Mit Hilfe dieser Proposition können wir den eigentli
hen Trennungssatz fürabges
hlossene Mengen beweisen.Satz 2.19 (Strikter Trennungssatz) Seien C1 und C2 zwei disjunkte,ni
htleere, abges
hlossene, konvexe Mengen im Rn, und sei C2 kompakt. Dannexistiert eine Hyperebene, die C1 und C2 strikt trennt.Beweis. Da C2 kompakt ist, ist die Menge C1 −C2 abges
hlossen und (na
hSatz 2.6) konvex. Da C1 und C2 disjunkt sind, ist der Ursprung ni
ht in C1−C2enthalten. Na
h Proposition 2.18 existiert also eine Hyperebene
HC1−C2

= {x ∈ Rn : x̄T x = α}



24die den Ursprung strikt von C1 − C2 trennt. Hierbei minimiert x̄ ∈ C1 − C2die Distanz von C1 − C2 zum Ursprung, und α = 1
2
x̄T x̄.Für jedes x ∈ C1 − C2 gilt

x̄T x > α > 0.Für alle u ∈ C1, v ∈ C2 ist x = u− v ∈ C1 − C2 und damit
x̄T (u− v) > α > 0.Daher

x̄T u > x̄T v + α > x̄T v ∀u ∈ C1, v ∈ C2.Es folgt, dass
inf
u∈C1

x̄T u ≥ sup
v∈C2

x̄T v + α > sup
v∈C2

x̄T v.Es existiert daher eine Zahl β so, dass
inf
u∈C1

x̄T u > β > sup
v∈C2

x̄T v.Damit trennt die Hyperebene {x ∈ Rn : x̄T x = β} strikt die Mengen C1 und
C2. 2Für strikte Trennbarkeit ist die Voraussetzung, dass eine der beiden Mengenkompakt ist, unverzi
htbar, wie man an folgendem Beispiel sieht:Beispiel 2.20 Sei C1 := {(x, y) ∈ R2 : y ≤ 0} und C2 := {(x, y) ∈ R2 :
y ≥ ex}. Die Mengen sind disjunkt, beide sind konvex und abges
hlossen,trotzdem ist keine strikte Trennung mögli
h.
C1 und C2 sind aber trennbar dur
h die Hyperebene H = {(x, y) ∈ R2 : y = 0}.In diesen beiden Sätzen war es wi
htig, dass die vorkommenden Mengen ab-ges
hlossen waren, deshalb war die strikte Trennung mögli
h. Verzi
htet manauf die Abges
hlossenheit der Mengen, so muss man au
h auf die Striktheitder Trennung verzi
hten. Dies bes
hreiben die folgende Proposition bzw. dernä
hste Satz.Proposition 2.21 Sei C eine ni
htleere, konvexe Menge im Rn, wel
he denUrsprung ni
ht enthält. Dann existiert eine Hyperebene, die C und den Ur-sprung trennt.



25Beweis. Für jedes x ∈ C sei
Y(x) = {y ∈ Rn : yTy = 1, yTx ≥ 0}.

Y(x) ist ni
htleer und abges
hlossen. Seien x1, . . . , xk endli
h viele Punkteaus C. Da C konvex ist, ist na
h Satz 2.4 die Menge aller x , die darstellbarsind als
x =

k∑

i=1

αixi mit k∑

i=1

αi = 1, αi ≥ 0eine konvexe Teilmenge von C. Sie ist auÿerdem abges
hlossen. Na
h Propo-sition 2.18 existiert daher ein ȳ 6= 0 so, dass
ȳTxi > 0 ∀ i = 1, . . . , k.O.B.d.A. nehmen wir ȳT ȳ = 1 an. Damit ist ȳ in jeder der Mengen Y(xi)enthalten, und daher

k⋂

i=1

Y(xi) 6= ∅.Die Mengen Y(x) sind kompakt, da sie abges
hlossene Teilmengen der kom-pakten Menge Y = {y ∈ Rn : yTy = 1} sind. Aus der endli
hen Dur
h-s
hnittseigens
haft1 folgt daher:
⋂

x∈C
Y(x) 6= ∅.Wähle nun ein beliebiges ŷ ∈ ⋂x∈C Y(x). Dann gilt ŷTx ≥ 0 für alle x ∈ C.Daher trennt die Hyperebene

{x ∈ Rn : ŷTx = 0}die Menge C und den Ursprung.Ein anderer, elementarer Beweis:Mit der Menge C ist au
h ihr Abs
hluss
C = C ∪ ∂C konvex.1Die endli
he Dur
hs
hnittseigens
haft ist ein topologis
her Begri� und besagt Folgen-des: Betra
hte eine kompakte Menge Y und ein System S von abges
hlossenen Teilmengenvon Y mit der Eigens
haft, dass der Dur
hs
hnitt von jeweils endli
h vielen Mengen aus
S ni
htleer ist. Dann ist au
h der Dur
hs
hnitt aller Mengen aus S ni
htleer.Na
hzulesen ist dies z.B. in H. Heuser: Lehrbu
h der Analysis, Teil 2 ([He03℄).



261. Fall: 0 /∈ CDann liefert Proposition 2.18 eine Hyperebene, die C und 0 strikt trennt, alsoerst re
ht C und 0 strikt trennt.2. Fall: 0 ∈ C, also 0 ∈ ∂C wegen 0 /∈ C.Wegen 0 ∈ ∂C existiert eine Folge (xk)k∈N mit xk /∈ C für alle k und
limk→∞ xk = 0.Na
h Satz 2.19 existieren Hyperebenen Hk = {x : aT

k x = αk}, die jeweils
C und xk strikt trennen. Hierbei können wir ohne Eins
hränkung ‖ak‖ = 1wählen. Es gilt also

aT
k x > αk > aT

k xk ∀x ∈ C.Wegen 0 ∈ C gilt insbesondere
0 = aT

k 0 > αk > aT
k xk → 0 für k →∞,wobei wir |aT

k xk| ≤ ‖ak‖‖xk‖ = ‖xk‖ → 0 benutzt haben. Es gilt also
lim
k→∞

αk = 0.Nun liegt (ak) im Kompaktum {y ∈ Rn : ‖y‖ = 1} und enthält daher einekonvergente Teilfolge (ak)k∈K ⊂ (ak), also
lim

k∈K→∞
ak = a, ‖a‖ = 1.Grenzübergang k ∈ K →∞ in

aT
k x > αk ∀x ∈ Cliefert nun

aT x = lim
k∈K→∞

aT
k x ≥ lim

k→∞
αk = 0 ∀x ∈ C.Damit trennt H = {x : aT x = 0} die Menge C von 0 und somit au
h C von

0. 2Wieder können wir mit dieser Proposition einen Trennungssatz für zwei Men-gen zeigen.Satz 2.22 Seien C1 und C2 zwei disjunkte, ni
htleere, konvexe Mengen im
Rn. Dann existiert eine Hyperebene, die C1 und C2 trennt.



27Beweis. Die Menge C1 − C2 erfüllt die Voraussetzungen von Proposition2.21. Daher existiert ein Vektor ŷ so, dass für alle x ∈ C1 − C2 gilt: ŷTx ≥ 0.Dies ist äquivalent dazu, dass aus u ∈ C1, v ∈ C2 folgt: ŷT (u− v) ≥ 0. Daherexistiert eine Zahl β so, dass
inf
u∈C1

ŷTu ≥ β ≥ sup
v∈C2

ŷT v.Die Hyperebene {x ∈ Rn : ŷTx = β} trennt daher die Mengen C1 und C2. 2

2.4 Stützeigens
haftenBisher haben wir eine konvexe Menge dur
h eine �innere� Eigens
haft be-s
hrieben, nämli
h dur
h Konvexkombinationen von ihren Elementen. Es gibteine zweite, äquivalente Bes
hreibung dur
h �äuÿere� Eigens
haften:De�nition 2.23 Sei C 6= ∅ eine abges
hlossene, konvexe Menge im Rn. EineHyperebene H = {x ∈ Rn : aT x = α} heiÿt Stützhyperebene von C, wenn
C ∩ H 6= ∅ und C ⊆ H+ oder C ⊆ H−,wobei

H+ = {x ∈ Rn : aT x ≥ α} und H− = {x ∈ Rn : aT x ≤ α}die beiden von H erzeugten abges
hlossenen Halbräume sind. H+ bzw. H−heiÿen dann Stützhalbraum von C. Für C ⊆ H+ heiÿt −a äuÿere Normale von
H, für C ⊆ H− heiÿt a äuÿere Normale.Satz 2.24 Sei C 6= ∅ eine kompakte, konvexe Menge und a ∈ Rn \{0}. Dannexistiert eine Stützhyperebene von C mit äuÿerer Normale a.Beweis. Da C 6= ∅ kompakt und die Funktion f : Rn → R, f(y) = aT ystetig ist, existiert α = maxy∈C aT y. Damit ist

H = {x ∈ Rn : aT x = α}die gesu
hte Stützhyperebene. 2



28Satz 2.25 Jede ni
htleere, abges
hlossene, konvexe Menge C im Rn istDur
hs
hnitt ihrer Stützhalbräume.Beweis. Bezei
hnen wir mit H+ einen Stützhalbraum, und mit ⋂H+ denDur
hs
hnitt aller Stützhalbräume. Da C ⊆ H+ für jeden Stützhalbraum,gilt
C ⊆

⋂

H+.Angenommen, C (
⋂H+, d.h. es existiert ein x̄ ∈ ⋂H+ \ C.Wegen Satz 2.19 existiert eine Hyperebene G = {x : aT x = α}, die C und

{x̄} trennt, d.h. C ⊆ G+ = {x : aT x ≥ α}, aber x̄ 6∈ G+. Mit α̃ = minx∈C aT xgilt α̃ ≥ α und H = {x : aT x = α̃} ist Stützhyperbene von C mit C ⊆ H+(Parallelvers
hiebung der Hyperbene G bis sie H berührt). Wegen x̄ 6∈ G+gilt jedo
h aT x̄ < α ≤ α̃, also au
h x̄ 6∈ H+. Somit gilt x̄ 6∈ ⋂H+, was imWiderspru
h zu x̄ ∈ ⋂H+ steht.Daher muss ⋂H+ \ C = ∅ sein, und somit ⋂H+ = C. 2

2.5 Konvexe FunktionenDe�nition 2.26 Sei C ⊂ Rn konvex. Eine Funktion f : C → R heiÿt konvex,wenn für alle x1, x2 ∈ C und λ ∈ [0, 1] gilt:
f
(

λx1 + (1− λ)x2

)

≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).Sie heiÿt strikt konvex, wenn für x1 6= x2 und λ ∈ (0, 1) die Unglei
hungstrikt ist. Die Funktion f heiÿt (strikt) konkav, wenn −f (strikt) konvex ist.Bemerkung 2.27 Äquivalent dazu ist folgende De�nition: f : C → R heiÿtkonvex, wenn für Punkte x1, . . . , xp ∈ C und λ1, . . . , λp ≥ 0 mit ∑p
i=1 λi = 1gilt:

f

(
p∑

i=1

λixi

)

≤
p∑

i=1

λif(xi).Übung: Zeigen Sie, dass diese beiden De�nitionen äquivalent sind.



29Ans
hauli
h bedeutet Konvexität einer Funktion, dass für je zwei Punkteauf dem Funktionsgraphen die Verbindungsstre
ke nirgends unterhalb derFunktion liegt (nirgends oberhalb bei einer konkaven Funktion).Lineare Funktionen cT x + γ sind o�ensi
htli
h konvex und konkav.
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Abbildung 2.3: Links: strikt konvexe Funktion; Re
hts: konvexe Funktion.
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Abbildung 2.4: Links: konkave Funktion; Re
hts: weder konvex no
h konkav.Es ist lei
ht, si
h folgende Eigens
haften zu überlegen:



30Satz 2.28 Sei C ⊂ Rn konvex, seien f1, f2 : C → R konvexe Funktionen undsei α > 0. Dann sind au
h αf1, f1 + f2 und max[f1, f2] konvex auf C.Beweis. Übung. 2Di�erenz, Produkt und Minimum konvexer Funktionen sind im Allgemeinenni
ht konvex.Zu jeder Funktion lassen si
h zwei sie 
harakterisierende Mengen de�nieren.Ist die Funktion konvex, sind diese Mengen ihrerseits konvex:De�nition 2.29 Sei C ⊂ Rn und f : C → R eine Funktion. Dann heiÿt dieMenge
E(f) = {(x, α) ∈ C × R : f(x) ≤ α}der Epigraph von f . Für β ∈ R heiÿt die Menge
L(f, β) = {x ∈ C : f(x) ≤ β}(untere) Niveaumenge von f zum Niveau β.Satz 2.30 Sei f : Rn → R. Dann gilt:(a) f ist konvex ⇐⇒ E(f) ist konvex.(b) f ist konvex =⇒ L(f, β) ist konvex für jedes β ∈ R.Die Umkehrung gilt ni
ht.Beweis. Übung. 2Funktionen, deren Niveaumengen L(f, β) für jedes β konvex sind, heiÿen qua-sikonvex. Jede konvexe Funktion ist also quasikonvex, aber ni
ht umgekehrt.Konvexe Funktionen sind (bis auf Randpunkte) stetig. Sie sind jedo
h ni
htnotwendigerweise di�erenzierbar, wie man lei
ht am Beispiel f(x) = |x| sieht.Satz 2.31 Sei C 6= ∅ eine konvexe Menge im Rn, und sei f : C → R konvex.Dann ist f im Inneren von C stetig.Beweis. siehe Ro
kafellar [Ro70℄. 2



312.6 Di�erenzierbare konvexe FunktionenHier bes
häftigen wir uns mit zwei 
harakteristis
hen Eigens
haften für dif-ferenzierbare konvexe Funktionen.Satz 2.32 Sei f : Rn → R, f ∈ C1.(a) f ist genau dann konvex über der konvexen Menge C ⊆ Rn, wenn für alle
x1, x2 ∈ C gilt:

f(x2) ≥ f(x1) + (x2 − x1)
T∇f(x1). (2.2)(b) f ist strikt konvex ⇐⇒ (2.2) gilt strikt für alle x1 6= x2 ∈ C.Beweis. (a, ⇐=): Es gelte (2.2) für alle x1, x2 ∈ C. Wählen wir zweibeliebige Punkte x, y ∈ C und λ ∈ (0, 1). Wegen der Konvexität von C istdann au
h

z = λx + (1− λ)y (2.3)in C. Wegen (2.2) gilt für x, z ∈ C
f(x) ≥ f(z) + (x− z)T∇f(z), (2.4)und aus demselben Grund gilt
f(y) ≥ f(z) + (y − z)T∇f(z). (2.5)Multiplizieren wir nun (2.4) mit λ und (2.5) mit (1 − λ), und addieren diebeiden Unglei
hungen, so erhalten wir

λf(x) + (1− λ)f(y) ≥ f(z) + [λ(x− z) + (1− λ)(y − z)]T∇f(z).Wegen (2.3) vers
hwindet die e
kige Klammer, und die Konvexität von f istgezeigt.(a, =⇒): Sei f konvex. Wir wählen x, y ∈ C und de�nieren die Hilfsfunktion
h : R→ R als

h(λ) = (1− λ)f(x) + λf(y)− f
(

(1− λ)x + λy
)

.Wegen der Konvexität von f gilt für x 6= y und 0 < λ < 1, dass h(λ) ≥ 0.Ausserdem ist h(0) = 0. Daher gilt für die Ableitung von h and der Stelle
λ = 0:

dh

dλ

∣
∣
∣
∣
λ=0

= −f(x) + f(y)− (y − x)T∇f(x) ≥ 0,



32und damit gilt au
h (2.2).(b): analog, nur jeweils ≥ dur
h > ersetzen. 2Ist eine Funktion zwei mal stetig di�erenzierbar, so lässt si
h mit Hilfe derHesse�Matrix feststellen, ob sie konvex ist oder ni
ht:Satz 2.33 Sei f : Rn → R, f ∈ C2. f ist genau dann konvex, wenn dieHesse�Matrix ∇2f(x) für alle x ∈ Rn positiv semide�nit ist.Beweis. (⇐=): Die Hesse�Matrix ∇2f(x) sei überall positiv semide�nit.Na
h dem Satz von Taylor gilt für alle x, y ∈ Rn

f(y) = f(x) + (y − x)T∇f(x) + 1
2
(y − x)T∇2f

(

x + t(y − x)
)

(y − x) (2.6)wobei t eine reelle Zahl ist, 0 ≤ t ≤ 1. Da ∇2f(x) überall positiv semide�nitist, ist der letzte Summand in (2.6) ni
htnegativ, daher
f(y) ≥ f(x) + (y − x)T∇f(x). (2.7)Aus Satz 2.32 folgt nun, dass f konvex ist.(=⇒): f sei konvex über dem Rn. Angenommen, es existiert ein x ∈ Rn, indem die Hesse�Matrix ni
ht positiv semide�nit ist. Dann muss es ein y ∈ Rngeben, so dass
(y − x)T∇2f(x)(y − x) < 0.Wegen der Stetigkeit von ∇2f kann y so gewählt werden, dass für alle reellen

t mit 0 ≤ t ≤ 1

(y − x)T∇2f
(

x + t(y − x)
)

(y − x) < 0ist. Mit (2.6) folgt, dass für diese x, y (2.7) ni
ht gilt. Na
h Satz 2.32 kann falso ni
ht konvex über Rn sein. 2Zusatz: Man kann dur
h eine lei
hte Modi�kation des ersten Teils des Be-weises zeigen, dass zudem gilt
∇2f(x) pos. de�nit ∀x ∈ Rn =⇒ f : Rn → R strikt konvex.A
htung: Die Umkehrung gilt im Allgemeinen ni
ht, wie das Beispiel f(x) =

x4 zeigt.



33Beispiel 2.34 Betra
hten wir eine quadratis
he Funktion f(x) = α + cT x +
1
2
xT Qx mit Q ∈ Rn×nsymmetrisch, c ∈ Rn und α ∈ R. Ihre Hesse-Matrixist

∇2f(x) = Q.Daher:
f ist konvex ⇐⇒ Q ist positiv semide�nit.
f ist konkav ⇐⇒ Q ist negativ semide�nit.Zudem gelten bei quadratis
hen Funktionen au
h die Äquivalenzen
f ist strikt konvex ⇐⇒ Q ist positiv de�nit.
f ist strikt konkav ⇐⇒ Q ist negativ de�nit.Es gibt aber au
h quadratis
he Funktionen von Rn na
h R (wenn n ≥ 2),die weder konvex no
h konkav sind, zum Beispiel die Funktion f(x1, x2) =

x2
1 + x2

2 − 4x1x2. Deren Hesse-Matrix ist
∇2f(x) =

(
2 −4
−4 2

)

,die die Eigenwerte −2 und 6 hat und daher inde�nit ist.
2.7 Optimalitätsresultate für konvexe Optimie-rungsproblemeSatz 2.35 Sei C ⊆ Rn eine konvexe Menge und f : C → R eine konvexeFunktion. Dann ist jedes lokale Minimum von f über C bereits ein globalesMinimum.Beweis. Sei x̄ ∈ C ein lokaler Minimalpunkt. Angenommen, es existiert einPunkt x∗ ∈ C mit f(x∗) < f(x̄). Aus der Konvexität von f folgt, dass

f(x̄ + λ(x∗ − x̄)) ≤ λf(x∗) + (1− λ)f(x̄) < f(x̄)für alle λ ∈ (0, 1). Dies widerspri
ht jedo
h der lokalen Optimalität von x̄,da ein λ̄ > 0 existieren muss, so dass f(x̄+λ(x∗−x̄)) ≥ f(x̄) für 0 < λ < λ̄. 2



34Satz 2.36 Sei f : Rn → R eine konvexe Funktion, C ⊆ Rn eine konvexeMenge. Dann ist Argmin(f, C), d.h. die Menge der Punkte, wo f ihr Mini-mum über C annimmt, konvex.Beweis. Übung. 2Korollar 2.37 Sei f : Rn → R eine strikt konvexe Funktion, C ⊆ Rn einekonvexe Menge. Wenn das Minimum von f über C angenommen wird, dannin einem eindeutigen Punkt.Beweis. Angenommen, das Minimum wird an zwei vers
hiedenen Punkten
x1, x2 ∈ C angenommen, und sei ᾱ = f(x1) = f(x2). Aus Satz 2.36 folgt, dass
f(λx1 + (1 − λ)x2) = ᾱ für alle λ ∈ (0, 1). Das ist jedo
h ein Widerspru
hzur strikten Konvexität von f . 2Der nä
hste Satz gibt Auskunft darüber, wie das Minimum einer di�eren-zierbaren konvexen Funktion über dem Rn (wenn also keine eins
hränkendenNebenbedingungen erfüllt werden müssen) gefunden werden kann:Satz 2.38 Sei f : Rn → R eine di�erenzierbare konvexe Funktion. Dannist x̄ ∈ Rn ein globaler Minimalpunkt von f über Rn genau dann, wenn
∇f(x̄) = 0.Beweis. Ist x̄ ∈ Rn ein globaler Minimalpunkt von f dann ist bekanntli
h
∇f(x̄) = 0 (au
h wenn f ni
ht konvex ist!).(Zur Erinnerung: In einem lokalen Minimum x̄ gilt für alle v ∈ Rn

0 ≤ lim
tց0

f(x̄ + tv)− f(x̄)

t
= ∇f(x̄)T v,also ∇f(x̄)T v ≥ 0 für alle v und somit ∇f(x̄) = 0.)Sei nun umgekehrt ∇f(x̄) = 0 und zudem f konvex. Aus Satz 2.32 folgt,dass

f(x)− f(x̄) ≥ (x− x̄)T∇f(x̄) = 0 ∀ x ∈ Rn,und somit
f(x)− f(x̄) ≥ 0 ∀ x ∈ Rn.



35Daher ist x̄ ein globaler Minimalpunkt von f über Rn. 2Entspre
hende Resultate gelten ni
ht für das Maximum einer konvexen Funk-tion, wie man an Abbildung 2.5 sieht.
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Abbildung 2.5: Lokales und globales Maximum einer konvexen Funktion.In diesem Beispiel wird das Maximum in einem Randpunkt, genauer: in einemExtrempunkt angenommen. Dies gilt immer, wie der nä
hste Satz zeigt.Satz 2.39 Sei f : Rn → R eine konvexe Funktion, C ⊆ Rn eine kompaktekonvexe Menge. Dann nimmt f ihr Maximum über C in einem Extrempunktan.Beweis. Sei x ein beliebiger Punkt aus C und E die Menge der Extrempunktevon C. Na
h Satz 2.13 kann x als Konvexkombination von Punkten aus Edargestellt werden, na
h Satz 2.9 sind dazu hö
hstens (n + 1) sol
he Punktenotwendig. Es existieren also v0, v1, . . . , vn ∈ E und λ0, λ1, . . . , λn ≥ 0 mit
∑n

i=0 λi = 1, so dass
x =

n∑

i=0

λivi.



36Aus der Konvexität von f folgt die Abs
hätzung
f(x) = f

(
n∑

i=0

λivi

)

≤
n∑

i=0

λif(vi)

≤
n∑

i=0

λi max{f(vi) : i = 0, . . . , n}

= max{f(vi) : i = 0, . . . , n}
n∑

i=0

λi

= max{f(vi) : i = 0, . . . , n}.Zu einem beliebigen Punkt gibt es also immer einen Extrempunkt mitgröÿerem Funktionswert. Das Maximum von f über C wird also in einemExtrempunkt angenommen. 2Korollar 2.40 Eine lineare Funktion nimmt sowohl ihr Maximum als au
hihr Minimum über einer kompakten konvexen Menge in einem Extrempunktan.Beweis. Da eine lineare Funktion konvex ist, folgt die Aussage über dasMaximum direkt aus dem vorigen Satz 2.39.Für das Minimierungsproblem verwenden wir die Beziehung
min{f(x) : x ∈ C } = −max{−f(x) : x ∈ C}.Da mit f au
h −f linear und damit konvex ist, folgt au
h diese Aussage ausSatz 2.39. 2Satz 2.41 SeiM⊂ Rn kompakt, und sei f : Rn → R konvex. Dann gilt:

max{f(x) : x ∈M} = max{f(x) : x ∈ 
onvM}.Beweis. Übung. 2



Kapitel 3Polytope und PolyederJede konvexe Menge ist also Dur
hs
hnitt von Halbräumen. Es ist klar, dassman für diese Darstellung im Allgemeinen unendli
h viele Halbräume benö-tigt. Sol
he Mengen, die dur
h endli
h viele Halbräume dargestellt werdenkönnen, verdienen deshalb spezielle Betra
htung:De�nition 3.1 Eine Menge P ⊆ Rn heiÿt Polyeder, wenn sie der Dur
h-s
hnitt endli
h vieler abges
hlossener Halbräume ist. Ein Polyeder heiÿt Po-lytop, wenn es bes
hränkt ist.Bemerkung 3.2 Jedes Polyeder ist konvex (weil Dur
hs
hnitt endli
h vielerHalbräume, die ja konvexe Mengen sind).Bemerkung 3.3 Jedes Polyeder lässt si
h in der Form
P = P(A, b) = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}s
hreiben mit A ∈ Rm×n, b ∈ Rm.Beispiel 3.4 Betra
hten wir das Polyeder, das von folgenden fünf Halbräu-men erzeugt wird:

(1) 2x1 ≤ 5
(2) − 2x2 ≤ 1
(3) −x1 − x2 ≤ −1
(4) 2x1 + 9x2 ≤ 23
(5) 6x1 − 2x2 ≤ 13Wie man sieht (Abb. 3.1), ist diese Menge bes
hränkt; das Polyeder ist alsoein Polytop. Es hat die E
ken: (−2, 3); (1.5,−0.5); (2,−0.5); (2.5, 1) und

(2.5, 2). 37
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Abbildung 3.1: Das Polyeder aus Beispiel 3.4.Das obige System (1)�(5) lässt si
h au
h in Matrixs
hreibweise als
Ax ≤ bs
hreiben, wobei

A =









2 0
0 −2
−1 −1

2 9
6 −2









, b =









5
1
−1
23
13









.

Ax ≤ b wird au
h de�nierendes System des Polyeders genannt. Dabei sind Aund b ni
ht eindeutig bestimmt.Die zulässigen Mengen linearer Probleme treten ni
ht immer in der Form
Ax ≤ b auf. Häu�g gibt es Glei
hungen oder Vorzei
henbes
hränkungen aufVariablen.Allgemein gilt:



39Bemerkung 3.5 Die Lösungsmenge des Systems
Bx + Cy = c
Dx + Ey ≤ d

x ≥ 0
x ∈ Rp

y ∈ Rq

(3.1)ist ein Polyeder.Beweis. Setze n = p + q und
A =







B C
−B −C

D E
−I 0







und b =







c
−c

d
0







.Dann ist P(A, b) die Lösungsmenge des Systems (3.1). 2Ein spezieller Polyedertyp wird uns häu�g begegnen, insbesondere bei derEntwi
klung von Lösungsverfahren für lineare Probleme. Hierzu führen wirdie folgende Bezei
hnung ein:
P=(A, b) = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}.Bea
hte no
hmals, dass Polyeder unters
hiedli
he Darstellungsformen habenkönnen. Wir werden im Rahmen dieser Vorlesung Sätze über Polyeder be-weisen, die darstellungsabhängig sind bzw. si
h in der einen oder anderenDarstellung lei
hter beweisen lassen bzw. einsi
htiger sind. Wir werden dieSätze dann nur für eine Darstellungsform beweisen und geben na
hfolgendTransformationen an, wie man von einer Darstellung in eine andere kommt.Bemerkung 3.6 Transformationen.Regel I: Einführung von S
hlupfvariablen.Gegeben seien a ∈ Rn, α ∈ R. Wir s
hreiben
aT x ≤ α als aT x + y = α, y ≥ 0.

y ∈ R heiÿt S
hlupfvariable.



40Regel II: Einführung von vorzei
henbes
hränkten Variablen.Eine ni
ht vorzei
henbes
hränkte Variable x ∈ R können wir au
hs
hreiben als x = x+ − x− mit x+, x− ≥ 0.Damit kann ein Polyeder P(A, b) jederzeit in ein Polyeder P=(D, d) überführtwerden. Wir bezei
hnen zwei Polyeder, die mit obigen Regeln ineinandertransformiert werden können, als äquivalent.Bevor wir uns der Dimension und den Seiten�ä
hen von Polyedern widmen,betra
hten wir no
h einen speziellen Polyedertyp, der uns häu�g begegnenwird.De�nition 3.7 Eine Menge K ⊆ Rn heiÿt Kegel, wenn für jedes x ∈ K und
α ≥ 0 gilt: αx ∈ K. Ein Kegel K ⊆ Rn heiÿt polyedris
h, wenn K ein Polyederist.Bemerkung 3.8 Ein ni
htleerer Kegel K ⊆ Rn ist genau dann polyedris
h,wenn es eine Matrix A gibt mit

K = P(A, 0).Beweis.(⇐=): Ist K = P(A, 0), so ist K ein ni
htleeres Polyeder und o�ensi
htli
hau
h ein Kegel.(=⇒): Hier verwenden wir die Bezei
hnung Ai· für die i-te Zeile von A.Sei K ein ni
htleerer polyedris
her Kegel. Dann existiert eine Matrix A undein Vektor b mit K = P(A, b). Da 0 ∈ K gilt, folgt b ≥ 0.Angenommen, es existiert ein x̄ ∈ K mit Ax̄ 6≤ 0, d.h. es existiert eine Zeile
Ai· von A mit t = Ai·x̄ > 0. Da K ein Kegel ist, gilt λx̄ ∈ K ∀λ ≥ 0. Alsogilt Ai·λx̄ = λt ≤ bi für alle λ ≥ 0, was wegen t > 0 auf einen Widerspru
hführt. Also erfüllen alle x ∈ K au
h Ax ≤ 0. Wegen b ≥ 0 folgt daraus nun
K = P(A, 0). 2

3.1 Seiten�ä
hen von PolyedernDe�nition 3.9 Es seienM⊆ Rn, a ∈ Rn, α ∈ R. Die Unglei
hung aT x ≤ αheiÿt gültig bezügli
hM, falls
M⊆ {x ∈ Rn : aT x ≤ α}.



41Man bea
hte, dass a = 0 in De�nition 3.9 zugelassen ist.De�nition 3.10 Sei P ⊆ Rn ein Polyeder. Eine Menge F ⊆ P heiÿt Sei-ten�ä
he von P, wenn es eine bezügli
h P gültige Unglei
hung dT x ≤ δ gibtmit
F = P ∩ {x ∈ Rn : dTx = δ}.Eine Seiten�ä
he heiÿt e
ht, wenn F 6= P gilt. F heiÿt ni
httrivial, wenn

∅ 6= F 6= P gilt. Ist dT x ≤ δ gültig für P, dann heiÿt P ∩{x ∈ Rn : dT x = δ}die von dTx ≤ δ induzierte Seiten�ä
he.Bea
hte wiederum, dass d = 0 in De�nition 3.10 zugelassen ist.Beispiel 3.11 Sei P(A, b) gegeben dur
h
A =







1 1
1 0
−1 0

0 −1







und b =







2
1
0
0







,vgl. Abbildung 3.2.
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Abbildung 3.2: Gra�s
he Darstellung zu Beispiel 3.11



42Das Geradenstü
k zwis
hen den Punkten (1
1

) und (0
2

) de�niert eine Seiten-�ä
he F von P, denn F = P ∩ {x ∈ R2 : x1 + x2 = 2} ist dur
h dieUnglei
hung x1 + x2 ≤ 2 induziert. Ebenso ist die Menge bestehend aus demPunkt G = (1, 1)T eine Seiten�ä
he von P, denn
G = P ∩{x : 2x1 +x2 = 3} und 2x1 +x2 ≤ 3 ist gültige Unglei
hung,oder au
h:
G = P ∩{x : 3x1 +x2 = 4} und 3x1 +x2 ≤ 4 ist gültige Unglei
hung.Daraus folgt, dass eine Seiten�ä
he dur
h völlig unters
hiedli
he Unglei
hun-gen induziert werden kann.Bemerkung 3.12 Sei P ⊆ Rn ein Polyeder. Dann gilt:(a) P ist eine Seiten�ä
he von si
h selbst.(b) ∅ ist eine Seiten�ä
he von P.(
) Ist F = {x : dT x = δ} ∩ P eine ni
httriviale Seiten�ä
he von P, danngilt d 6= 0.Beweis.(a) P = P ∩ {x ∈ Rn : 0T x = 0},(b) Sei δ > 0 beliebig. 0T x ≤ δ ist eine gültige Unglei
hung für P und esgilt ∅ = P ∩ {x ∈ Rn : 0Tx = δ}.(
) Ist klar, da für d = 0 nur der Fall δ ≥ 0 eine gültige Unglei
hung

dTx ≤ δ liefert und somit einer der beiden ersten Fälle eintritt.
2Satz 3.13 Sei P = P(A, b) 6= ∅ ein Polyeder und c ∈ Rn. Betra
hte daslineare Optimierungsproblem

max{cT x : x ∈ P}.Sei O die Lösungsmenge und im Fall O 6= ∅ bezei
hne z̄ = max{cT x : x ∈ P}den Optimalwert. Dann gilt:



43(a) Ist O 6= ∅, dann ist O = {x ∈ P : cT x = z̄} eine ni
htleere Seiten�ä
hevon P und {x ∈ Rn : cT x = z̄} ist eine Stützhyperebene von P, falls
c 6= 0.(b) Die Menge der Optimallösungen des linearen Problems max{cT x : x ∈
P} ist eine Seiten�ä
he des dur
h die Nebenbedingungen de�niertenPolyeders.Beweis.(a): Sei O 6= ∅. Na
h De�nition von z̄ ist cT x ≤ z̄ für alle x ∈ P cT x ≤ z̄ist also gültig für P. Ferner gilt O = {x ∈ P : cT x = z̄}, somit ist
O 6= ∅ na
h De�nition eine ni
htleere Seiten�ä
he von P. Zudem folgtunmittelbar, dass die Menge {x : cT x = z̄} eine Stützhyperebene ist,falls c 6= 0.(b): Im Fall O = ∅ ist dies trivial und andernfalls ist (b) nur eine Umfor-mulierung von (a).

2Notation: Zu einer Matrix A ∈ Rm,n mit Zeilenindexmenge M bezei
hne
Ai·, i ∈M , Zeile i von A. Für I ⊂M bezei
hne AI· die aus den Zeilen i ∈ Igebildete Teilmatrix.De�nition 3.14 Sei P = P(A, b) ⊆ Rn ein Polyeder und M die Zeilenin-dexmenge von A. Für F ⊆ P seieq(F) = {i ∈M : Ai·x = bi ∀x ∈ F} ,d.h. eq(F) ist die Menge der für alle x ∈ F bindenden Restriktionen (engl.:equality set). Für I ⊆M bezei
hnefa(I) = {x ∈ P : AI·x = bI} .die von I induzierte Seiten�ä
he (engl. indu
ed fa
e).fa(I) ist tatsä
hli
h eine Seiten�ä
he von P = P(A, b), denn mit

cT =
∑

i∈I

Ai· und γ =
∑

i∈I

bi



44ist cT x ≤ γ gültig und fa(I) = {x ∈ P : cT x = γ}.Betra
hte no
hmals Beispiel 3.11, so gilt mit M = {1, 2, 3, 4}fa({1, 2}) = G und eq({(0

2

)})

= {1, 3}.De�nition 3.15 Sei P 6= ∅ ein Polyeder im Rn. Die Dimension dim(P) von
P ist de�niert dur
h
dim(P) = max{d ∈ N0 : ∃x0, . . . , xd ∈ Pmit x1 − x0, x2 − x0, . . . , xd − x0 linear unabhängig},mit anderen Worten

dim(P) = dim(a� (P)).Hierbei ist a� (P) die a�ne Hülle der Menge P, also der kleinste a�ne Raum,der P enthält.
P heiÿt volldimensional, wenn dim(P) = n gilt.3.2 E
ken, Fa
etten, RedundanzDe�nition 3.16 Im Folgenden sei Ax ≤ b ein Unglei
hungssystem und Msei die Zeilenindexmenge von A.(a) Sei I ⊆ M , dann heiÿt das System AI· x ≤ bI unwesentli
h oder redun-dant bezügli
h Ax ≤ b, falls gilt

P(A, b) = P(AM\I·, bM\I).(b) Enthält Ax ≤ b ein unwesentli
hes Teilsystem AI· x ≤ bI , dann heiÿt
Ax ≤ b redundant, andernfalls irredundant.(
) Eine Unglei
hung Ai· x ≤ bi heiÿt wesentli
h oder ni
ht redundant be-zügli
h Ax ≤ b, falls gilt

P(A, b) 6= P(AM\{i}·, bM\{i}).(d) Eine Unglei
hung Ai· x ≤ bi heiÿt implizite Glei
hung bezügli
h Ax ≤ b,falls i ∈ eq(P(A, b)).



45(e) Ein System Ax ≤ a, Bx = b heiÿt irredundant, wenn Ax ≤ a keineunwesentli
he Unglei
hung bezügli
h des Systems
Ax ≤ a, Bx ≤ b, −Bx ≤ −benthält und B vollen Zeilenrang hat.(f) Eine ni
httriviale Seiten�ä
he F von P(A, b) heiÿt Fa
ette von P(A, b),falls F in keiner anderen e
hten Seiten�ä
he von P(A, b) enthalten ist.Beispiel 3.17 Betra
hte P(A, b) mit

A =









0 1
0 −1
−1 0

1 1
1 0









und b =









1
−1

0
2
1









.Es gilt:
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Abbildung 3.3: Gra�s
he Darstellung zu Beispiel 3.17.
• Die zu {4} gehörende Unglei
hung A{4}· x ≤ b{4} ist unwesentli
h. Wirs
hreiben in diesem Beispiel für diesen Fall kurz: {(4)} ist unwesentli
h.
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• {(5)} ist unwesentli
h, aber ni
ht {(4), (5)}.
• {(1)}, {(2)}, und {(3)} sind wesentli
h.
• F =

{(
0
1

)} ist eine Fa
ette.
• Das System x2 = 1,

(−1 0
1 1

)
x ≤

(
0
1

) ist irredundant.De�nition 3.18 Sei P ⊆ Rn ein Polyeder. Eine nulldimensionale (also ein-punktige) Seiten�ä
he von P heiÿt E
ke.Wir zeigen nun unter anderem, dass E
ken genau die Extrempunkte vonPolyedern sind.Satz 3.19 Sei P = P(A, b) = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} ⊆ Rn ein Polyeder und
x ∈ P. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:(1) x ist eine E
ke von P.(2) {x} ist eine nulldimensionale Seiten�ä
he von P.(3) x ist keine e
hte Konvexkombination von Elementen von P, d.h. für

y, z ∈ P, y 6= z, 0 < λ < 1 gilt x 6= λy + (1− λ)z.(4) rang (Aeq({x})·) = n.(5) Es existiert ein c ∈ Rn \ {0}, so dass x die eindeutig bestimmte Opti-mallösung des linearen Problems max{cT y : y ∈ P} ist.Beweis. Die Äquivalenz der Aussagen (1) und (2) ist gerade die De�ni-tion einer E
ke. Der Ringbeweis besteht aus den Teilen (1)⇒(5), (5)⇒(3),(3)⇒(4) und (4)⇒(2).(1)=⇒(5): Na
h De�nition ist x eine Seiten�ä
he, also existiert eine bezüg-li
h P gültige Unglei
hung cT x ≤ γ, so dass {y ∈ P : cT y = γ} = {x}.Folgli
h ist x die eindeutig bestimmte Optimallösung von max{cT y :
y ∈ P}. Ist P 6= {x}, so ist c 6= 0, andernfalls kann c 6= 0 gewähltwerden.



47(5)=⇒(3): Sei x die eindeutige Optimallösung von max{cT u : u ∈ P} mitWert γ. Gilt x = λy + (1 − λ)z für y, z ∈ P, y 6= z, 0 < λ < 1, dannfolgt
γ = cT x = cT (λy + (1− λ)z)

= λcT y + (1− λ)cT z

≤ λγ + (1− λ)γ = γ.Daraus folgt nun cT y = γ = cT z und dies ist ein Widerspru
h zurEindeutigkeit von x.(3)=⇒(4): Gilt (4) ni
ht, dann existiert v 6= 0 mitAeq({x})·v = 0. Für kleines
t > 0 gilt dann

A(x± tv) ≤ b,denn die bindenden Nebenbedingungen bleiben aktiv, die inaktivenNebenbedingungen bleiben für t > 0 klein inaktiv. Mit y = x − tv,
z = x+ tv gilt dann y, z ∈ P und x = 1

2
y + 1

2
z. Also gilt au
h (3) ni
ht.(4)=⇒(2): Wir wissen, dass fa(eq({x})) eine Seiten�ä
he ist und wegenrang (Aeq({x})·) = n giltfa(eq({x})) = {y ∈ P : Aeq({x})·y = beq({x})} = {x}.Also ist {x} eine Seiten�ä
he und ihre Dimension ist o�ensi
htli
h 0.

2Für Polyeder der Form P=(A, b) gibt es ebenfalls eine Charakterisierung derE
ken. Dazu sei für x ∈ Rnsupp (x) = {i ∈ {1, 2, . . . , n} : xi 6= 0}der Träger (engl.: support) von x.Satz 3.20 Für x ∈ P=(A, b) = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} ⊆ Rn sindfolgende Aussagen äquivalent:(1) x ist eine E
ke von P=(A, b).



48(2) rang (A·supp (x)) =
∣
∣supp (x)

∣
∣.(3) Die Spaltenvektoren A·j, j ∈ supp (x), sind linear unabhängig.Beweis. Übung. 2De�nition 3.21 Sei P ⊆ Rn ein Polyeder. Eine eindimensionale Seiten-�ä
he von P heiÿt Kante. Ist F eine Kante und gibt es ein x ∈ Rn und

0 6= z ∈ Rn mit
{
F = {x}+ lin ({z})
F = {x}+ 
one ({z})

}

, so heiÿt F { ExtremallinieExtremalstrahl } .Dabei ist lin ({z}) die lineare Hülle von {z} und 
one ({z}) := {αz : α ≥ 0}die konis
he Hülle von {z}.Kanten sind also entweder Extremallinien, Extremalstrahlen oder Verbin-dungsstre
ken zweier E
ken. Sind zwei E
ken x, y ∈ P dur
h eine Kanteverbunden, so nennt man x und y adjazent auf P.3.3 Dimensionsformel und Darstellung von Sei-ten�ä
henUm Re
henformeln für die Dimension von Polyedern beweisen zu können, istder Begri� von inneren Punkten nützli
h.De�nition 3.22 Ein Element x eines Polyeders P heiÿt innerer Punkt von
P, falls x in keiner e
hten Seiten�ä
he von P enthalten ist.Bea
hte: Innere Punkte von Polyedern sind ni
ht notwendigerweise innerePunkte im Sinne der natürli
hen Topologie. Sie sind ledigli
h innere Punkteim Sinne der Relativtopologie auf P.Satz 3.23 Zu jedem ni
htleeren Polyeder P = P(A, b) existiert ein Punkt
x̄ ∈ P mit

Aeq(P)·x̄ = beq(P), AM\eq(P)·x̄ < bM\eq(P),



49wobei M die Zeilenindexmenge von A bezei
hne (im Fall M \ eq(P) = ∅entfällt die Unglei
hung). Jeder sol
he Punkt ist innerer Punkt von P.Insbesondere besitzt jedes ni
htleere Polyeder innere Punkte und es gilt
dim(P) = n− rang (Aeq(P)·) = dim(Kern (Aeq(P)·)).Beweis. Sei I = eq(P) und J = M \ I. Wir zeigen zunä
hst die Existenzvon x̄ ∈ P mit

AI·x̄ = bI , AJ ·x̄ < bJ .Gilt I = M , dann ist
P = {x : Ax = b} = {x : AI·x = bI}, J = ∅.Wegen P 6= ∅ existiert also ein x̄ ∈ P mit AI x̄ = bI , es ist sogar jedes x̄ ∈ Pgeeignet.Gilt I 6= M , dann ist das System Ax ≤ b äquivalent zu

AI· x = bI

AJ · x ≤ bJ .Zu jedem j ∈ J existiert wegen j /∈ eq(P) ein xj ∈ P mit Aj· xj < bj . Da Pkonvex ist, liegt die Konvexkombination
x̄ =

1

|J |
∑

i∈J

xiwieder in P, erfüllt also insbesondere AI·x̄ = bI . Zudem gilt für alle j ∈ J

Aj·x̄ = Aj·

(

1

|J |
∑

i∈J

xi

)

=
1

|J |
∑

i∈J

Aj·xi <
1

|J |
∑

j∈J

bj = bj .Also ist x̄ ∈ P mit AI· x̄ = bI und AJ · x̄ < bJ .Jedes sol
he x̄ ist ein innerer Punkt: Sei F = {x ∈ P : dTx = δ} einebeliebige Seiten�ä
he mit x̄ ∈ F . Wir müssen zeigen, dass F = P gilt.Wegen
AI· x̄ = bI , AJ · x̄ < bJ(die Unglei
hung entfällt für J = ∅) �nden wir ǫ > 0 mit

AI· (x̄ + y) = bI , AJ · (x̄ + y) < bJ ∀ y ∈ Kern (AI·), ‖y‖ ≤ ǫ.



50Damit gilt
{x̄ + y : y ∈ Kern (AI·), ‖y‖ ≤ ǫ} ⊂ P ⊂ {x : dTx ≤ δ}und folgli
h

dT (x̄ + y) = δ + dT y ≤ δ ∀ y ∈ Kern (AI·), ‖y‖ ≤ ǫ.Dies erzwingt dT y = 0 für alle y ∈ Kern (AI·) und somit gilt
dT (x̄ + y) = δ ∀ y ∈ Kern (AI·).Somit folgt

P ⊂ {x : AI·x = bI} = {x̄ + y : y ∈ Kern (AI·)} ⊂ {x : dT x = δ}und dies zeigt F = P.Zur Dimensionsformel: Wir haben gezeigt, dass gilt
{x̄ + y : y ∈ Kern (AI·), ‖y‖ ≤ ǫ} ⊂ P ⊂ {x̄ + y : y ∈ Kern (AI·)}.Somit gilt dim(Kern (AI·)) ≤ dim(P) ≤ dim(Kern (AI·)). S
hlieÿli
h wis-sen wir na
h dem Dimensionssatz über lineare Abbildungen, dass n =rang (AI·) + dim(Kern (AI·)). 2Wir verfeinern nun die Dimensionsformel für Seiten�ä
hen.Satz 3.24 Ist F 6= ∅ eine Seiten�ä
he des Polyeders P(A, b) ⊆ Rn, danngilt

dim(F) = n− rang (Aeq(F)·).Beweis. Sei M die Zeilenindexmenge von A und setze I = eq(F), J = M \I.Sei F von dT x ≤ δ induziert. Dann gilt
F = {x : dTx = δ, Ax ≤ b}und die bindenden Nebenbedingungen sind

dT x = δ, AI·x = bI ,also
F = {x : dTx = δ, AI·x = bI , AJ ·x ≤ bJ}.



51Na
h Satz 3.23 existiert ein innerer Punkt x̄ von F mit
dT x̄ = δ, AI·x̄ = bI , AJ ·x̄ < bJund es gilt

dim(F) = dim(Kern(AI·
dT

)

).Es bleibt zu zeigen, dass Kern (AI·

dT

)
= Kern (AI·). Annahme, es existiert

y ∈ Kern (AI·) mit dTy 6= 0, o.E. dT y > 0. Wir �nden dann ǫ > 0 mit
AI·(x̄ + ǫy) = bI , AJ ·(x̄ + ǫy) < bJ ,also x̄ + ǫy ∈ P, aber dT (x̄ + ǫy) = δ + ǫdT y > δ. Dies ist ein Widerspru
hzu P ⊂ {x : dT x ≤ δ}. 2Folgerung 3.25 Sei P = P(A, b) ⊆ Rn ein ni
htleeres Polyeder. Dann gilt:(a) Ist eq(P) = ∅, dann ist P volldimensional.(b) Ist F eine Seiten�ä
he von P, dann gilt na
h dem Beweis von Satz3.24 Kern (AI·

dT

)
= Kern (AI·) und somit

F = {x ∈ P : Aeq(F)·x = beq(F)}. = fa(eq(F)).(
) Ist F eine e
hte Seiten�ä
he von P, dann gilt dim(F) ≤ dim(P)− 1.Satz 3.26 Sei F eine Seiten�ä
he eines Polyeders P(A, b) und x̄ ∈ F . DerVektor x̄ ist genau dann ein innerer Punkt von F , wenn eq({x̄}) = eq(F)gilt.Beweis. x̄ ist genau dann ein innerer Punkt von F , wenn die kleinste (imSinne der Mengeninklusion) Seiten�ä
he G von F , die x̄ enthält, F selbst ist.Na
h Folgerung 3.25, b) gilt
F = {x : Aeq(F)·x = beq(F), AM\eq(F)·x ≤ bM\eq(F)}.Na
h Folgerung 3.25, b) ist jede x̄ enthaltende Seiten�ä
he G von der Form

G = {x : AI·x = bI , AM\I·x ≤ bM\I}, eq(F) ⊂ I ⊂ eq(x̄)



52und die minimale sol
he Seiten�ä
he ist
G = {x : Aeq(x̄)·x = beq(x̄), AM\eq(x̄)·x ≤ bM\eq(x̄)} = fa(eq({x̄})).Daher gilt F = G genau dann, wenn eq(F) = eq(x̄). 2Im nä
hsten Satz bezei
hnet a� (F) die a�ne Hülle der Menge F , also denkleinsten a�nen Raum, der F enthält.Satz 3.27 Sei F 6= ∅ eine Seiten�ä
he des Polyeders P(A, b). Dann gilt

F =
{
x ∈ P : Aeq(F)· x = beq(F)

}
= fa(eq(F)),a� (F) =

{
x ∈ Rn : Aeq(F)· x = beq(F)

}
.Beweis. F = fa(eq(F)) wurde bereits in Folgerung 3.25, b) gezeigt.Sei I = eq(F) und T = {x : AI· x = bI}. O�enbar ist T ein a�ner Raum undwegen F ⊆ T gilt a� (F) ⊆ a� (T ) = T . Sei s = dim(F). Aus Satz 3.24 folgt

dim(Kern (AI·)) = s und somit dim(T ) = s. Aus dim(a� (F)) = dim(T ) unda� (F) ⊆ T folgt nun a� (F) = T . 2



Kapitel 4Grundlagen der LinearenOptimierungWie bereits erwähnt, ist ein lineares Optimierungsproblem eines, bei dem so-wohl die Zielfunktion als au
h alle Nebenbedingungen lineare Funktionensind. Man nennt lineare Optimierungsprobleme oft einfa
h lineare Problemeoder au
h lineare Programme und kürzt dies mit LP ab.Ein allgemeines lineares Optimierungsproblem ist also von der Form
min cT x s.t. x ∈ Pmit einem Polyeder P ⊂ Rn und c ∈ Rn.Übli
herweise überführt man ein LP unter Umständen dur
h Verwendung derTransformationsregeln I und II in eine der folgenden beiden Normalformen:Natürli
he Form:
min cT x s.t. Ax ≤ b (LP)mit A ∈ Rm,n, b ∈ Rm.Standardform:

min cT x s.t. Ax = b, x ≥ 0 (LPS)mit A ∈ Rm,n, b ∈ Rm. Diese Form wird von dem in Kürze bespro
henenSimplex-Verfahren verwendet. 53



54In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass es zu einem gegebenen LP immerein dazugehörendes zweites LP gibt, das duale LP. Diese beiden LPs hängeneng zusammen, und man kann aus dem Optimum des einen auf das Optimumdes anderen s
hlieÿen. Zudem werden wir Optimalitätsbedingungen herleiten,die die Basis leistungsfähiger Optimierungsverfahren darstellen.Insbesondere in der Dualitätstheorie ist es man
hmal bequem, anstelle derMinimierungsprobleme (LP) und (LPS) die entspre
henden Maximierungs-probleme zu verwenden. Diese können dann mit −c anstelle c natürli
h au
hals Minimierungsprobleme ges
hrieben werden.4.1 Duales Problem und s
hwa
her Dualitäts-satzBetra
hte das lineare Optimierungsproblem
min cT x s.t. Ax ≤ b (LP)mit A ∈ Rm,n, b ∈ Rm. Zur Erinnerung: Ein Vektor x ∈ Rn heiÿt zulässig für(LP), falls x ∈ P(A, b). Ein Vektor x̄ ∈ Rn heiÿt optimal, falls cT x ≥ cT x̄ füralle x ∈ P(A, b).Wir nehmen einmal an, dass (LP) eine optimale Lösung x̄ besitzt. Die Grun-didee der Dualitätstheorie besteht darin, eine zweites LP herzuleiten, das einMaximierungsproblem ist und dessen Optimalwert eine s
harfe Unters
hran-ke für den Optimalwert cT x̄ von (LP) liefert.Wir wollen uns zunä
hst überlegen, wie wir unter Verwendung der Nebenbe-dingungen von (LP) zu guten Unters
hranken kommen. Wir stellen zunä
hstfest, dass gilt

x ∈ P(A, b) ⇐⇒ Ax ≤ b ⇐⇒ −Ax ≥ −b

⇐⇒ ∀ y ∈ Rm, y ≥ 0 : −yTAx ≥ −yT b.Somit gilt für alle y ≥ 0 mit yTA = −cT (wir werden sehen, dass es sol
he ygibt, falls (LP) eine Lösung hat)
cT x = −yTAx ≥ −yT b ∀x ∈ P(A, b).Die beste Unters
hranke erhalten wir, wenn wir −yT b über alle diese y ma-ximieren. Dies führt uns auf folgendes



55Duales Problem von (LP)
max−bT y s.t. AT y = −c, y ≥ 0. (DP)Na
h unseren Vorüberlegungen ist es ni
ht überras
hend, dass der folgendes
hwa
he Dualitätssatz gilt.Satz 4.1 (S
hwa
her Dualitätssatz) Sei A ∈ Rm×n, c ∈ Rn, b ∈ Rm.Betra
hte das Paar von primalem Problem (P ) und dualem Problem (D)

(P )
min cT xs.t. Ax ≤ b

(D)
max −bT ys.t. AT y = −c

y ≥ 0Ist x ∈ Rn zulässig für (P ) und y ∈ Rm zulässig für (D), so gilt
cT x ≥ −bT y.Genauer haben wir

0 ≤ cT x− (−bT y) = (b− Ax)T y ≥ 0.Beweis. Da y zulässig für (D) ist, gilt yTA = −cT , y ≥ 0. und die Zuläs-sigkeit von x für (P ) liefert b− Ax ≥ 0. Damit folgt sofort
cT x− (−bT y)

−yT A=cT

= −yTAx + bT y = (b− Ax)T y
b−Ax≥0,y≥0

≥ 0.

2Wir erhalten ein erstes einfa
hes Kriterium, um folgende wi
htige Frage zuklären:Kann man auf einfa
he Weise erkennen, ob überhaupt no
h eineVerbesserung mögli
h ist oder ob bereits ein Optimum errei
ht ist?Korollar 4.2 Ist in Satz 4.1 x̄ ∈ Rn zulässig für (P ), ȳ ∈ Rm zulässig für
(D) und gilt

cT x̄ = −bT ȳ,dann ist x̄ optimal für (P) und ȳ optimal für (D).



56Beweis. Na
h dem s
hwa
hen Dualitätssatz gilt
x zulässig für (P) =⇒ cT x ≥ −bT ȳ = cT x̄.Also ist x̄ optimale Lösung von (P). Analog gilt na
h dem s
hwa
hen Duali-tätssatz
y zulässig für (D) =⇒ −bT y ≤ cT x̄ = −bT ȳund damit ist ȳ optimale Lösung von (D). 2Ist das Primalproblem ni
ht in der natürli
hen Form (LP) gegeben, dannkann man es in die Form (LP) bringen. Das zugehörige duale Problem läÿtsi
h dann oft vereinfa
hen. Eine s
höne Symmetrie zwis
hen Primal- undDualproblem erhält man in folgendem Fall:Satz 4.3 Das zu

min cT x s.t. Ax ≥ b, x ≥ 0 (4.1)duale Problem kann ges
hrieben werden in der Form
max bT y s.t. AT y ≤ c, y ≥ 0. (4.2)Beweis. (4.1) kann in der Form (LP) ges
hrieben werden
min cT x s.t. (−A

−I

)

x ≤
(−b

0

)

.Das duale Problem hierzu lautet (ba
hte IT = I)
max−(−bT , 0T )

(
y

z

) s.t. (−AT ,−I)

(
y

z

)

= −c, y ≥ 0, z ≥ 0.Nun ist AT y + z = c, z ≥ 0 äquivalent zu AT y ≤ c und somit ist das dualeProblem äquivalent zu
max bT y s.t. AT y ≤ c, y ≥ 0.

2



57Ein Beispiel: Ölra�nerieIn Ölra�nerien wird Rohöl dur
h 
hemis
he/physikalis
he Verfahren in ge-wisse Komponenten zerlegt. Die Ausbeute an Komponenten hängt vom Ver-fahren (Cra
kprozess) ab.Wir nehmen an, dass die Ra�nerie A aus Rohöl drei Komponenten (s
hweresÖl; mittels
hweres Öl; lei
htes Öl) herstellen will. Sie hat dazu zwei Cra
k-verfahren C1 und C2 zur Verfügung, die die folgenden Ausbeuten liefern (ME:Mengeneinheiten; GE: Geldeinheiten):
C1 : 2 ME s
hweres Öl2 ME mittels
hweres Öl Kosten: 3 GE1 ME lei
htes Öl
C2 : 1 ME s
hweres Öl2 ME mittels
hweres Öl Kosten: 5 GE4 ME lei
htes ÖlDarüber hinaus hat die Firma folgende Lieferverp�i
htungen:3 ME s
hweres Öl,5 ME mittels
hweres Öl,4 ME lei
htes Öl.Diese Mengen sollen so kostengünstig wie mögli
h produziert werden.Mathematis
he Modellierung des ProblemsVariablen:

x1 : Produktionsniveau von C1,

x2 : Produktionsniveau von C2.Nebenbedingungen:
2x1 + x2 ≥ 3 s
hweres Öl

2x1 + 2x2 ≥ 5 mittels
hweres Öl
x1 + 4x2 ≥ 4 lei
htes Öl

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0.



58Minimierung der Kosten:
min 3x1 + 5x2Wir können unser LP also in folgender Form s
hreiben:

min 3x1 + 5x2 (4.3)s.t. 2x1 + x2 ≥ 3 (4.3a)
2x1 + 2x2 ≥ 5 (4.3b)
x1 + 4x2 ≥ 4 (4.3c)

x1 ≥ 0 (4.3d)
x2 ≥ 0 (4.3e)Wie bereits in Kapitel 1 erwähnt, heiÿt die Funktion 3x1 + 5x2 in (4.3)Zielfunktion. Jeder Punkt (x1, x2)

T , der (4.3a)-(4.3e) erfüllt, heiÿt zulässigerPunkt des Problems (man
hmal au
h zulässige Lösung genannt).Gra�s
he Darstellung des Problems

−1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−1

0

1

2

3

4

5

6

x
1

x 2

zulaessige Menge

(1) (2) (3)

Zielfunktion

Abbildung 4.1: Gra�s
he Darstellung zu (4.3)Auf der Geraden
Gγ = {x ∈ R2 : 3x1 + 5x2 = γ}



59hat die Zielfunktion den Wert cT x = γ. Vers
hiebt man die Gerade G25 inAbb. 4.1 in Ri
htung des Ursprungs (0, 0)T , bis die vers
hobene Gerade diezulässige Menge nur no
h tangiert, erhält man die zu G25 parallele Gerade
G8.5 = {x ∈ R2 : 3x1 + 5x2 = 8.5},wel
he die zulässige Menge genau im Punkt x∗ = (2, 1

2
)T s
hneidet. Jedeweitere Vers
hiebung erzeugt einen leeren S
hnitt der Geraden mit der zu-lässigen Menge. Daraus folgt, dass x∗ die Optimallösung des Problems ist,d.h. die minimalen Kosten betragen 8.5 GE.Eine gra�s
he Lösung des Problems ist i.A. in höheren Dimensionen (mehrals zwei Variablen) ni
ht dur
hführbar. Auf der Su
he na
h anderen Lösungs-methoden betra
hten wir zunä
hst eine etwas allgemeinere Zielfunktion

ax1 + bx2.Hier können wir sehen, dass unser Problem gar keine Optimallösung besitzenmuss. Zum Beispiel gilt mit a < 0 und der Folge xn = (n, 0)T

axn
1 + bxn

2 = an→ −∞ für n→∞.Für unser reales Problem ist a < 0 natürli
h unsinnig, aber mathematis
hmüssen sol
he Fälle behandelt werden. Ist a ≥ 0 und b ≥ 0, so gibt es immereine Optimallösung.Wir haben bereits gesehen, dass die Optimallösung eines LPs (wenn sie exi-stiert) immer in einer E
ke angenommen wird (vgl. Korollar 2.40). Um das LPzu lösen, könnte man also alle E
ken bere
hnen und ausprobieren, wo der be-ste Zielfunktionswert auftritt. Ein bester unter diesen Punkten (er muss ni
hteindeutig sein) ist eine Optimallösung. Dieses Verfahren ist zwar endli
h, aberni
ht sehr e�zient und in der Praxis ni
ht einsetzbar. Denno
h ste
kt dar-in der Kern eines der wi
htigsten Verfahren zur Lösung linearer Probleme,des Simplexverfahrens. Man startet dabei mit einer zulässigen E
ke, die derDur
hs
hnitt von n Hyperebenen ist, und versu
ht dann systematis
h, dieLösung zu verbessern, indem man entlang einer Kante zu einer bena
hbartenE
ke wandert.Duales Problem für das BeispielUm zu zeigen, dass (2, 1
2
)T optimal ist, verwenden wir das duale Problem undKorollar 4.2.



60Unser Problem (4.3) ist bereits in der Form (4.1)
min cT x s.t. Ax ≥ b, x ≥ 0, (LP)wobei

A =





2 1
2 2
1 4



 , b =





3
5
4



 , c =

(
3

5

)

.Das duale Problem lautet na
h Satz 4.3
max bT y s.t. AT y ≤ c, y ≥ 0,also

max 3y1 + 5y2 + 4y3s.t. 2y1 + 2y2 + y3 ≤ 3
y1 + 2y2 + 4y3 ≤ 5
y1 ≥ 0

y2 ≥ 0
y3 ≥ 0

(4.4)Betra
hten wir nun den Punkt y∗ =
(
0, 7

6
, 2

3

)T , so ist dies ein zulässiger Punktdes dualen Problems und wir erhalten
3y1 + 5y2 + 4y3 = 8.5 = 3x1 + 5x2,d.h. x∗ ist tatsä
hli
h optimal für (4.3) na
h Korollar 4.2 und y∗ ist au
hoptimal für (4.4).Ökonomis
he InterpretationEin konkurrierender Anbieter B überlegt si
h, wie teuer er die drei Ölsortenanbieten darf, damit er

• ni
ht teurer ist als die Cra
kprozesse C1 und C2,
• hierbei maximalen Gewinn ma
ht.Seien nun y1, y2, y3 die Preise von Lieferant B für die Ölsorten S (s
hweresÖl), M (mittels
hweres Öl) und L (lei
htes Öl). Der Verkauf der benötigtenMengen bringt die Einnahme

3y1 + 5y2 + 4y3 Geldeinheiten



61Um ni
ht teurer als der Cra
kprozess C1 zu sein, müÿte
2y1 + 2y2 + y3 ≤ 3gelten. Für den Cra
kprozess C2 ergibt si
h analog die Bedingung
y1 + 2y2 + 4y3 ≤ 5.Wenn wir die Einnahmen 3y1 + 5y2 + 4y3 von Anbieter B unter den obigenNebenbedingungen maximieren, ergibt si
h genau das duale Problem (4.4).Wie wir bald sehen werden (vgl. Dualitätssatz unten), stimmt der maximaleErlös bT ȳ für Anbieter B genau überein mit dem besten Preis cT x̄, den Raf-�nerie A anbieten kann. Die Optimallösungen y∗ =

(
0, 7

6
, 2

3

)T werden au
hS
hattenpreise genannt.Interpretation der Lösung:
y∗

1 = 0: will Ra�nerie A die von S produzierte Menge in�nitesimal erhöhen,dann kostet sie das ni
hts, da davon immer genügend produziert wird.
y∗

2 = 7
6
: heiÿt, um die von M produzierte Menge in�nitesimal zu erhöhen,entstehen Zusatzkosten in Höhe von 7

6
Geldeinheiten pro Mengeneinheit.

y∗
3 = 2

3
: analog.Der s
hwa
he Dualitätssatz ist no
h unbefriedigend und wird im Folgendenvers
härft. Wir wollen insbesondere

• zeigen, dass primales und duales Problem immer Optimallösungen mitglei
hem Optimalwert haben, falls sie beide zulässige Lösungen besit-zen,
• gri�ge Optimalitätsedingungen angeben.Wir starten zunä
hst mit einer ersten Optimalitätsbedingung für (LP).Satz 4.4 x̄ ist genau dann Optimallösung von

min cT x s.t. Ax ≤ b, (LP)
A ∈ Rm,n, b ∈ Rm, wenn gilt

Ax̄ ≤ b,

cT s ≥ 0 ∀ s ∈ Z(x̄) := {s : Aeq(x̄)·s ≤ 0}. (4.5)



62Bemerkung: Z(x̄) nennt man die Menge der zulässigen Ri
htungen: Tat-sä
hli
h gibt es, wie wir glei
h zeigen werden, zu jedem s ∈ Z(x̄) ein λ̄ > 0mit
x̄ + λs zulässig für (LP) ∀λ ∈ [0, λ̄].Damit bedeutet (4.5): in jede zulässige Ri
htung nimmt die Zielfunktion ni
htab.Beweis. Sei x̄ optimale Lösung von (LP). Dann gilt Ax̄ ≤ b. Für jedes

s mit Aeq(x̄)s ≤ 0 ist x̄ + λs für kleines λ > 0 zulässig für (LP) (inaktiveNebenbedingungen bleiben inaktiv). Daher gilt
0 ≤ cT (x̄ + λs)− cT x̄ = λcT sund somit gilt (4.5).Ist x̄ keine optimale Lösung von (LP), dann ist entweder x̄ ni
ht zulässig,also Ax̄ 6≤ b, oder es existiert x mit

Ax ≤ b, cT x < cT x̄.Also gilt Aeq(x̄)·x ≤ beq(x̄) = Aeq(x̄)·x̄ und daher erfüllt s = x−x̄ zwar Aeq(x̄)s ≤
0, aber cT s < 0 und damit gilt (4.5) ni
ht. 2Um diese Optimalitätsbedingung in eine bequemere Form zu überführen,benötigen wir das Lemma von Farkas.4.2 Das Farkas-LemmaSatz 4.5 (Farkas-Lemma) Für eine gegebene Matrix A ∈ Rm×n und einenVektor b ∈ Rm hat genau eines der folgenden Systeme eine Lösung:

Ax = b
x ≥ 0

∨̇ yTA ≥ 0
yT b < 0Geometris
he Interpretation:Entweder gilt: Ax = b

x ≥ 0
, d.h. b liegt im Kegel, der von

A·1, . . . , A·n aufgespannt wird,oder es gilt yTA ≥ 0
yT b < 0

, d.h. es gibt eine Hyperebene, die bvon A·1, . . . , A·n trennt,aber es kann ni
ht beides glei
hzeitig gelten.Zum Beweis benötigen wir das ni
httriviale



63Lemma 4.6 Zu beliebigem A ∈ Rm×n ist die Menge {Ax : x ≥ 0} abge-s
hlossen.Wir bringen den Beweis dieses Lemmas na
h dem Beweis von Satz 4.5.Beweis. (von Satz 4.5) Es können ni
ht beide Fälle eintreten, denn aus
x ≥ 0 und yTA ≥ 0 folgt

0 ≤ (yTA)x = yT (Ax) ≤ yT b < 0,ein Widerspru
h. Betra
hte nun die Menge
K = {Ax : x ≥ 0}.Dann ist K ein Kegel (d.h. aus p ∈ K folgt λp ∈ K für alle λ ≥ 0), denn mit

λ ≥ 0 und p = Ax ∈ K ist au
h λp = A (λx)
︸︷︷︸

≥0

∈ K.Ausserdem ist K konvex, denn für λ ∈ [0, 1] und p1 = Ax1 ∈ K und p2 =
Ax2 ∈ K ist

λp1 + (1− λ)p2 = λAx1 + (1− λ)Ax2 = A (λx1 + (1− λ)x2)
︸ ︷︷ ︸

≥0

∈ K.S
hlieÿli
h ist K na
h Lemma 4.6 abges
hlossen.Wir unters
heiden nun zwei Fälle:
b ∈ K: Dann gilt Ax = b für ein x ≥ 0, d.h. das System Ax = b, x ≥ 0 hateine Lösung.
b /∈ K: K ist ni
htleer, konvex und abges
hlossen. Na
h dem strikten Tren-nungssatz 2.19 existiert also eine Hyperbene H = {x : yTx = δ}, die K und
{b} strikt trennt, also

yTz ≥ δ ∀ z ∈ K, yT b < δ. (4.6)Wegen A·i ∈ K gilt dann yTA·i ≥ δ und somit
yTA ≥ δ, yT b < δ. (4.7)Es bleibt zu zeigen, dass wir δ = 0 in (4.6) und somit au
h in (4.7) wählenkönnen. Jedenfalls muss δ ≤ 0 sein, da wegen 0 ∈ K gilt 0 = yT0 ≥ δ. Alsogilt (4.6) mit einem δ ≤ 0. Dann ist (4.6) aber au
h für δ = 0 ri
htig. Fallsni
ht, dann gäbe es z ∈ K mit

yTz < 0, also lim
λ→∞

yT (λz) = −∞



64im Widerspru
h zu yT (λz) ≥ δ wegen λz ∈ K. Damit gilt (4.7) mit δ = 0wie behauptet. 2Beweis. (von Lemma 4.6) Zum Na
hweis der Abges
hlossenheit von Kzeigen wir, dass gilt
K =

⋃

I⊂{1,...,n}, A·I hat linear unabhängige SpaltenKI (4.8)mit KI = {A·IxI : xI ∈ R|I|, xI ≥ 0}.Da jedes der KI abges
hlossen ist, ist dann au
h K als endli
he Vereinigungabges
hlossener Mengen abges
hlossen.Jedes KI ist abges
hlossen: Sei (yk) ⊂ KI eine beliebige konvergente Folgemit Grenzwert y. Wir müssen y ∈ KI na
hweisen. Es existiert eine Folge
(xI,k) ⊂ R

|I|
+ mit yk = A·IxI,k. Da A·I linear unabhängige Spalten hat, istdie Folge (xI,k) eindeutig bestimmt, nämli
h xI,k = (AT

·IA·I)
−1AT

·Iyk. Somitexistiert limk→∞ xI,k = xI ∈ R
|I|
+ und es gilt

y = lim
k→∞

yk = lim
k→∞

A·IxI,k = A·IxI ∈ KI .Na
hweis von (4.8): �⊃�: Ist wegen KI ⊂ K klar.�⊂�: Sei y ∈ K beliebig. Dann existiert x ≥ 0 mit
y = Ax =

n∑

i=1

A·ixi =

n∑

i=1

1

n + 1
(n + 1)A·ixi +

1

n + 1
0.Damit ist y eine Konvexkombination der Punkte y1 := (n+1)A·1x1, . . . , yn :=

(n + 1)A·n, yn+1 := 0 ∈ K. Genau wie im Beweis des Satzes von Cara-théodory (Satz 2.9) kann man aus der Konvexkombination so langejeweils einen der Punkte y1, . . . , yn entfernen, bis für die verbleibendenPunkte yi, i ∈ I, die Vektoren yi − yn+1 = yi = (n + 1)A·i, i ∈ I, linear un-abhängig sind. Diese verkürzte Konvexkombination für y liegt dann in KI . 2Folgerung 4.7 Seien A ∈ Rm×n, b ∈ Rm. Dann hat genau eines der beidenfolgenden Systeme eine Lösung:
Ax ≤ b

∨̇ yTA = 0
y ≥ 0

yT b < 0.



65Beweis. Übung. 2Folgerung 4.8 Für dimensionsverträgli
he Matrizen A, B, C und D sowieVektoren a, b, u und v hat genau eines der beiden folgenden Systeme eineLösung:
Ax + By ≤ a
Cx + Dy = b

x ≥ 0

∨̇

uT A + vT C ≥ 0
uT B + vTD = 0

u ≥ 0
uT a + vT b < 0.Beweis. Übung. 2

4.3 Optimalitätsbedingungen und der starkeDualitätssatz der Linearen OptimierungUm die Notationen kompakt zu halten, werden wir im Folgenden alle Resul-tate für das Paar von primalem und dualem Problem
(P )

min cT xs.t. Ax ≤ b
(D)

max −bT ys.t. AT y = −c
y ≥ 0beweisen. Liegt ein beliebiges LP vor, dann kann es in die Form (P) gebra
ht,das zugehörige Problem (D) hergeleitet und unter Umständen vereinfa
htwerden.Der Bequemli
hkeit halber geben wir die Form des dualen Problems für einprimales LP in ganz allgemeiner Form an.Satz 4.9 Gegeben seien dimensionsverträgli
he Matrizen A, B, C, D undVektoren a, b, c, d.Betra
hte ein primales lineares Problem (PA) der Form

(PA)

min cT x + dTys.t. Ax + By ≥ a
Cx + Dy = b
x ≥ 0



66Dann kann das duale lineare Problem zu (PA) ges
hrieben werden in derForm
(DA)

max aT u + bT vs.t. AT u + CT v ≤ c
BT u + DT v = d
u ≥ 0Beweis. (PA) kann folgendermaÿen in der Form (P) ges
hrieben werden:

(P )

min

(
c

d

)T(
x

y

)

s.t. 





−A −B
C D
−C −D
−I 0







(
x

y

)

≤







−a
b
−b
0







(4.9)
Das duale Problem hierzu ist
(D)

max −







−a
b
−b
0







T 





u
s
w
z





s.t. (

−AT CT −CT −I
−BT DT −DT 0

)







u
s
w
z







= −
(

c

d

)

, u, s, w, z ≥ 0.(4.10)Setzen wir v = w − s, dann können wir (D) in der Form s
hreiben
max aT u + bT vs.t. AT u + CT v + z = c

BT u + DT v = d
u, z ≥ 0und dieses Problem ist o�ensi
htli
h äquivalent zu (DA), da z ledigli
h eineS
hlupfvariable ist. 2Bemerkung 4.10 Das duale Problem von (DA) ist wieder (PA).



67Beweis. Übung. 2Daher ma
ht es keinen Unters
hied, ob man (PA) oder (DA) als das primaleProblem betra
htet. Insbesondere ist es unerhebli
h, ob das primale LP einMinimierungs- oder ein Maximierungsproblem ist.(PA) und (DA) weisen eine s
höne Symmetrie auf. Für ein beliebiges LP kannman dur
h Weglassen über�üssiger Variablen in (PA) lei
ht das zugehörigeduale Problem (DA) bestimmen.In der folgenden Tabelle 4.1 sind einige Merkregeln zusammengefasst, wieman aus einem primalen LP das zugehörige duale LP ableitet und umgekehrt.Primal DualUnglei
hung vorzei
henbes
hränkte VariableGlei
hung vorzei
henunbes
hränkte Variablevorzei
henbes
hränkte Variable Unglei
hungvorzei
henunbes
hränkte Variable Glei
hungTabelle 4.1: Regeln für das Dualisieren von LPsIn Tabelle 4.2 sind einige Beispiele zu �nden, abgeleitet aus Satz 4.9 bzw. Be-merkung 4.10. Primal Dual
max{cTx : Ax ≤ b, x ≥ 0} min{yT b : yTA ≥ cT , y ≥ 0}
min{cT x : Ax ≥ b, x ≥ 0} max{yT b : yTA ≤ cT , y ≥ 0}
min{cT x : Ax = b, x ≥ 0} max{yT b : yTA ≤ cT}Tabelle 4.2: Paare zueinander gehörender primaler und dualer LPsBemerkung 4.11 Au
h für die allgemeine Form von primal-dualen LPs(wie in Satz 4.9) gilt, da sie äquivalent zu einem primal-dualen Paar (P)und (D) sind, natürli
h s
hwa
he Dualität, das heiÿt:Ist (x̄, ȳ) zulässig für (PA) und (ū, v̄) zulässig für (DA), so gilt

cT x̄ + dT ȳ ≥ aT ū + bT v̄.



68Beweis. Einfa
he Übung. 2Mit Hilfe des Lemmas von Farkas können wir nun handli
he Optimalitätsbe-dingungen angeben.Satz 4.12 (Karush-Kuhn-Tu
ker-Bedingungen) Betra
hte das Paar von pri-malem Problem (P ) und dualem Problem (D)

(P )
min cT xs.t. Ax ≤ b

(D)
max −bT ys.t. AT y = −c

y ≥ 0mit A ∈ Rm,n, b ∈ Rm, c ∈ Rn. Dann ist x ∈ Rn genau dann Optimallösungvon (P), wenn ein y ∈ Rm existiert, so dass gilt
Ax ≤ b (primale Zulässigkeit),(KKT) AT y = −c, y ≥ 0 (duale Zulässigkeit),
yi = 0 oder bi − Ai·x = 0, i = 1, . . . , m (Komplementarität).

y ist dann Optimallösung von (D) mit demselben Optimalwert wie (P).Umgekehrt ist y ∈ Rm Optimallösung von (D) genau dann, wenn x ∈ Rn exi-stiert, so dass (KKT) gilt. x ist dann Optimallösung von (P) mit demselbenOptimalwert wie (D).Beweis. Sei x Optimallösung von (P) und setze I = eq(x). Na
h Satz 4.4hat dann das System
AI·s ≤ 0, cT s < 0keine Lösung. Daher existiert na
h dem Farkas-Lemma (Satz 4.5) ein z mit
−AT

I·z = c, z ≥ 0.De�nieren wir nun y ∈ Rm dur
h yI = z, y{1,...,m}\I = 0, dann gilt
AT y = AT

I·yI = −c, y ≥ 0und zudem yi = 0 oder Ai·x− bi = 0, 1 ≤ i ≤ m. Also gilt (KKT).Gilt umgekehrt (KKT), dann ist x primal zulässig und y dual zulässig. Weiterist wegen AI·x = bI

cT x− (−yT b) = yT (Ax− b) = 0,



69na
h Korollar 4.2 ist also x Optimallösung von (P) und y Optimallösung von(D) mit denselben Optimalwerten.Sei nun y Optimallösung von (D). Der Na
hweis, dass dann (KKT) mit ge-eignetem x gilt, folgt dur
h entspre
hende Argumentation mit (D) statt (P)oder folgt alternativ aus dem na
hfolgend bewiesenen starken Dualitätssatz4.13 iii) und iv). 2Die Komplementaritätsbedingung bedeutet also ni
hts anderes, als dass pri-male und duale Zielfunktion übereinstimmen. Sie besagt: ist die primale Ne-benbedingung Ai·x ≤ bi inaktiv, dann vers
hwindet die zugehörige Dualva-riable yi.Unser nä
hstes Ziel ist es nun zu zeigen, dass es primal und dual zulässigePunkte gibt, die die Unglei
hung des s
hwa
hen Dualitätssatzes mit Glei
h-heit erfüllen, falls beide Probleme zulässige Punkte besitzen. Dieser sogenann-te starke Dualitätssatz und seine Konsequenzen haben eine auÿerordentli
heTragweite in der linearen Optimierung.Satz 4.13 (Starker Dualitätssatz) Folgende Aussagen sind äquivalent:(i) (P) und (D) haben beide zulässige Lösungen.(ii) (P) hat eine endli
he Optimallösung.(iii) (P) und (D) haben Optimallösungen, deren Zielfunktionswerte überein-stimmen.(iv) (D) hat eine endli
he Optimallösung.(v) (P) oder (D) hat eine endli
he Optimallösung.(vi) (P) hat zulässige Lösungen und ist na
h unten bes
hränkt oder (D) hatzulässige Lösungen und ist na
h oben bes
hränkt.Der Satz gilt au
h für (PA) und (DA).Beweis. Wir zeigen den Satz für das Paar primal/dualer Probleme in derForm
(P )

min cT xs.t. Ax ≤ b
(D)

max −bT ys.t. AT y = −c
y ≥ 0



70Für Probleme in allgemeiner Form (vgl. Satz 4.9) folgt die Aussage dannunmittelbar, da (PA), (DA) wie in Satz Satz 4.9 in der Form (P), (D) ge-s
hrieben werden können.(i) =⇒ (ii): Sei x zulässig für (P) und y zulässig für (D). Aus dem s
hwa
henDualitätssatz wissen wir bereits, dass cT x ≥ −bT y gilt. Damit hat (P) einenzulässigen Punkt und ist wegen p∗ := inf{cT x : Ax ≤ b} ≥ −bT y na
hunten bes
hränkt. Wir zeigen, dass (P) dann eine optimale Lösung hat. Fallsni
ht, dann hat das System
(

A

cT

)

x ≤
(

b

p∗

) (4.11)keine Lösung. Na
h Folgerung 4.7 zum Farkas-Lemma existiert also (y
γ

)
∈

Rm+1 mit
(yT , γ)

(
A

cT

)

= 0, y, γ ≥ 0, (4.12)
yT b + γp∗ < 0. (4.13)Multipliziert man (4.12) von re
hts mit einem primal zulässigen x (existiertna
h (i)) und setzt (4.13) ein, dann erhält man wegen Ax ≤ b und y ≥ 0

0 = yTAx + γcT x ≤ yT b + γcT x < −γp∗ + γcT x.Aus cT x ≥ p∗ folgt nun γ > 0 und daher ergibt (4.12), (4.13) mit ȳ = (1/γ)y

AT ȳ = −c, ȳ ≥ 0, −bT ȳ > p∗.Damit ist ȳ dual zulässig und es existiert x̄ primal zulässig mit −bT ȳ > cT x̄im Widerspru
h zum s
hwa
hen Dualitätssatz. Somit hat (4.11) do
h eineLösung und diese ist optimal für (P).(ii) =⇒ (iii): Sei x̄ Optimallösung von (P). Na
h Satz 4.12 erfüllt dann x̄mit geeignetem y ∈ Rm (KKT) und y ist Optimallösung von (D) mit glei
hemOptimalwert wie (P).(iii) =⇒ (iv): Ist klar.(iv) =⇒ (v): Ist trivial.(v) =⇒ (vi): Ist klar.



71(vi) =⇒ (i): Wir nehmen an, (P) habe einen zulässigen Punkt x̄ und sei na
hunten bes
hränkt, aber (D) sei unzulässig. Die Unzulässigkeit von AT y =
−c, y ≥ 0 impliziert na
h dem Farkas-Lemma (Satz 4.5), dass

uTAT ≥ 0
−uT c < 0

⇐⇒ Au ≥ 0
cT u > 0eine Lösung ū hat. Damit ist für alle λ < 0 der Punkt x̄ + λū zulässig für(P), denn

A(x̄ + λū) = Ax̄ + λ Aū
︸︷︷︸

≥0
︸ ︷︷ ︸

≤0

≤ b.Für die Zielfunktionswerte gilt
cT (x̄ + λū) = cT x̄ + λ cT ū

︸︷︷︸

>0
︸ ︷︷ ︸

<0

→ −∞ für λ→ −∞was ein Widerspru
h zur Bes
hränktheit von (P) na
h unten ist.Der zweite Fall, dass (D) zulässig und na
h oben bes
hränkt ist, lässt si
hanalog behandeln, siehe Übung. 2Wir ziehen nun einige wi
htige Folgerungen.Folgerung 4.14 Betra
hte folgendes Paar primaler und dualer Probleme(P) und (D):
(P )

min cT xs.t. Ax ≤ b
und (D)

max −bT ys.t. AT y = −c
y ≥ 0Seien P bzw. D die zulässigen Mengen von (P) bzw. (D). De�niere nun

inf(P ) =







+∞ falls P = ∅,
−∞ falls (P) unbes
hränkt,
min{cT x : x ∈ P} sonst,

sup(D) =







−∞ falls D = ∅,
+∞ falls (D) unbes
hränkt,
max{−bT y : y ∈ D} sonst.



72Dann gilt:(a) inf(P ) = −∞ =⇒ D = ∅.(b) sup(D) = +∞ =⇒ P = ∅.(
) P = ∅ =⇒ D = ∅ oder sup(D) = +∞.(d) D = ∅ =⇒ P = ∅ oder inf(P ) = −∞.Beweis. (a) Ist y ∈ D 6= ∅ so folgt aus dem s
hwa
hen Dualitätssatz 4.1,dass inf(P ) ≥ bT y gilt, was ein Widerspru
h ist.(b) Analog zu (a).(
) Ist D 6= ∅ und sup(D) 6= +∞ dann gilt Satz 4.13 (vi), somit au
h (i),also P 6= ∅.(d) Analog zu (
). 2Bemerkung 4.15 Die Aussagen von Folgerung 4.14 gelten analog für dasPaar dualer Probleme aus Satz 4.9.Beispiel 4.16 Seien P und D zwei Polyeder:
P =

{

x ∈ R2

∣
∣
∣
∣
∣

x1 − x2 ≤ 0
−x1 + x2 ≤ −1

}

,

D =

{

y ∈ R2

∣
∣
∣
∣
∣

y1 − y2 = 1
−y1 + y2 = 1

, y ≥ 0

}

.Dann sind die linearen Probleme
min −x1 − x2s.t. x ∈ P und max y2s.t. y ∈ Ddual zueinander und es gilt:(a) P = ∅, da die Addition der Nebenbedingungen zu der ungültigen Un-glei
hung 0 ≤ −1 führt.(b) D = ∅, daEs kann also der Fall auftreten, dass sowohl (P) als au
h (D) unzulässig ist.



73Aus den Dualitätsstzen (oder alternativ aus den KKT-Bedingungen) ergibtsi
h unmittelbar der folgende Satz zur Charakterisierung von Optimallösun-gen:Satz 4.17 (Satz vom s
hwa
hen komplementären S
hlupf) Betra
hte dasPaar (P) und (D) aus primalem und dualem Problem wie in Satz 4.12.Die Vektoren x̄ und ȳ seien zulässig für (P) bzw. (D). Dann sind folgendeAussagen äquivalent:(a) x̄ ist optimal für (P) und ȳ ist optimal für (D).(b) (b−Ax̄)T ȳ = 0.(
) ȳi = 0 oder bi −Ai·x̄ = 0, i = 1, . . . , m.Beweis. Wir stellen zunä
hst fest, dass bei primal-dualer Zulässigkeit (b)und (
) äquivalent sind.Gilt (b) dann stimmen na
h dem s
hwa
hen Dualitätssatz 4.1 und Korollar4.2 primaler und dualer Zielfunktionswert überein und x̄, ȳ sind optimal für(P) bzw. (D), also gilt (a).Gilt (a), dann existieren na
h dem starken Dualitätssatz 4.13 Optimal-lösungen von (P) und (D) mit glei
hem Zielfunktionswert. Damit habenau
h x̄ und ȳ als Optimallösungen glei
hen Zielfunktionswert, es gilt also
0 = cT x̄− (−bT ȳ) = (b− Ax̄)T ȳ und dies ist (b). 2Bemerkung 4.18 In (
) können beide Komponenten glei
hzeitig vers
hwin-den. Es gibt jedo
h immer Paare von Optimallösungen, bei denen immer ge-nau eine der Komponenten bi−Ai·x̄ oder ȳi vers
hwindet. Man spri
ht dannvon strikter Komplementarität.Merkregel: Die Aussage des Satzes vom komplementären S
hlupf ist folgen-de: Ein primal-dual zulässiges Paar ist genau dann optimal, wenn für jedeni
ht-bindende Ni
htnegativitätsbedingung die komplementäre Unglei
hungbindend ist.Transformation der allgemeinen Form (PA) auf (P) wie in Satz 4.9 liefertfolgendes Resultat:



74Satz 4.19 (Satz vom s
hwa
hen komplementären S
hlupf) Gegeben seien di-mensionsverträgli
he Matrizen A, B, C, D und Vektoren a, b, c, d. Betra
htedas zueinander gehörende Paar dualer Probleme
(PA)

min cT x + dT ys.t. Ax + By ≥ a
Cx + Dy = b
x ≥ 0und

(DA)

max aT u + bT vs.t. AT u + CT v ≤ c
BT u + DT v = d
u ≥ 0Die Vektoren (x̄

ȳ

) und (ū
v̄

) seien zulässig für (PA) bzw. (DA). Dann sindfolgende Aussagen äquivalent:(a) (x̄
ȳ

) ist optimal für (P ) und (ū
v̄

) ist optimal für (D).(b) (c− (AT ū + CT v̄)
)T

x̄− ūT
(
a− (Ax̄ + Bȳ)

)
= 0.(
) Für alle Komponenten ūi der Duallösung gilt:

ūi = 0 oder (A x̄ + B ȳ)i = ai.Für alle Komponenten x̄j der Primallösung gilt:
x̄j = 0 oder (AT ū + CT v̄)j = cj.Beweis. Wie in Satz 4.9 kann man (PA) in der Form (P) s
hreiben, siehe(4.9), das duale Problem (4.10) kann dann mit v = w−s und c−AT u−CT v =

z zu (DA) vereinfa
ht werden. Wendet man nun Satz 4.17 auf (4.9), (4.10)an und nutzt Cx + Dy = b, c − AT u − CT v = z, dann ist die Optimalitätna
h Satz 4.9 (b) äquivalent zu
0 = (ūT , s̄T , w̄T , z̄T )













−a
b
−b
0






−







−A −B
C D
−C −D
−I 0







(
x̄

ȳ

)







= ūT (Ax̄ + Bȳ − a) + (c− AT ū− CT v̄)T x̄



75und da alle Summanden dasselbe Vorzei
hen haben, ist dies wiederumäquivalent zu (
). 2Satz 4.20 (Satz vom starken komplementären S
hlupf, Satz von Goldman-Tu
ker)Betra
hte das Paar dualer linearer Probleme
(P )

min cT xs.t. Ax ≤ b
und (D)

max −bT ys.t. AT y = −c
y ≥ 0Besitzen beide Probleme zulässige Lösungen, so existieren optimale Lösungen

x̄, ȳ, so dass für alle Zeilenindizes gilt:
ȳi > 0 ⇐⇒ Ai·x̄ = bi,

ȳi = 0 ⇐⇒ Ai·x̄ < bi .Beweis. (Für Interessierte) De�niere die Mengen
N := {i : Es existiert Optimallösung x von (P) mit Ai·x < bi},
B := {i : Es existiert Optimallösung y von (D) mit yi > 0}.Dann existieren Optimallösungen x̄, ȳ mit

AN ·x̄ < bN , ȳB > 0 (4.14)
AB·x̄ = bB, ȳN = 0 (4.15)und es gilt B ∩N = ∅.Tatsä
hli
h existiert zu jedem i ∈ N eine Optimallösung x̄(i) von (P) mit

Ai·x̄
(i) < bi und zu jedem i ∈ B eine Optimallösung ȳ(i) von (D) mit ȳ

(i)
i > 0.Die Konvexkombinationen x̄ = 1

n

∑n
i=1 x̄(i) sowie ȳ = 1

m

∑m
i=1 ȳ(i) sind dannwieder Optimallösungen und erfüllen (4.14). Nun folgt (4.15) aus Satz 4.19 (
)und zusammen mit (4.14) ergibt si
h B ∩N = ∅.Wir müssen also nur no
h zeigen, dass B ∪N = {1, . . . , m}.Dazu setze J = {1, . . . , m} \ (B ∪ N). Annahme, J 6= ∅. Dann gilt ȳJ = 0,

(b−Aȳ)J = 0 und es existiert i ∈ J . Wir zeigen, dass das System
AJ\{i}·s ≤ 0, AB·s = 0, Ai·s < 0



76keine Lösung haben kann: für t > 0 klein genug gilt sonst mit (4.14), (4.15)
AB·(x̄ + ts) = bB, A(x̄ + ts) ≤ b, Ai·(x̄ + ts) < bi,

x̄ + ts ist also primal zulässig und au
h optimal, da x̄ + ts und ȳ wegen
ȳJ∪N = 0 die Komplementaritätsbedingung erfüllen. Es wäre also i ∈ N , was
i ∈ J widerspri
ht.Na
h Folgerung 4.8 zum Farkas-Lemma muss also das System (setze CT =
−AJ\{i}·, DT = −AB·, bT = Ai·)

−AT
J\{i}·v −AT

B·w = AT
i· , v ≥ 0 (4.16)eine Lösung haben. De�nieren wir u ∈ Rm dur
h

uJ\{i} = v, ui = 1, uB = w, uN = 0,dann ergibt (4.16)
AT u = 0, uJ∪N ≥ 0, ui > 0.Für t > 0 klein genug gilt daher mit (4.15)

AT (ȳ + tu) = −cT , ȳ + tu ≥ 0, (ȳ + tu)N = 0, (ȳ + tu)i > 0,

ȳ + tu ist also dual zulässig und au
h optimal, da x̄ und ȳ + tu wegen
(b − Ax̄)J∪B = 0 die Komplementaritätsbedingung erfüllen. Es wäre also
i ∈ B, was i ∈ J widerspri
ht. Die Annahme J 6= ∅ war demna
h fals
h undder Beweis ist beendet. 2Bemerkung 4.21 Der Satz vom starken komplementären S
hlupf gilt ent-spre
hend für das Paar dualer linearer Probleme aus De�nition 4.9.



Kapitel 5Der Simplex-AlgorithmusIn diesem Kapitel wollen wir das erste Verfahren zur Lösung linearer Proble-me behandeln. Wir betra
hten dazu LPs in der sogenannten Standardform:
min cT xs.t. Ax = b

x ≥ 0.
(5.1)Wir nehmen n ≥ m an. Auÿerdem wollen wir in diesem Kapitel zunä
hstannehmen, dass die Matrix A ∈ Rm×n vollen Zeilenrang hat, d.h. rang (A) =

m. Das zu (5.1) duale Problem lautet:
max bT ys.t. AT y ≤ c

(5.2)In (dualer) Standardform hat das zu (5.1) gehörige duale LP die Gestalt:
max bT ys.t. AT y + z = c

z ≥ 0
(5.3)5.1 Basen, Basislösungen und DegeneriertheitAus Korollar 2.40 wissen wir, dass eine Optimallösung, sofern sie existiert,immer an einer E
ke angenommen wird. Die zulässige Menge eines LPs inStandardform ist ein Polyeder P=(A, b). Wir müssen also die E
ken einessol
hen Polyeders auf e�ziente Weise bes
hreiben.77



78Eine E
ke von P=(A, b) ist dur
h n linear unabhängige Nebenbedingungenfestgelegt. Da die m Glei
hungsnebenbedingungen au
h in einer E
ke erfülltsein müssen, verbleibt also, n−m der n Unglei
hungen xi ≥ 0 so auszuwählen,dass alle Bedingungen linear unabhängig sind und die zugehörige E
ke in
P=(A, b) liegt.Sei N die Menge der n−m ausgewählten Indizes und B = {1, 2, . . . , n} \N .Die Forderung, dass die Bedingungen Ax = b und xj = 0 für j ∈ N linearunabhängig sind, sagt aus, dass das System Ax = b eindeutig lösbar seinmuss, wenn man xj = 0 setzt für alle j ∈ N , d.h. A·B muss invertierbar sein.De�nition 5.1 Gegeben sei ein LP in Standardform (5.1). Die Matrix
A ∈ Rm×n habe vollen Zeilenrang. Sei B ein m-Tupel mit paarweise vers
hie-denen Indizes aus {1, 2, . . . , n} und sei N das (n−m)-Tupel der verbleibendenIndizes.(a) B heiÿt Basis von (5.1), falls A·B regulär ist.

B heiÿt primal zulässig, falls A−1
·B b ≥ 0 ist.

B heiÿt dual zulässig, falls cN −AT
·NA−T

·B cB ≥ 0 ist.Wir verwenden ab jetzt die S
hreibweise AB für A·B bzw. AN für A·N .Bea
hte, dass die Notation A·I nur für Mengen I de�niert ist. Wirerweitern diese De�nition in diesem Zusammenhang au
h auf Basenund Tupel und interpretieren AB als die Matrix, die aus der Menge derdur
h B induzierten Spalten besteht.(b) Die zu B gehörige Matrix AB heiÿt Basismatrix, AN Ni
htbasismatrix.Die zu B gehörende Basislösung hat die Komponenten xB = A−1
B b, xN =

0. Die Variablen xj , (j ∈ B) heiÿen Basisvariablen, alle anderen Ni
ht-basisvariablen.(
) Eine Basislösung x zur Basis B heiÿt ni
ht degeneriert (au
h: ni
htentartet), falls xB = A−1
B b > 0, andernfalls heiÿt sie degeneriert (au
h:entartet).Eine Basislösung x heiÿt zulässig, falls B primal zulässig ist.Eine Bestätigung des Zusammenhanges zwis
hen Basen und E
ken von

P=(A, b) gibt der folgende Satz.



79Satz 5.2 Sei P = P=(A, b) ein Polyeder mit rang (A) = m ≤ n, und sei
x ∈ P. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:(i) x ist eine E
ke von P.(ii) x ist eine zulässige Basislösung (d.h. es existiert eine primal zulässigeBasis B mit xB = A−1

B b, xN = 0).Beweis. (i) =⇒ (ii): Sei I = supp (x). Ist x eine E
ke von P, sind dieSpaltenvektoren A·j , j ∈ I na
h Satz 3.20 linear unabhängig.Da rang (A) = m gilt, existiert eine Menge J ⊆ {1, 2, . . . , n} \ I mit |J | =
m − |I|, so dass A·(I∪J) regulär ist. Setze nun B = I ∪ J . Dann ist B eineBasis und es gilt:

x =

(
xB

xN

)

=

(
xB

0

) (Bea
hte: supp (x) = I ⊂ B)

A−1
B b = A−1

B Ax = A−1
B

(

[AB, AN ]

(
xB

0

))

= [I, A−1
B AN ]

(
xB

0

)

= xB.Da x ≥ 0 gilt, ist B damit primal zulässig und x ist eine zulässige Basislösung.(ii) =⇒ (i): folgt direkt aus Satz 3.20. 2Damit haben wir gezeigt, dass die E
ken von P=(A, b) den Basislösungen von
Ax = b, x ≥ 0 entspre
hen. Also gibt es zu jeder E
ke eine zulässige Basis von
A. Sind zwei E
ken vers
hieden, so sind natürli
h au
h die entspre
hendenBasen vers
hieden. Dies gilt aber ni
ht in umgekehrter Ri
htung!E
ke eindeutig←→ zulässige Basislösung ni
ht eindeutig←→ zulässige BasisBeispiel 5.3 (Degeneriertheit)(a) Betra
hte das System

x1 + x2 ≤ 1
2x1 + x2 ≤ 2

x1, x2 ≥ 0.
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Abbildung 5.1: zum Beispiel 5.3 (a)Das Polytop hat die drei E
ken E1, E2, E3. Das System lautet in Stan-dardform:
x1 + x2 + s1 = 1

2x1 + x2 + s2 = 2
x1, x2, s1, s2 ≥ 0.Zur E
ke (1, 0)T bzw. (1, 0, 0, 0)T gehören folgende Basen:

B AB xB xN

(1, 2)

(
1 1

2 1

)

(x1, x2) = (1, 0) (s1, s2)

(1, 3)

(
1 1

2 0

)

(x1, s1) = (1, 0) (x2, s2)

(1, 4)

(
1 0

2 1

)

(x1, s2) = (1, 0) (x2, s1)Die Degeneriertheit der Basislösung resultiert aus der Redundanz derzweiten Unglei
hung. Ohne diese träte hier keine Degeneriertheit auf.



81Im R2 gibt es keine �ri
htige� Degeneriertheit, d.h. jedes ni
ht redun-dante Unglei
hungssystem im R2 impliziert, dass keine degeneriertenBasislösungen existieren.(b) Im R3 tritt dagegen e
hte Degeneriertheit auf (Abb. 5.2).
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Abbildung 5.2: Degeneriertheit im R3Bemerkung 5.4 Ist x eine ni
htdegenerierte Basislösung von Ay = b, y ≥
0, dann gibt es eine eindeutige zu x gehörende Basis B mit xB = A−1

B b > 0und xN = 0.Die Umkehrung gilt im Allgemeinen ni
ht.Beispiel 5.5 Sei P=(A, b) gegeben dur
h
A =

(
1 1 0
0 0 1

)

, b =

(
1

0

)

.Es gibt zwei Basen B1 = (1, 3) und B2 = (2, 3) mit xT
1 = (1, 0, 0) und

xT
2 = (0, 1, 0). Beide Basislösungen sind degeneriert, obwohl die zugehörigenBasen eindeutig sind.5.2 Die Grundversion des Simplex-VerfahrensWie bereits mehrfa
h angedeutet, besteht die Grundidee des Simplexver-fahrens darin, si
h auf ges
hi
kte Weise von E
ke zu E
ke zu bewegen, bisOptimalität na
hgewiesen werden kann. In diesem Abs
hnitt zeigen wir, wie



82dieses Verfahren funktioniert und gehen davon aus, dass wir eine (primal)zulässige Basis bereits gegeben haben. Wie wir eine sol
he bekommen, istThema eines späteren Abs
hnitts.Sei also B ⊆ {1, 2, . . . , n}, |B| = m mit AB regulär und A−1
B b ≥ 0 gegeben.Die zugehörige Basislösung ist

xB = A−1
B b ≥ 0, xN = 0.Eine Änderung dieser Lösung (xB, xN ) ist nur dadur
h errei
hbar, dass eineNi
htbasisvariable erhöht wird. Die Auswirkungen auf die anderen Variablenlassen si
h an folgender Beziehung ablesen:

Ax = b ⇐⇒ ABxB + ANxN = b

⇐⇒ ABxB = b− ANxN (5.4)
⇐⇒ xB = A−1

B (b− ANxN ).Die Auswirkung einer Erhöhung von xj (j ∈ N) auf die Zielfunktion lässtsi
h ebenfalls bere
hnen:
cT x = cT

BxB + cT
NxN

(5.4)
= cT

BA−1
B (b− ANxN ) + cT

NxN (5.5)
= cT

BA−1
B b + (cT

N − cT
BA−1

B AN)xN .Eine Erhöhung eines xj mit j ∈ N bringt also nur dann eine mögli
he Ver-besserung der Zielfunktion, falls
cj − cT

BA−1
B A·j < 0 (5.6)gilt für ein j ∈ N . Der Vektor zN = cN−AT

NA−T
B cB heiÿt Vektor der reduziertenKosten (oder einfa
h nur reduzierte Kosten).Wir werden im folgenden Satz zeigen, dass (xB, xN ) optimal ist, falls diereduzierten Kosten ni
ht-negativ sind.Nehmen wir also an, wir haben einen Index j ∈ N , der (5.6) erfüllt. Wirwollen xj nun soweit wie mögli
h erhöhen, d.h. der resultierende Vektor sollgerade no
h zulässig bleiben. Auskunft über den Ein�uss von xj auf dieanderen Variablen gibt (5.4):Alle Indizes in N \ {j} bleiben von der Aktion unberührt. Wegen (5.4) gilt:

xB = A−1
B b− A−1

B ANxN = A−1
B b−A−1

B A·jxj − A−1
B AN\{j} xN\{j}

︸ ︷︷ ︸

=0

.



83Der Ein�uss der Erhöhung von xj auf xB wird also dur
h den Vektor
w = A−1

B A·jgesteuert. Gilt w ≤ 0, so können wir xj beliebig erhöhen und bleiben im-mer zulässig (d.h. x ≥ 0). Da zusätzli
h (5.6) gilt, wird dadur
h au
h dieZielfunktion beliebig verbessert, d.h. das LP (5.1) ist unbes
hränkt.Nehmen wir deshalb w 6≤ 0 an und betra
hten diejenigen Indizes mit wi > 0.Wir können xj maximal so weit erhöhen, bis eine der Variablen aus xB dieNull errei
ht. Damit x zulässig bleibt, muss xB ≥ 0 bleiben:
xB = A−1

B b− xjw ≥ 0.Für alle Indizes i ∈ {1, . . . , m} mit wi > 0 muss also gelten
xjwi ≤ (A−1

B b)i ⇐⇒ xj ≤
(A−1

B b)i

wi
.Die Erhöhung γ von xj lässt si
h daher in folgender Form s
hreiben:

γ = min

{
(A−1

B b)i

wi
: wi > 0, i ∈ {1, . . . , m}

}

.Genau eine Variable, die als erste den Wert Null errei
ht, wird nun die Basisverlassen (sie ist an der unteren S
hranke angekommen) und xj wird in dieBasis aufgenommen. Dana
h beginnt dieser Prozess von vorne. Zusammen-gefasst sieht das Verfahren wie folgt aus:



84Algorithmus 5.6 Der Simplex-Algorithmus, Grundversion.Input: Eine primal zulässige Basis B, x̄B = A−1
B b.Output: (i) Eine Optimallösung x̄ für das LP (5.1)oder

(ii) Die Meldung �Das LP (5.1) ist unbes
hränkt�.(1) BTRAN (Ba
kward Transformation)Löse ȳT AB = cT
B.(2) Pri
ingBere
hne Vektor der reduzierten Kosten: z̄N = cN − AT

N ȳ.Falls z̄N ≥ 0, dann ist B optimal, Stop.Andernfalls wähle ein j ∈ N mit z̄j < 0. xj heiÿt die in die Basiseintretende Variable (engl. entering).(3) FTRAN (Forward Transformation)Löse ABw = A·j.(4) Ratio-TestFalls w ≤ 0, dann ist das LP (5.1) unbes
hränkt, Stop.Andernfalls bere
hne
γ =

x̄Bi

wi
= min

{
x̄Bk

wk
: wk > 0, k = 1, 2, . . . , m

}

,wobei i ∈ {1, 2, . . . , m} und wi > 0 ist. x̄Bi
heiÿt die die Basisverlassende Variable (engl. leaving).(5) UpdateSetze x̄B := x̄B − γw,

N := (N \ {j}) ∪ {Bi},
Bi := j,
x̄j := γ.Gehe zu (1).



85Beispiel 5.7 Betra
hten wir folgendes lineare Problem:
min −3x1 −2x2 −2x3s.t. x1 +x3 ≤ 8

x1 +x2 ≤ 7
x1 +2x2 ≤ 12

x1, x2, x3 ≥ 0.
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Abbildung 5.3: Gra�s
he Darstellung zu Beispiel 5.7.Wir bringen das LP in Standardform:
min −3x1 −2x2 −2x3s.t. x1 +x3 +x4 = 8

x1 +x2 +x5 = 7
x1 +2x2 +x6 = 12

x1, . . . , x6 ≥ 0.Eine primal zulässige Basis ist B = (4, 5, 6), N = (1, 2, 3).Die Basislösung ist x̄B = (8, 7, 12)T , x̄1, x̄2, x̄3 = 0, d.h. alle S
hlupfvariablensind in der Basis und der Zielfunktionswert ist Null. Die einzelnen S
hrittedes Algorithmus 5.6 sehen dann wie folgt aus:



86(1) BTRAN̄
yT





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 = (0, 0, 0) =⇒ ȳT = (0, 0, 0)T(2) Pri
ing
z̄N =





−3
−2
−2



−





1 1 1
0 1 2
1 0 0



 ·





0
0
0



 =





−3
−2
−2



Wähle nun j = 1. Die Variable x1 wird in die Basis aufgenommen.(3) FTRAN




1 0 0
0 1 0
0 0 1



w =





1
1
1



 =⇒ w =





1
1
1



(4) Ratio-Test
γ = min

{
8

1
,
7

1
,
12

1

}

= 7mit i = 2 und B2 = 5. x5 verlässt die Basis.(5) Update
x̄B =





x̄4

x̄5

x̄6



 =





8
7
12



− 7





1
1
1



 =





1
0
5



Daher: N = {1, 2, 3} \ {1} ∪ {5} = (5, 2, 3); B = (4, 1, 6), B2 =
1, x̄1 = 7. Der Zielfunktionswert ist −21.Entspre
hende Fortsetzung liefert folgende Ergebnisse:Iteration Zielfunktionswert Eintretende Var. Verlassende Var.1 −21 x1 x52 −23 x3 x43 −28 x2 x6



87Na
h der dritten Iteration gilt B = (3, 1, 2), N = {4, 5, 6} und
x̄B =





x̄3

x̄1

x̄2



 =





6
2
5



 .(1) BTRAN
ȳT





1 1 0
0 1 1
0 1 2



 = (−2,−3,−2) =⇒ ȳ =





−2
0
−1



(2) Pri
ing
z̄N =





0
0
0



−





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ·





−2
0
−1



 =





2
0
1



 ≥ 0

=⇒ B ist optimal (vgl. dazu den na
hfolgenden Satz).Satz 5.8Terminiert der Algorithmus 5.6, so liefert er das korrekte Ergebnis.Beweis. Wir zeigen zuerst, dass der fünfte S
hritt (Update) korrekt ist.Dazu sei B die Basis vor dem Update und B+ das Tupel der Indizes na
hdem Update, d.h. B und B+ sind identis
h, auÿer an der Stelle i, an wel
her
Bi dur
h j ersetzt wird. Analog sei N+ = {1, . . . , n}\N . Der Übersi
htli
hkeithalber bezei
hnen wir den neuen Punkt mit x̄+. Wir müssen also zeigen:(i) AB+ ist regulär.(ii) x̄+

B+ ≥ 0 , x̄+
N+ = 0.(iii) x̄+

B+ = A−1
B+b.zu (i): Angenommen, AB+ ist ni
ht regulär. Dann ist A·j linear abhängigvon den restli
hen Spalten von AB+ , d.h. es existiert ein eindeutiges λmit

A·B+\{j}λ = A·j.



88 Wegen FTRAN gilt A·j = ABw, und da B+ \ {j} = B \ {Bi} erhaltenwir
A·B\{Bi}λ = ABw,oder glei
hbedeutend

A·B\{Bi}λ = wiA·Bi
+

∑

k∈{1,...,m}\{i}
wkA·Bk

.Da A·Bi
linear unabhängig von A·B\{Bi} (weil AB regulär laut Voraus-setzung), folgt daraus, dass wi = 0 gelten muss, ein Widerspru
h zurWahl im Ratio-Test.Eigentli
h folgen (ii) und (iii) bereits aus unserer Herleitung desSimplex-Algorithmus. Der Vollständigkeit halber geben wir denno
hden Beweis.zu (ii): Da x̄j = γ und γ > 0 gilt, folgt x̄+

B+

i

= γ ≥ 0. Weiter gilt für alle
k ∈ {1, 2, . . . , m}

x̄+
Bk

= x̄Bk
− γwk.Ist wk ≤ 0, dann gilt x̄+

Bk
≥ 0, da x̄Bk

≥ 0.Andernfalls gilt̄
x+

Bk
= x̄Bk

− x̄Bi

wi

wk ≥ x̄Bk
− x̄Bk

wk

wk = 0.Insbesondere gilt dann also au
h x̄+
Bi

= 0, d.h. x̄+
N+ = 0, da die restli-
hen Variablen mit den Indizes aus N \ {j} unberührt bleiben.zu (iii): Es genügt, AB+ x̄+

B+ = b zu zeigen. Es gilt
AB+ x̄+

B+ = AB x̄+
B + A·jx̄

+
j −A·Bi

x̄+
Bi
︸︷︷︸

=0

= AB(x̄B − γw) + A·jx̄
+
j = b− γA·j + A·j x̄+

j
︸︷︷︸

=γ

= bAus (i) � (iii) folgt, dass B während des gesamten Algorithmus eine primalzulässige Basis ist, und x̄ mit x̄B = A−1
B b ≥ 0 und x̄N = 0 ist eine zulässigeLösung.



89Nehmen wir jetzt an, dass der Algorithmus im zwei-ten S
hritt (Pri
ing) stoppt. Gegeben ist dann x̄B und ȳaus dem ersten S
hritt (BTRAN). Wir wissen bereits, dass
x̄ für (5.1) zulässig ist.Wir zeigen nun, dass ȳ für (5.2) zulässig ist und x̄, ȳ die Bedingung (
) ausdem Satz 4.19 vom s
hwa
hen komplementären S
hlupf erfüllt. Jedenfalls ist
ȳ für (5.2) zulässig, da na
h BTRAN gilt AT

Bȳ = cB und zudem cN −AT
N ȳ =

z̄N ≥ 0 ist. Dies zeigt AT ȳ ≤ c.Zudem gilt x̄N = 0 und AT
B ȳ = cB, also ist die Bedingung (
) aus Satz4.19 erfüllt und somit x̄ optimal für (5.1). (Zur Kontrolle: cT x̄ = cT

Bx̄B =
(ȳTAB)xB = ȳT b.)Nehmen wir s
hlieÿli
h an, dass der Algorithmus 5.6 im vierten S
hritt(Ratio-Test) stoppt, d.h. es gilt w ≤ 0. Wir wissen aus (5.4) und FTRAN,dass dann die Punkte x̄+(γ) gegeben dur
h

x̄+
j (γ) = γ, x̄+

B(γ) = x̄B − A−1
B A·jγ = x̄B − γw, x+

N\{j}(γ) = 0für jedes γ > 0 primal zulässig sind. Für den Zielfunktionswert ergibt si
hna
h (5.5) und BTRAN
cT x̄+(γ) = cT

Bx̄B + z̄T
N x̄+

N (γ) = cT
Bx̄B + z̄j

︸︷︷︸

<0

γ → −∞ für γ →∞.Ist also w ≤ 0 in S
hritt 3, dann ist (5.1) tatsä
hli
h ni
ht na
h untenbes
hränkt. 2Es bleibt zu klären, ob der Algorithmus 5.6 endli
h ist. Dazu ma
hen wirzunä
hst eine einfa
he Beoba
htung.Satz 5.9 Betra
hte ein lineares Problem (5.1), so dass P=(A, b) 6= ∅ und allezulässigen Basislösungen ni
ht degeneriert sind. Dann ist der Algorithmus 5.6endli
h.Beweis. Der Algortihmus generiert lauter primal zulässige Basen, jede istna
h Voraussetzung ni
htdegeneriert. Sei B die aktuelle Basis. Es gilt dann
x̄B > 0, x̄N = 0 (Ni
htdegeneriertheit). Entweder terminiert der Algorithmus



90in der aktuellen Iteration, oder es gilt z̄N 6≥ 0 und w 6≤ 0. Er wählt dann
j ∈ N mit z̄j < 0 und bestimmt

γ =
x̄Bi

wi

= min

{
x̄Bk

wk

: wk > 0, k = 1, 2, . . . , m

}

,wobei i ∈ {1, 2, . . . , m} und wi > 0 ist. Wegen x̄B > 0 folgt γ > 0. Der neueZielfunktionswert ist nun na
h (5.5) und BTRAN
cT x̄+ = cT

Bx̄B + z̄j
︸︷︷︸

<0

γ
︸︷︷︸

>0

< cT
Bx̄B = cT x̄.Ist nun B1, B2, . . . eine Folge von Basen, die im Algorithmus 5.6 erzeugtwerden, so folgt daraus, dass keine Basis innerhalb der Folge doppeltauftreten kann, da die Zielfunktionswerte streng monoton fallen. Da es nurendli
h viele Basen gibt, muss der Algorithmus irgendwann terminieren. 2Leider ist die Grundversion des Simplex-Algorithmus im degenerierten Fallim Allgemeinen ni
ht endli
h.Beispiel 5.10 (Kreiseln) Siehe Übung.Es bleibt die Frage zu klären, ob es im zweiten S
hritt (Pri
ing) und imdritten S
hritt (Ratio-Test) Auswahlregeln gibt, die ein Kreiseln au
h imdegenerierten Fall verhindern. Der folgende Satz gibt eine sol
he Regel an.Satz 5.11 Unter Verwendung einer der beiden folgenden Auswahlregeln istder Algorithmus 5.6 au
h im degenerierten Fall endli
h.(a) Bland (siehe [Bl77℄).Pri
ing: Wähle den kleinsten Index j ∈ N mit z̄j < 0.Ratio Test: Wähle unter allen Indizes i ∈ {1, 2, . . . , m} mit x̄Bi

wi
= γdenjenigen mit kleinstem Index Bi.(b) Lexikogra�s
he Regel (Dantzig, Orden, Wolfe, siehe [Da55℄).Pri
ing: Wähle einen Index j ∈ N mit z̄j < 0 beliebig.



91Ratio Test: Wähle i ∈ {1, 2, . . . , m} mit x̄Bi

wi
= γ so, dass (A−1

B A)i·
wilexikographis
h minimal ist.Ein Vektor λ sei dabei lexikogra�s
h kleiner als ein Vektor µ glei-
her Dimension, falls λ 6= µ und für den kleinsten Index i mit

λi 6= µi gilt λi < µi.Beweise dieser Aussagen �ndet man z.B. in S
hrijver [S
h86℄ oder bei Chvátal[Ch83℄.Bemerkung 5.12 Man kann zeigen, dass 5.11(b) äquivalent zur Perturba-tionsmethode ist, d.h. man betra
htet
min cT xs.t. Ax = b + ε

x ≥ 0
(5.7)für ein ε ∈ Rm, ε > 0. Man kann zeigen, dass bei geeigneter Wahl von ε daslineare Problem (5.7) keine degenerierten E
ken enthält und jede zulässigeBasis von (5.7) eine zulässige Basis von (5.1) ist (vgl. Chvátal [Ch83℄).Aus praktis
her Si
ht stellt si
h natürli
h ni
ht nur die Frage der Endli
hkeit,sondern man benötigt au
h Aussagen über das Worst-Case Verhalten desSimplex-Algorithmus.Weiter stellt si
h die Frage, ob es eine Auswahlregel fürdie S
hritte zwei und vier gibt, so dass der Simplex-Algorithmus polynomialeLaufzeit hat. Bislang ist eine sol
he Regel ni
ht bekannt.Beispiel 5.13 Betra
hte für ein ε mit 0 < ε < 1

2
das Problem

min −xns.t. ε ≤ x1 ≤ 1
εxj−1 ≤ xj ≤ 1− εxj−1 für j = 2, 3, . . . , n.Dieses Beispiel ist in der Literatur unter dem Namen Klee-Minty-Würfel be-kannt (benannt na
h seinen Entde
kern). Man kann zeigen, dass der Simplex-Algorithmus 2n Iterationen zur Lösung des obigen LPs benötigt, demna
h alsoalle E
ken abläuft (zum Beweis siehe beispielsweise Papadimitriou & Steiglitz[PS82℄).
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Abbildung 5.4: Klee-Minty-Würfel (Beispiel 5.13)5.3 Phase I des Simplex-Algorithmus: Das Fin-den einer zulässigen BasisIn diesem Kapitel wollen wir das Problem lösen, für (5.1)
min cT xs.t. Ax = b

x ≥ 0.eine (primal) zulässige Basis zu �nden oder aber festzustellen, dass
P=(A, b) = ∅ gilt. Wir nehmen ohne Eins
hränkung an, dass b ≥ 0 ist (sonstmultipliziere die Glei
hungen mit −1, für die bi < 0 ist).Wir verzi
hten in diesem Kapitel zunä
hst auf die Annahme, dass A vollenZeilenrang hat, d.h. wir lassen rang (A) ≤ m zu. Wir betra
hten nun folgen-des lineare Problem (1l sei dabei der Vektor, dessen Komponenten alle glei
h



931 sind):
min 1lT ys.t. Ax + y = b

x, y ≥ 0.
(5.8)(5.8) ist in Standardform gegeben und die Matrix D = (A, I) hat o�en-si
htli
h vollen Zeilenrang. Die Variablen des Vektors y werden als künstli
heVariablen bezei
hnet. Seien {1, 2, . . . , n, n + 1, . . . , n + m} die Spaltenindizesvon D und u =

(
x
y

). Dann ist B = (n + 1, n + 2, . . . , n + m) eine primalzulässige Basis mit uB = y = b ≥ 0 und uN = x = 0.Es gilt nun folgender Satz.Satz 5.14 In dem linearen Programm (5.1) sei b ≥ 0. Dann gelten für daslineare Programm (5.8):(i) B = (n + 1, n + 2, . . . , n + m) ist eine primal zulässige Basis mit zuläs-siger Basislösung u =
(

x
y

)
=
(
0
b

).(ii) (5.8) ist lösbar.(iii) Sei (x∗

y∗

) optimale Lösung von (5.8) na
h Anwendung des Simplex-Verfahrens 5.6.Ist dann y∗ 6= 0, dann hat (5.1) keinen zulässigen Punkt.Ist dagegen y∗ = 0 und gilt rang (A) = m, dann ist x∗ zulässige Basis-lösung von (5.8).Beweis. zu (i): Ist wegen DB = I, Du = y = b und uB = y ≥ 0, uN = x = 0klar.zu (ii): Die Zielfunktion ist dur
h 0 na
h unten bes
hränkt und na
h (i)existiert ein zulässiger Punkt. Na
h dem starken Dualitätssatz existiert alsoeine Lösung.zu (iii): Ist y∗ 6= 0, dann ist der Optimalwert 1lT y∗ > 0. In diesem Fall kann(5.1) keinen zulässigen Punkt x besitzen, denn sonst wäre (x
0

) zulässig für(5.8) mit kleinerem Zielfunktionswert 0.Ist y∗ = 0 dann ist x∗ zulässig für (5.1).
(

x∗

0

) ist als Ergebnis des Simplex-Verfahrens eine zulässige Basislösung von(5.8). Sei B die zugehörige Basis und setze
Bx = {1, . . . , n} ∩ B, By = B \Bx, Nx = {1, . . . , n} ∩N, Ny = N \Nx.



94Dann gilt x∗
Bx
≥ 0, x∗

Nx
= 0 und ABx

hat linear unabhängige Spalten.Gilt nun |Bx| = m, dann ist Bx bereits primal zulässige Basis von (5.1).Andernfalls kann im Fall rang (A) = m die Matrix ABx
dur
h m − |Bx|geeignete Spalten aus ANx

zu einer invertierbaren Basismatrix ergänztwerden und x∗ ist die zugehörige Basislösung. 2

Phase I mit dem dem in (iii) angespro
henen Ergänzungsprozess einer un-vollständigen Basis kann zum Beispiel wie folgt dur
hgeführt werden:



95Algorithmus 5.15 Phase I des Simplex-Algorithmus.Input: A, b, c für Problem (5.1) mit b ≥ 0.Output: (i) Eine zulässige Basis B für (5.1) mit zugehörigerBasislösung x̄oder(ii) Die Meldung �Das LP (5.1) ist unzulässig�.oder(iii) Die Meldung �rang (A) < m �.(1) Wende den Simplex-Algorithmus 5.6 auf (5.8) mit Startbasis B =
(n + 1, . . . , n + m) und Basislösung (0

b

) an. Sei (x̄
ȳ

) die erhalteneLösung mit zugehöriger Basis B.(2) Ist ȳ 6= 0: STOP, das LP (5.1) ist unzulässig.(3) Andernfalls setze
Bx = {1, . . . , n} ∩B, By = B \Bx,

Nx = {1, . . . , n} ∩N, Ny = N \Nx.While |Bx| < m:Bestimme j ∈ Nx, so dass für die Lösung w von
(IBy−n, ABx

)w = A·jgilt wi 6= 0 für ein i ≤ m− |Bx|.Existiert kein sol
hes j: STOP, rang (A) < m.Sonst setze Bx := Bx ∪ {j}, By := By \ {(By)i}, Nx = Nx \ {j}.End whileSTOP, B := Bx ist zulässige Basis für (5.1) mit Basislösung x̄.Wir zeigen no
h, dass S
hritt (3) die Basisergänzung dur
hführt:Zu Beginn ist (IBy−n, ABx
) als Basismatrix invertierbar. Gilt für die Lösung

w von
(IBy−n, ABx

)w = A·j (5.9)
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w{1,...,m−|Bx|}=0, dann ist A·j linear abhängig von den Spalten von ABx

. ImFall rang (A) = m kann dies ni
ht für alle j ∈ Nx auftreten.Mit B+
y := By \{(By)i} ist nun die neue Basismatrix (IB+

y −n, ABx
, A·j) inver-tierbar. Denn sonst lieÿe si
h A·j als Linearkombination der übrigen linearunabhängigen Spalten darstellen, in der eindeutigen Lösung von (5.9) wärealso wi = 0, was ni
ht der Fall ist.Bemerkung 5.16 Die Anwendung von Algorithmus 5.6 auf Problem (5.8)wird häu�g als Phase I des Simplex-Verfahrens bezei
hnet.5.4 Implementierung des Simplex-VerfahrensIm folgenden wollen wir no
h einige Anmerkungen dazu ma
hen, wie dasSimplex-Verfahren in der Praxis implementiert wird.Lösen der linearen Glei
hungssystemeDas Lösen von linearen Glei
hungssystemen kann sehr hohe Laufzeiten ver-ursa
hen. Das Bilden einer Inversen benötigt mindestens O(n2+ε) S
hritte(hierbei gilt ε ∈ (0, 1]). Hinzu kommt, dass die Inverse di
ht besetzt seinkann (d.h. viele Ni
ht-Null-Einträge), obwohl die Ausgangsmatrix dünn be-setzt ist. Hier ein paar Anmerkungen, wie man diese Probleme vermeidenkann.Anstelle der Basisinversen A−1

B kann man z.B. eine LU-Faktorisierung von ABbestimmen, d.h. man erzeugt eine untere Dreie
ksmatrix L und eine obereDreie
ksmatrix U , so dass L · U = PABQ gilt, wobei P, Q Permutations-matrizen sind, die von Zeilen- und Spaltenvertaus
hungen bei der Pivotwahlherrühren. Das System ABx = b kann dann in zwei S
hritten gelöst werden:
b = ABx ⇐⇒ Pb = PABQz = L Uz

︸︷︷︸

=:y

, x = Qz ⇐⇒
Ly = Pb
Uz = y

x = Qz.Dur
h die Dreie
ksgestalt der Matrizen L und U können beide Glei
hungs-systeme dur
h einfa
hes Vorwärts-, bzw. Rü
kwärtseinsetzen gelöst werden.Wi
htig ist bei der LU-Zerlegung, L und U dünn besetzt zu halten. Dazu gibtes eine Reihe von Pivot-Strategien bei der Bestimmung von L und U . Eine



97sehr gute Implementierung einer LU-Zerlegung für dünn besetzte Matrizenist z.B. in Suhl & Suhl [SS90℄ zu �nden.Denno
h wäre es immer no
h sehr teuer, in jeder Iteration des Simplex-Algorithmus eine neue LU-Faktorisierung zu bestimmen. Glü
kli
herweisegibt es Update-Formeln, um die LU-Faktorisierung einer Basismatrix au
h inspäteren Iterationen nutzen zu können. Dies führt auf folgende Strategie:
• Faktorisiere eine Basismatrix AB0

.
• Verwende Update-Formeln, um für na
hfolgende Basen B1, B2, . . . , Bkdie Lösung von Glei
hungssystemen mit den Matrizen ABk

, AT
Bk

auf einSytem mit der Matrix AB0
bzw. AT

B0
zurü
kzuführen, das e�zient mitHilfe der vorhandenen LU-Faktorisierung gelöst werden kann.Die Basis bildet der folgende Satz. Mit den Bezei
hnungen aus Algorithmus5.6 gilt:Satz 5.17 Sei

ηj =







1

wi
, falls j = i

−wj

wi
, sonst.sowie die Matrizen F und E wie folgt gegeben:

F =
















1 w1. . . ... 0

1
...

wi... 1

0
... . . .

wm 1
















E =
















1 η1. . . ... 0

1
...
ηi... 1

0
... . . .

ηm 1
















↑ ↑
i iDann gelten die Beziehungen AB+ = AB · F und A−1

B+ = E · A−1
B .Beweis. Zunä
hst gilt AB+ = AB ·F (vgl. FTRAN) und dur
h Na
hre
hnenveri�ziert man F · E = I, d.h. F−1 = E. Damit folgt nun

A−1
B+ = (AB · F )−1 = F−1 · A−1

B = E ·A−1
B .
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2Satz 5.17 kann nun verwendet werden, um Glei
hungssysteme in Folgeitera-tionen zu lösen, ohne explizit eine neue Faktorisierung bere
hnen zu müssen.Sei B0 die Basis, bei der zum letzten Mal eine LU-Faktorisierung bere
hnetwurde, d.h. L ·U = AB0

und wir betra
hten die k-te Simplexiteration dana
hund wollen daher ein Glei
hungssystem der Form
ABk

x̄k = b (∗)lösen. Dann gilt
ABk

= AB0
· F1 · F2 · · ·Fkund

x̄k = F−1
k · F−1

k−1 · · ·F−1
1 x0

= Ek · Ek−1 · · ·E1x0,wobei x0 die Lösung von AB0
x = b ist. x̄k ist die Lösung von (∗), denn

ABk
x̄k = (AB0

· F1 · F2 · · ·Fk) · (Ek · Ek−1 · · ·E1x0)

= AB0
(F1 · F2 · · ·Fk · Ek · Ek−1 · · ·E1)
︸ ︷︷ ︸

=I

x0

= AB0
x0 = b.Bea
hte, dass diese Herleitung eine no
hmalige Bestätigung der Korrektheitder Update-Formel im fünften S
hritt (Update) des Algorithmus 5.6 darstellt.Mit der Beziehung ABk

= AB0
·F1 ·F2 · · ·Fk lassen si
h entspre
hend Update-Formeln für BTRAN (zur Bere
hnung von y) und FTRAN (zur Bere
hnungvon w) herleiten. Mehr Informationen zur e�zienten Implementierung dieserBere
hnungsmögli
hkeiten �ndet man z.B. in Forrest & Tomlin [FT72℄.Abs
hlieÿend sei bemerkt, dass die Update-Formeln die Gefahr bergen, dassdie numeris
hen Fehler in den Lösungsvektoren verstärkt werden. Es emp-�ehlt si
h daher, hin und wieder neu zu faktorisieren (aktuelle Codes tundies etwa alle 100 Iterationen).



99Pri
ingIn der Literatur wird eine Vielzahl von Auswahlregeln diskutiert, wel
herIndex j ∈ N im Pri
ing gewählt werden soll. Die am häu�gsten verwendetenRegeln in heutigen State-of-the-art Paketen sind:(1) Kleinster Index.Diese Auswahlregel ist Teil von Blands Regel zum Vermeiden des Krei-selns.(2) Volles Pri
ing (Dantzigs Regel).Bere
hne die reduzierten Kosten für alle Ni
htbasisvariablen und wähleeinen der Indizes mit den kleinsten reduzierten Kosten.
• Wird häu�g benutzt in der Praxis.
• Kann sehr aufwendig sein, wenn die Anzahl der Variablen groÿist.(3) Partial und Multiple Pri
ing.Partial Pri
ing versu
ht die Na
hteile des vollen Pri
ings zu vermeidenund betra
htet nur eine Teilmenge der Ni
htbasisvariablen. Nur wenndiese Teilmenge keine negativen reduzierten Kosten enthält, wird eineneue Teilmenge betra
htet. Dies wird fortgesetzt, bis alle reduziertenKosten ni
ht-negativ sind.Multiple Pri
ing nutzt die Tatsa
he, dass Variablen mit negativen redu-zierten Kosten in Folgeiterationen häu�g wiederum negative reduzierteKosten haben. Deshalb werden Variablen, die in früheren Iterationenbereits negative reduzierte Kosten hatten, zuerst betra
htet.Multiple Partial Pri
ing kombiniert diese beiden Ideen.(4) Steepest Edge Pri
ing (Kuhn & Quandt [KQ63℄, Wolfe & Cutler[WC63℄).Die Idee besteht hierbei darin, eine Variable zu wählen (geometris
hgesehen eine Kante), die am steilsten bzgl. der Zielfunktion ist, diealso pro Einheit �Variablenerhöhung� den gröÿten Forts
hritt in derZielfunktion bewirkt. In Formeln sieht das folgendermaÿen aus:



100 Der Update im fünften S
hritt von Algorithmus 5.6 lautet
(

x̄B

x̄N

)

=

(
x̄B

x̄N

)

+ γ ηj mit ηj =

(−A−1
B A·j

(ej)N

)

.Mit dieser De�nition von η gilt für die reduzierten Kosten
z̄j = cj − cT

BA−1
B A·j = cT ηj .Im Gegensatz zum vollen Pri
ing, wo ein j ∈ N gewählt wird mit

cT ηj = min
l∈N

cT ηl,wählen wir nun ein j ∈ N mit
cT ηj

‖ηj‖
= min

l∈N

cT ηl

‖ηl‖
.Vorteil: Deutli
h weniger Simplex-Iterationen nötig.Na
hteil: Re
henaufwendig, es muss in jedem S
hritt ein Glei
hungs-system zur Bere
hnung der ηj gelöst werden. Abhilfe s
ha�en dieUpdate-Formeln von Goldfarb und Reid (siehe [GR77℄).Alternative: Approximation der Normen (siehe [Ha73℄). Bekannt alsDevex Pri
ing.Ratio-TestEin ernsthaftes Problem im Ratio-Test ist es, dass das Minimum γ u.U. füreinen Index i angenommen wird, für den der Nenner wi sehr klein ist. Diesführt zu numeris
hen Instabilitäten. Eine Idee, um dieses Problem zu lösen,geht auf Harris (siehe [Ha73℄) zurü
k. Die Bere
hnung erfolgt in mehrerenS
hritten.(1) Bestimme rk =







x̄Bk

wk

, falls wk > 0

+∞ sonst für k = 1, 2, . . . , m.(2) Bere
hne
t = min

{

rk +
ε

wk

∣
∣
∣ k = 1, 2, . . . , m

}

,wobei ε > 0 eine vorgegebene Toleranz bezei
hnen soll (z.B. ε = 10−6).



101(3) Der verlassende Index i ist nun
i = argmax {wk : rk ≤ t , k = 1, 2, . . . , m}.Bea
hte, dass x̄B negativ werden kann, da ε > 0 gilt, und daraus eine un-zulässige Basis resultiert. In diesem Fall wird die untere S
hranke Null aufmindestens −ε gesetzt (engl.: shifting) und die Bere
hnungen der S
hritte(1) � (3) wiederholt.Wie man Variablen mit unteren S
hranken, deren Wert unglei
h Null ist,behandelt, werden wir im nä
hsten Abs
hnitt sehen.Die unzulässigen S
hranken werden erst am Ende des Algorithmus entfernt.Dies ges
hieht dur
h einen Aufruf der Phase I mit einem ans
hliessenden er-neuten Dur
hlauf der Phase II des Simplex-Algorithmus. Die Ho�nung dabeiist, dass am Ende nur wenige Variablen e
ht kleiner als Null sind und damitdie beiden Phasen s
hnell ablaufen. Mehr Details dazu �ndet man in Gill,Murray, Saunders & Wright [GMSW89℄.5.5 Varianten des Simplex-AlgorithmusIn diesem Abs
hnitt wollen wir uns no
h mit zwei Varianten / Erweiterun-gen des Algorithmus 5.6 bes
häftigen. Zum einen ist dies die Behandlungvon unteren und oberen S
hranken, zum anderen ist es der duale Simplex-Algorithmus. Wir beginnen mit letzterem.5.5.1 Der duale Simplex-AlgorithmusDie Grundidee des dualen Simplex-Algorithmus ist es, den primalen Simplex-Algorithmus 5.6 auf das duale lineare Problem in Standardform (5.3) anzu-wenden, ohne (5.1) explizit zu dualisieren. Historis
h war die Entwi
klungjedo
h anders: Man da
hte zunä
hst, man hätte ein neues Verfahren gefun-den, ehe man den obigen Zusammenhang erkannte. Betra
hten wir no
hmals(5.1)

min cT xs.t. Ax = b
x ≥ 0



102und das dazu duale Problem in Standardform (5.3)
max bT ys.t. AT y + Iz = c

z ≥ 0.Wir gehen im Folgenden wieder davon aus, dass A vollen Zeilenrang hat,d.h. rang (A) = rang (AT ) = m ≤ n. Mit D = (AT , I) ∈ Rn×(m+n) erhält(5.3) die Form
max bT ys.t. D

(
y
z

)
= c

z ≥ 0.Eine Basis H des dualen Problems in (5.3) hat also die Mä
htigkeit n mit
H ⊆ {1, 2, . . . , m, m + 1, . . . , m + n}. Wir ma
hen zunä
hst folgende Beob-a
htung:Satz 5.18 Sei A ∈ Rm×n eine Matrix mit vollem Zeilenrang und H einezulässige Basis von (5.3). Dann ist (5.3) unbes
hränkt oder es existiert eineoptimale Basis Hopt mit {1, 2, . . . , m} ⊆ Hopt.Beweis. Übung. 2Im Gegensatz zur Anwendung von Algorithmus 5.6 auf (5.1) haben wir hierdie Besonderheit, dass ni
ht alle Variablen Vorzei
henbes
hränkungen unter-liegen. Die Variablen in y sind sogenannte freie Variablen. Satz 5.18 sagt aus,dass wir o.B.d.A. davon ausgehen können, dass alle Variablen in y in einerBasis H für (5.3) enthalten sind.Da |H| = n ≥ m und y aus m ≤ n Variablen besteht, muss H no
h (n−m)Variablen aus z enthalten. Wir bezei
hnen mitN ⊆ {1, 2, . . . , n} diese (n−m)Variablen und mit B = {1, 2, . . . , n} \ N die Indizes aus z, die ni
ht in derBasis sind. Es gilt alsoBasis: H = {1, . . . , m} ∪ (N + m), Basismatrix: DH = (AT , I·N)Ni
htbasis: M = {1, . . . , m + n} \H = B + m, Ni
htbasismatrix: DM = I·B.



103Wir wollen nun zulässige Basen H 
harakterisieren: Da DH = (AT , I·N) re-gulär ist, muss au
h AT
B regulär sein, also ist AB regulär. Nun gilt

D

(
y

z

)

= c, z ≥ 0 ⇐⇒ AT y + Iz = c, z ≥ 0

⇐⇒
{

AT
By + zB = cB, zB ≥ 0

AT
Ny + zN = cN , zN ≥ 0

}

⇐⇒







y = A−T
B (cB − zB)

zN = cN − AT
NA−T

B (cB − zB)

zN , zB ≥ 0







(5.10)Setzen wir die Ni
htbasisvariablen zu 0, also zB = 0, so ist H (primal) zulässigfür (5.3), falls
zN = cN − AT

NA−T
B cB ≥ 0,was äquivalent dazu ist, dass B dual zulässig ist (vgl. De�nition 5.1(a)).Bea
hte, dass H dur
h N und B eindeutig festgelegt ist. Daher ist es übli
h,der De�nition 5.1(a) zu folgen und von einer dual zulässigen Basis B für (5.1)zu spre
hen und weniger von einer (primal) zulässigen Basis H für (5.3).Betra
hten wir also eine dual zulässige Basis B (Bea
hte: B sind die Ni
ht-basisvariablen im Dualen und N sind die Basisvariablen im Dualen) mit

z̄N = cN − AT
NA−T

B cB ≥ 0,

z̄B = 0und wenden Algorithmus 5.6 auf (5.3) an.(1) BTRAN liefert (vgl. primaler Simplex-Alg.: AT
B ȳ = cB)

DT
H x̄ =

(
b

0

)

⇐⇒
(

A

IT
·N

)

x̄ =

(
b

0

)

⇐⇒
(

AB AN

0 INN

)(
x̄B

x̄N

)

=

(
b

0

)

⇐⇒ ABx̄B + AN x̄N = b

x̄N = 0

⇐⇒ x̄N = 0, ABx̄B = b

⇐⇒ x̄N = 0, x̄B = A−1
B b



104(2) Pri
ing bere
hnet die reduzierten Kosten (vgl. primaler Simplex-Alg.:
z̄N = cN −AT

N ȳ) zu
r̄B = 0B −DT

M x̄ = −IT
·Bx̄ = −IB·x̄ = −x̄B.Da (5.3) ein Maximierungsproblem ist, können wir die Zielfunktion nurverbessern, falls die reduzierten Kosten > 0 sind für eine Ni
htbasisva-riable, also für einen Index Bi ∈ B.Sind die reduzierten Kosten ≤ 0, gilt also

−x̄B ≤ 0 ⇐⇒ x̄B ≥ 0,so ist H (bzw. B) dual optimal (d.h. B ist primal zulässig). Andernfallswähle einen Index Bi mit x̄Bi
< 0.Vgl. au
h die duale Zielfunktion

bT y
(5.10)

= bT (A−T
B (cB − zB)) = bT A−T

B cB − (A−1
B b)T

︸ ︷︷ ︸

≥0 ⇒ optimal zB.(3) FTRAN bere
hnet (vgl. primaler Simplex-Alg.: ABw = A·j)
DH

(
w

αN

)

= I·Bi
⇐⇒ (AT , I·N)

(
w

αN

)

= eBi

⇐⇒
(

AT
B 0

AT
N IN

)(
w

αN

)

=

(
ei

0

)

⇐⇒ AT
Bw = ei und αN = −AT

Nw.(4) Ratio-TestWir überprüfen, ob αN ≤ 0 ist (Bea
hte, dass das Vorzei
hen von wegal ist, da die Variablen in y freie Variablen sind). Ist dies der Fall, soist (5.3) unbes
hränkt, d.h. P=(A, b) = ∅. Andernfalls setze
γ =

z̄j

αj

= min

{
z̄k

αk

: αk > 0, k ∈ N

}mit j ∈ N, αj > 0. Damit verlässt nun j die duale Basis H bzw. trittin die Basis B ein.Dies zusammen liefert



105Algorithmus 5.19 Der duale Simplex-Algorithmus.Input: Dual zulässige Basis B , z̄N = cN − AT
NA−T

B cB ≥ 0.Output:(i) Eine Optimallösung x̄ für (5.1) bzw.eine Optimallösung ȳ = A−T
B cB für (5.2) bzw.eine Optimallösung ȳ, z̄N , z̄B = 0 für (5.3)oder(ii) Die Meldung P=(A, b) = ∅ bzw. (5.3) ist unbes
hränkt.(1) BTRANLöse ABx̄B = b.(2) Pri
ingFalls x̄B ≥ 0, so ist die Basis optimal für (5.1) bzw. (5.3), Stop.Andernfalls wähle einen Index i ∈ {1, 2, . . . , m} mit x̄Bi

< 0,d.h. Bi verlässt die Basis B.(3) FTRANLöse AT
Bw = ei und bere
hne αN = −AT

Nw.(4) Ratio-TestFalls αN ≤ 0, so ist (5.3) unbes
hränkt bzw. P=(A, b) = ∅, Stop.Andernfalls bere
hne
γ =

z̄j

αj
= min

{
z̄k

αk
: αk > 0, k ∈ N

}mit j ∈ N, αj > 0. Die Variable j tritt dann in die Basis ein.(5) UpdateSetze z̄N = z̄N − γαN ,
ȳ = ȳ − γw,
z̄Bi

= γ
N = (N \ {j}) ∪ Bi,
Bi = j.Gehe zu (1).



106Die Korrektheit des Algorithmus 5.19 und alle weiteren Konsequenzen geltendem Abs
hnitt 5.2 (bzw. Abs
hnitt 5.3) entspre
hend. Dabei wird die Tat-sa
he genutzt, dass Algorithmus 5.19 ni
hts anderes ist als die Anwendungvon Algorithmus 5.6 auf (5.3).Beispiel 5.20 Betra
hte
min 2x1 + x2s.t. −x1 − x2 ≤ −1

2

−4x1 − x2 ≤ −1
x1, x2 ≥ 0.

−0.5 0 0.5 1
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

x
1

x 2

(1)

(2)

Abbildung 5.5: Gra�s
he Darstellung zu Beispiel 5.20.In Standardform lautet das LP
min 2x1 + x2s.t. −x1 − x2 + x3 = −1

2

−4x1 − x2 + x4 = −1
x1, x2, x3, x4 ≥ 0.Wir starten mit B = (3, 4), N = (1, 2). Es gilt

z̄N =

(
2

1

)

− AT
NA−T

B

(
0

0

)

=

(
2

1

)

≥ 0.Damit ist B dual zulässig.



107(1.1) BTRAN
(

1 0
0 1

)

x̄B =

(−1
2

−1

)

=⇒

x̄B =

(
x̄3

x̄4

)

=

(−1
2

−1

)

, x̄N =

(
x̄1

x̄2

)

=

(
0

0

)

.(1.2) Pri
ing:
x̄ 6≥ 0. Wähle i = 2 mit x̄B2

= x̄4 = −1 < 0.(1.3) FTRAN
AT

Bw = e2 ⇔
(

1 0
0 1

)

w =

(
0

1

)

=⇒ w =

(
0

1

)und
αN = −AT

Nw =⇒
(

1 4
1 1

)(
0

1

)

=

(
4

1

)

=

(
α1

α2

)

.(1.4) Ratio-Test
γ = min

{
2

4
,
1

1

}

=
1

2
mit j = 1.(1.5) Update

z̄N =

(
2

1

)

− 1

2

(
4

1

)

=

(
0
1
2

)

,

z̄B2
= z̄4 = 1

2

N = (4, 2),

B = (3, 1).(2.1) BTRAN
(

1 −1
0 −4

)

x̄B =

(−1/2

−1

)

=⇒

x̄B =

(
x̄3

x̄1

)

=

(−1/4

1/4

)

, x̄N =

(
x̄4

x̄2

)

=

(
0

0

)

.(2.2) Pri
ing x̄B 6≥ 0. Wähle i = 1 mit x̄B1
= x̄3 = −1

4
< 0.



108(2.3) FTRAN
AT

Bw = e1 ⇔
(

1 0
−1 −4

)

w =

(
1

0

)

=⇒ w =

(
1

−1/4

)und
αN = −AT

Nw =

(
0 −1
1 1

)(
1

−1/4

)

=

(
1/4

3/4

)

.(2.4) Ratio-Test
γ = min

{
1/2

1/4
,
1/2

3/4

}

=
2

3
mit j = 2.(2.5) Update

z̄N =

(
1/2

1/2

)

− 2

3

(
1/4

3/4

)

=

(
1/3

0

)

,

z̄B1
= z̄3 = 2

3
,

N = (4, 3),

B = (2, 1).(3.1) BTRAN
(
−1 −1
−1 −4

)

x̄B =

(−1/2

−1

)

=⇒

x̄B =

(
x̄2

x̄1

)

=

(
1/3

1/6

)

x̄N =

(
x̄3

x̄4

)

=

(
0

0

)

.(3.2) Pri
ing x̄B ≥ 0. Daher ist x̄1 = 1
6
, x̄2 = 1

3
optimal.5.5.2 Obere und untere S
hrankenHäu�g haben Variablen in linearen Problemen obere und untere S
hranken,z.B. bei Relaxierungen von ganzzahligen oder 0-1 Problemen. D.h. wir habenein LP der Form

min cT xs.t. Ax = b
l ≤ x ≤ u,

(5.11)



109wobei l ∈
(
R ∪ {−∞}

)n und u ∈
(
R ∪ {+∞}

)n ist. Gilt li = −∞ und
ui = +∞ für ein i ∈ {1, 2, . . . , n}, so heiÿt die zugehörige Variable xi freieVariable. Freie Variable werden, sofern sie ni
ht zur Basis gehören, auf denWert Null gesetzt. Sobald sie einmal in die Basis eintreten, werden sie diesenie wieder verlassen, vgl. au
h Satz 5.18.Betra
hten wir also den Fall, dass li 6= −∞ oder ui 6= +∞ gilt für alle
i ∈ {1, 2, . . . , n}. Dann kann man dur
h eine Variablensubstitution (5.11)immer in die Form

min cT xs.t. Ax = b
0 ≤ x ≤ u,

(5.12)bringen mit u ∈
(
R+ ∪ {+∞}

)n.Eine Mögli
hkeit, (5.12) zu lösen besteht darin, die oberen S
hranken explizitals Unglei
hungen in die Nebenbedingungsmatrix aufzunehmen. Dies würdedas System jedo
h von der Gröÿe (m × n) auf (m + n) × (2n) erweitern.Das ist sehr unpraktikabel, denn jede Basismatrix hat somit die Gröÿe (m +
n)× (m+n) anstatt (m×m) zuvor. Im Folgenden werden wir sehen, wie dieoberen S
hranken implizit im Algorithmus 5.6 berü
ksi
htigt werden können,ohne die Gröÿe des Problems und damit die Komplexität des Algorithmuszu erhöhen.In der Grundversion des Simplex-Algorithmus waren die Basisvariablen dieje-nigen, deren Wert dur
h das Glei
hungssystem bestimmt wurde, wohingegendie Ni
htbasisvariablen auf den Wert der unteren S
hranke (also auf Null)gesetzt waren. Da wir jetzt au
h mit oberen S
hranken zu tun haben, gibtes Ni
htbasisvariable, die den Wert der unteren S
hranke haben und sol
he,die den Wert der oberen S
hranke haben.Dementspre
hend unterteilen wir die Menge N der Ni
htbasisvariablen inzwei Mengen Nl und Nu. In Nl sind alle Ni
htbasisvariablen, die in der geradedur
hgeführten Iteration den Wert der unteren S
hranke annehmen, d.h.

Nl = {j ∈ N : x̄j = 0},und analog dazu sind in der Menge
Nu = {j ∈ N : x̄j = uj}alle Ni
htbasisvariablen, die den Wert der oberen S
hranke haben. Ist B eineBasis für (5.1), so wissen wir aus (5.4), dass

xB = A−1
B b− A−1

B ANxN = A−1
B b− A−1

B ANu
xNu − A−1

B ANl
xN l



110gilt. Setzen wir xj = uj für j ∈ Nu und xj = 0 für j ∈ Nl, dann ist B primalzulässig, falls
0 ≤ xB = A−1

B b−A−1
B ANu

uNu
≤ uB. (5.13)Für die Zielfunktion gilt mit (5.5)

cT x = cT
BA−1

B b + (cT
N − cT

BA−1
B AN )xN

= cT
BA−1

B b + (cT
Nl
− cT

BA−1
B ANl

) · 0 + (cT
Nu
− cT

BA−1
B ANu

) · uNu
.Eine Verbesserung der Zielfunktion kann also nur errei
ht werden, falls

cj − cT
BA−1

B A·j < 0 für ein j ∈ Nl oder
cj − cT

BA−1
B A·j > 0 für ein j ∈ Nu

(5.14)gilt. In anderen Worten, B ist dual zulässig, falls (5.14) ni
ht gilt, d.h. falls
cj − cT

BA−1
B A·j ≥ 0 für alle j ∈ Nl und

cj − cT
BA−1

B A·j ≤ 0 für alle j ∈ Nu.Entspre
hend drehen si
h die Vorzei
hen im Ratio-Test um, wobei zusätzli
hbea
htet werden muss, dass die ausgewählte Variable xj ni
ht um mehr als
uj erhöht bzw. erniedrigt werden kann:Gilt j ∈ Nl, so wirkt si
h eine Erhöhung von xj (das ja jetzt den Wert Nullhat) um den Wert γ > 0 auf die Basis wie folgt aus, vgl. (5.4):

x̄B ← x̄B − γw, (5.15)d.h. γ muss so gewählt werden, dass
0 ≤ x̄B − γw ≤ uBgilt. Aus der linken Unglei
hung ergibt si
h γw ≤ x̄B bzw.

γwi ≤ x̄Bi
∀i = 1, . . . , m.



111Da γ > 0, ist diese Unglei
hung für wi ≤ 0 immer erfüllt (da x̄B ≥ 0). Wirkönnen uns daher auf die wi > 0 bes
hränken und erhalten
γ ≤ x̄Bi

wi
∀i = 1, . . . , m, wi > 0,oder anders gesagt

γ ≤ γl := min

{
x̄Bi

wi
: wi > 0, i = 1, . . . , m

}

.Aus der re
hten Unglei
hung von (5.15) ergibt si
h analog
−γwi ≤ uBi

− x̄Bi
∀i = 1, . . . , m.Betra
hten wir jetzt wi < 0, so folgt

γ ≤ γu := min

{
uBi
− x̄Bi

−wi

: wi < 0, i = 1, . . . , m

}

.Insgesamt ergibt si
h damit für γ die Darstellung
γ = min{uj, γl, γu}.Gilt j ∈ Nu, so wirkt si
h eine Verringerung von xj um γ > 0 auf die Basiswie folgt aus, vgl. (5.13):
x̄B ← x̄B + γw,d.h. γ muss so gewählt werden, dass

0 ≤ x̄B + γw ≤ uB (5.16)gilt. Aus der linken Unglei
hung von (5.16) erhalten wir analog zum obigenFall
γ ≤ γl := min

{
x̄Bi

−wi

: wi < 0, i = 1, . . . , m

}

,aus der re
hten Unglei
hung von (5.16) ergibt si
h
γ ≤ γu := min

{
uBi
− x̄Bi

wi
: wi > 0, i = 1, . . . , m

}

,womit wir insgesamt wieder die Bedingung
γ = min{uj, γl, γu}



112erhalten. Damit können wir den Simplex-Algorithmusmit allgemeinen oberenS
hranken wie folgt angeben:



113Algorithmus 5.21 Der Simplex-Algorithmus mit oberen S
hranken.Input:
• Ein lineares Problem der Form (5.12):

min cT xs.t. Ax = b
0 ≤ x ≤ u,

• Eine primal zulässige Basis B und Mengen Nl mit x̄Nl
= 0 sowie Numit x̄Nu

= uNu
, wobei 0 ≤ x̄B = A−1

B b− A−1
B ANu

uNu
≤ uB.Output:

• Eine Optimallösung x̄ für (5.12)oder
• Die Meldung (5.12) ist unbes
hränkt.(1) BTRANLöse AT

B ȳ = cB.(2) Pri
ingBere
hne z̄N = cN − AT
N ȳ.Falls z̄Nl

≥ 0 und z̄Nu
≤ 0, ist B optimal, Stop.Andernfalls wähle j ∈ Nl mit z̄j < 0oder j ∈ Nu mit z̄j > 0.(3) FTRANLöse AB w = A·j.(4) Ratio-TestI.Fall: j ∈ Nl. Bestimme

γl = min

{
x̄Bi

wi
: wi > 0, i ∈ {1, 2, . . . , m}

}

,

γu = min

{
uBi
− x̄Bi

−wi
: wi < 0, i ∈ {1, 2, . . . , m}

}

,

γ = min {uj, γl, γu} .Gilt γ =∞, dann ist (5.12) unbes
hränkt, Stop.Gilt γ = uj, dann gehe zu (5).Andernfalls sei i ∈ {1, 2, . . . , m} ein Index, der γ liefert.



114
II.Fall: j ∈ Nu.Bestimme

γl = min

{
x̄Bi

−wi

: wi < 0, i ∈ {1, 2, . . . , m}
}

,

γu = min

{
uBi
− x̄Bi

wi
: wi > 0, i ∈ {1, 2, . . . , m}

}

,

γ = min {uj, γl, γu} .Gilt γ =∞, dann ist (5.12) unbes
hränkt, Stop.Gilt γ = uj, dann gehe zu (5).Andernfalls sei i ∈ {1, 2, . . . , m} ein Index, der γ liefert.(5) UpdateI.Fall: j ∈ Nl.Setze x̄B = x̄B − γw
Nl = Nl \ {j}Falls γ = uj, setze Nu = Nu ∪ {j}, x̄j = uj, und gehe zu (2).Falls γ = γl, setze Nl = Nl ∪ {Bi}, Bi = j, x̄j = γ, und gehe zu (1).Falls γ = γu, setze Nu = Nu ∪ {Bi}, Bi = j, x̄j = γ, und gehe zu (1).II.Fall: j ∈ Nu.Setze x̄B = x̄B + γw
Nu = Nu \ {j}Falls γ = uj, setze Nl = Nl ∪ {j}, x̄j = 0, und gehe zu (2).Falls γ = γl, setze Nl = Nl ∪ {Bi}, Bi = j, x̄j = uj − γ, gehe zu (1).Falls γ = γu, setze Nu = Nu ∪ {Bi}, Bi = j, x̄j = uj − γ, gehe zu (1).Korrektheit des Simplex-Algorithmus mit oberen S
hranken beweist mananalog zu Satz 5.8.Falls in Problem (5.12) ui = +∞ gilt für alle i, so ist im obigen Algorith-mus dur
hgehend Nu = ∅, Fall II kommt daher nie vor, und man erhält dieGrundversion (Algorithmus 5.6) als Spezialfall von Algorithmus 5.21.



115Für eine duale Version des Simplex-Algorithmus mit oberen S
hranken siehedie Übungen.Beispiel 5.22 Betra
hten wir folgendes LP mit oberen S
hranken:
min −x1 − 2x2s.t. x1 + x2 ≤ 3

2x1 + x2 ≤ 5

0 ≤ x1 ≤ 2
0 ≤ x2 ≤ 2Mit S
hlupfvariablen lautet das LP:

min −x1 − 2x2s.t. x1 + x2 + x3 = 3
2x1 + x2 + x4 = 5

0 ≤ x1, x2 ≤ 4

x3, x4 ≥ 0Wir starten mit der Basis B = (3, 4) und den Mengen Nl = (1, 2) sowie
Nu = ∅. Diese Basis ist primal zulässig, da x̄B = (3, 5)T ≥ 0.Iteration 1:BTRAN:

ȳT

(
1 0
0 1

)

= (0, 0) =⇒ ȳ = (0, 0)T .Pri
ing: z̄N =
(−1
−2

)
− AT

N

(
0
0

)
=
(−1
−2

). Wähle j = 2 ∈ Nl mit z2 = −2 < 0.FTRAN: Iw =
(
1
1

).Ratio-Test: I.Fall, j ∈ Nl.
γl = min

{
3

1
,
5

1

}

= 3

γu = +∞ (da kein wi < 0.)Daher gilt
γ = min{u2, γl} = min{2, 3} = 2.Update:

x̄B =

(
3

5

)

− 2

(
1

1

)

=

(
1

3

)

=

(
x3

x4

)

.
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Nl = (1), Nu = (2), x2 = 2, die Basis B bleibt unverändert.Hier wurde also (anders als in der Grundversion des Simplexalgorithmus)ni
ht eine Ni
htbasisvariable gegen eine Basisvariable getaus
ht, sondern ei-ne Variable aus Nl wandert in die Menge Nu. Dadur
h bleibt die Basis un-verändert, daher kann in der nä
hsten Iteration das Lösen des Glei
hungssy-stems in BTRAN übersprungen werden: Die Lösung ȳ bleibt die glei
he wiein Iteration 1.Iteration 2:Pri
ing: z̄N =

(−1
−2

)
− AT

N

(
0
0

)
=
(−1
−2

). Es gilt zNl
= −1 < 0, wähle daher

j = 1 ∈ Nl.FTRAN: Iw =
(
1
2

).Ratio-Test: I.Fall, j ∈ Nl.
γl = min

{
1

1
,
3

2

}

= 1Daher
γ = min{u1, γl} = min{2, 1} = 1.Update:

x̄B =

(
1

3

)

− 1

(
1

2

)

=

(
0

1

)

=

(
x3

x4

)

.

Nl = ∅ ∪ {Bi} = (3), Nu = (2), x1 = 1, B = (1, 4).Iteration 3:BTRAN:
ȳT

(
1 0
2 1

)

= (−1, 0) =⇒ ȳ = (−1, 0)T .Pri
ing:
z̄N =

(
0

−2

)

−
(

1 1
1 0

)(−1

0

)

=

(
1

−1

)

.Es gilt also
zNl

≥ 0

zNu
≤ 0Daher ist die Basis dual zulässig und daher optimal.Die Lösung des LPs lautet also x1 = 1, x2 = 2, x3 = 0, x4 = 1.



1175.6 SensitivitätsanalyseWir sind bisher davon ausgegangen, dass die Daten A, b und c eines linearenProblems der Form (5.1) fest vorgegeben waren. Häu�g ist es jedo
h der Fall,dass si
h diese Daten im Laufe der Zeit ändern, wenn Bedingungen und/oderVariablen hinzukommen und damit na
hoptimiert werden muss. Gehen wirdavon aus, dass wir ein lineares Problem der Form (5.1)
min cT xs.t. Ax = b

x ≥ 0.bereits gelöst haben und eine optimale Basis B mit der Lösung x̄B = A−1
B bund x̄N = 0 kennen. Wir wollen nun folgende Änderungen des linearen Pro-blems betra
hten und uns überlegen, wie wir ausgehend von B mögli
hsts
hnell eine Optimallösung des veränderten Problems �nden können:(i) Änderung der Zielfunktion c.(ii) Änderung der re
hten Seite b.(iii) Änderung eines Eintrags in der Matrix A.(iv) Hinzufügen einer neuen Variablen.(v) Hinzufügen einer neuen Nebenbedingung.(i) Änderung der ZielfunktionDer Zielfunktionsvektor c ändert si
h zu c̃. Dann ist B weiterhin primal zuläs-sig, da x̄B = A−1

B b unverändert bleibt. Wegen der Änderung der Zielfunktionändern si
h die reduzierten Kosten zu
z̃N = c̃N − AT

NA−T
B c̃B.1. Fall: z̃N ≥ 0. Die Basis bleibt demna
h au
h dual zulässig, somit bleibt Boptimal. Der Zielfunktionswert ändert si
h eventuell.2. Fall: ∃i ∈ N : z̃i < 0. Die Basis B ist ni
ht mehr dual zulässig, also ist Bni
ht mehr optimal. Der primale Simplex-Algorithmus kann mit B als primalzulässiger Basis gestartet werden.



118(ii) Änderung der re
hten SeiteStatt b haben wir b̃. Dann ist B weiterhin dual zulässig, da die reduziertenKosten cN − AT
NA−T

B cB unverändert bleiben. Aufgrund der Änderung derre
hten Seite ändert si
h die Basislösung zu
x̃B = A−1

B b̃.1. Fall: x̃B ≥ 0. Die Basis bleibt demna
h primal zulässig, somit bleibt Boptimal. Die Basislösung und der Zielfunktionswert ändern si
h.2. Fall: ∃i ∈ B : x̃i < 0. Die Basis B ist ni
ht mehr primal zulässig, also ist
B ni
ht mehr optimal. Der duale Simplex-Algorithmus kann mit B als dualzulässiger Basis gestartet werden.Man kann im Falle einer Änderung der re
hten Seite sehr lei
ht zeigen, dassder Optimalwert eines LPs stetig von der re
hten Seite abhängt. Betra
htenwir dazu (für �x vorgegebenes A ∈ Rm×n und c ∈ Rn) folgende Menge

Z := {b ∈ Rm : P=(A, b) 6= ∅}.Da 0 ∈ Z, ist o�ensi
htli
h Z 6= ∅. Die Funktion v : Z → R ∪ {+∞},
v(b) := inf{cTx : Ax = b, x ≥ 0}heiÿt Perturbationsfunktion des linearen Problems

min cT xs.t. Ax = b
x ≥ 0.Wir zeigen nun, dass v eine stetige Funktion ist: Sei

epi(v) := {(b, β) ∈ Z ×R : v(b) ≤ β}der Epigraph von v.Satz 5.23 epi(v) ist ein polyedris
her Kegel.Beweis. epi(v) ist die Projektion des Polyeders
{(x, b, β) ∈ Rn ×Z ×R : Ax = b, x ≥ 0, cTx ≤ β}



119auf die (b, β)�Koordinaten, und daher ein Polyeder. Auÿerdem überlegt mansi
h lei
ht, dass epi(v) ein Kegel ist. 2Insbesondere ist also epi(v) eine konvexe Menge. Na
h Satz 2.30 ist deshalb
v eine konvexe Funktion. Wegen Satz 2.31 ist die Perturbationsfunktion alsostetig im Inneren von Z.Der Optimalwert eines LPs ändert si
h also im Inneren von Z stetig in derÄnderung der re
hten Seite.(iii) Änderung eines Eintrags in der Matrix A in einer Ni
htbasis-spalteDie Basis B bleibt primal zulässig, da x̄B = A−1

B b unverändert bleibt. Auf-grund der Änderung in der Ni
htbasisspalte A·j zu Ã·j (j ∈ N) ändern si
hdie reduzierten Kosten bezügli
h j zu
z̃j = cj − cT

BA−1
B Ã·j1. Fall: z̃j ≥ 0. Die Basis bleibt demna
h dual zulässig, somit bleibt B opti-mal. Der Zielfunktionswert ändert si
h ni
ht.2. Fall: z̃j < 0. Die Basis B ist ni
ht mehr dual zulässig, also ist B ni
ht mehroptimal. Der primale Simplex-Algorithmus kann mit B als primal zulässigerBasis gestartet werden.Bei einer Änderung der Matrix in einer Basisspalte ist keine Vorhersage mög-li
h, da si
h sowohl die Basislösung x̄B als au
h die reduzierten Kosten än-dern.(iv) Hinzufügen einer neuen VariablenEine neue Variable xn+1 mit Vorzei
henbes
hränkung xn+1 ≥ 0,Zielfunktionskoe�zient cn+1 ∈ R und Spalte A·,n+1 ∈ Rm wird zum Pro-blem hinzugefügt.Wir fügen xn+1 zu den Ni
htbasisvariablen hinzu, also Ñ = N ∪ {n + 1}.Die Basis bleibt primal zulässig, da x̄B = A−1

B b unverändert bleibt. Für xn+1erhalten wir die reduzierten Kosten
z̄n+1 = cn+1 − cT

BA−1
B A·,n+1.



1201. Fall: z̄n+1 ≥ 0. Die Basis bleibt demna
h dual zulässig, somit bleibt Boptimal. Der Zielfunktionswert ändert si
h ni
ht.2. Fall: z̄n+1 < 0. Die Basis B ist ni
ht mehr dual zulässig, also ist B ni
htmehr optimal. Der primale Simplex-Algorithmus kann mit B als primal zu-lässiger Basis gestartet werden. Im ersten S
hritt wird die neue Variable indie Basis aufgenommen, da die reduzierten Kosten für alle anderen Variablenunverändert (d.h. ni
ht negativ) bleiben.(v) Hinzufügen einer neuen NebenbedingungWir fügen dem gegebenen Problem
min cT xs.t. Ax = b

x ≥ 0eine neue Nebenbedingung
Am+1,·x ≤ bm+1,bzw. mit neuer S
hlupfvariable

Am+1,·x + xn+1 = bm+1, xn+1 ≥ 0hinzu. Wir unters
heiden nun folgende Fälle:1.Fall: Die Optimallösung x̄ erfüllt au
h die neue Nebenbedingung. Dann ist
x̄ au
h für das erweiterte Problem eine Optimallösung. Ist Am+1,· linearabhängig von den Zeilen von A, so ist die neue Zeile irrelevant und kanngelös
ht werden.Ist Am+1,· linear unabhängig von den Zeilen von A, so ist x̄ eine dege-nerierte Basislösung des erweiterten Systems. Die S
hlupfvariable x̄n+1kann mit dem Wert Null in die Basis aufgenommen werden. Die neueBasis hat nun die Kardinalität m + 1.2.Fall: Im Allgemeinen jedo
h wird die neue Nebenbedingung ni
ht erfülltsein, d.h. es gilt

Am+1,· x̄ > bm+1. (5.17)



121Wir erweitern die Basis um die S
hlupfvariable xn+1: B̃ = B∪{n+1}.Die neue Basismatrix zur Basis B̃ hat die Form
ÃB̃ =

(
AB 0

Am+1,B 1

)

∈ R(m+1)×(m+1).Die zugehörige inverse Basismatrix lautet
Ã−1

B̃
=

(
A−1

B 0
−Am+1,B · A−1

B 1

)

∈ R(m+1)×(m+1),und es gilt
x̄B̃ =

(
A−1

B 0
−Am+1,B · A−1

B 1

)

b =

(
A−1

B b
−Am+1,B ·A−1

B b + bm+1

)

=

(
x̄B

−Am+1,B x̄B + bm+1

)

,wobei x̄B ≥ 0 und −Am+1,B x̄B + bm+1 < 0 ist wegen (5.17), d.h. B̃ istni
ht primal zulässig, jedo
h ist sie dual zulässig, da
cT
N − cT

B̃
Ã−1

B̃

(
AN

Am+1,N

)

= cT
N − (cT

B, 0)

(
A−1

B 0
−Am+1,B · A−1

B 1

)(
AN

Am+1,N

)

= cT
N − (cT

B, 0)

(
A−1

B AN

−Am+1,B · A−1
B AN + Am+1,N

)

= cT
N − cT

BA−1
B AN

≥ 0.Wir können daher mit dem dualen Simplex-Algorithmus starten. Dieerste die Basis verlassende Variable ist xn+1.Für das neue Problem erhalten wir entweder eine Optimallösung oderdie Meldung, dass
P=

([
A

Am+1,·

]

,

[
b

bm+1

])

= ∅.Im letzteren Fall hat der Halbraum Am+1,·x ≤ bm+1 einen leeren S
hnittmit P=(A, b).
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Kapitel 6Die Ellipsoidmethode undPolynomialität für rationale LPsWie wir gesehen haben, kann man Beispiele linearer Probleme konstruie-ren, bei denen der Simplex-Algorithmus alle E
ken absu
ht. Bei Problemenvom Klee-Minty-Typ (Beispiel 5.13) beispielsweise benötigt der Simplex-Algorithmus 2n Iterationen, was zu sehr langen Re
henzeiten führt. Mankann zeigen, dass im Dur
hs
hnitt die Laufzeit des Simplex-Algorithmus gutist, es ist aber bis heute eine o�ene Frage, ob es Auswahlregeln für die S
hritte2 und 4 des Simplex-Algorithmus gibt, die dieses Phänomen beweisbar ver-meiden, d.h. für die man keine Beispiele konstruieren kann, die den Simplex-Algorithmus zu �langen� Laufzeiten zwingen.In diesem Kapitel soll untersu
ht werden, wie man die Laufzeit eines Al-gorithmus quanti�zieren kann, dana
h wird ein Algorithmus zum Lösen li-nearer Probleme vorgestellt, dessen Laufzeit �polynomial� ist. Diese wi
htigeErkenntnis wurde erstmals mit Hilfe der Ellipsoidmethode von Kha
hiyan[Kh79℄ gezeigt und hat eine aktive Fors
hungstätigkeit zur Konstruktion vonpolynomialen Algorithmen für LP ausgelöst, die unter anderem sehr e�zientepolynomiale Verfahren für LP hervorgebra
ht, insbesondere Innere-Punkte-Verfahren [Wr97℄.6.1 Polynomiale AlgorithmenUm das Laufzeitverhalten eines Algorithmus exakt bes
hreiben zu können,ist es notwendig, Mas
hinenmodelle, Kodierungsvors
hriften, Algorithmus-123



124bes
hreibungen et
. exakt einzuführen. Wir wollen hier die wi
htigsten Kon-zepte dieser Theorie informell für den Spezialfall der linearen Probleme ein-führen. Eine mathematis
h exakte Darstellung der Theorie �ndet si
h in demgrundlegenden Bu
h von Garey und Johnson [GJ79℄.Zunä
hst müssen wir bea
hten, dass jede Zahl in unserem Mas
hinenmodellendli
h kodierbar sein muss. Da es kein Kodierungss
hema gibt, das reelleZahlen dur
h endli
h viele Symbole bes
hreibt, bes
hränken wir uns auf dasRe
hnen mit rationalen Zahlen. Haben wir eine Unglei
hung
aT x ≤ α,mit a ∈ Qn, α ∈ Q, so können wir auf einfa
he Weise das kleinste gemeinsameVielfa
he p der Nenner der Komponenten von a und des Nenners von αbestimmen. Die Unglei
hung

paT x ≤ pαhat dann ganzzahlige Koe�zienten und ist o�enbar äquivalent zu aT x ≤ α.Der Fall rationaler Daten lässt si
h also direkt auf den Fall ganzzahliger Da-ten reduzieren. Es ist zwar häu�g einfa
her, unter der Voraussetzung ganz-zahliger Daten zu re
hnen, wir setzen aber denno
h für dieses Kapitel voraus:Annahme 6.1 Alle Daten der betra
hteten linearen Probleme sind rational,d.h. für jedes LP der Form max{cT x : Ax ≤ b} gilt c ∈ Qn, A ∈ Qm×n und
b ∈ Qm.Da Computer übli
herweise mit Binär
odes arbeiten, nehmen wir weiter an,dass alle vorkommenden Zahlen binär 
odiert sind. Die binäre Darstellungeiner ganzen Zahl n benötigt ⌈log2(|n|+1)⌉ Stellen (Bits) und eine Stelle fürdas Vorzei
hen (für n = 0 ergibt si
h 1 Bit, was Sinn ma
ht, da man keinVorzei
hen brau
ht). Das führt zu folgender De�nition:De�nition 6.2 Für n ∈ Z heiÿt

〈n〉 := ⌈log2(|n|+ 1)⌉+ 1die Kodierungslänge von n. Für jede rationale Zahl r = p
q
in teilerfremderDarstellung mit q > 0 ist die Kodierungslänge

〈r〉 = 〈p〉+ 〈q〉.



125Die Kodierungslänge einer Matrix A = (aij) ∈ Qm×n (analog für Vektoren) istgegeben dur
h
〈A〉 =

m∑

i=1

n∑

j=1

〈aij〉.Im folgenden Lemma werden einige nützli
he Eigens
haften der so de�niertenKodierungslänge gezeigt.Lemma 6.3(a) Für jede Zahl r ∈ Q gilt: |r| ≤ 2〈r〉−1 − 1.(b) Für je zwei Zahlen r, s ∈ Q gilt: 〈rs〉 ≤ 〈r〉+ 〈s〉.(
) Für jeden Vektor x ∈ Qn gilt: ‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ 2〈x〉−n − 1.(d) Für jede Matrix A ∈ Qn×n gilt: | detA| ≤ 2〈A〉−n2 − 1.Beweis. (a) und (b): Übung.(
): Sei x = (x1, . . . , xn)T ∈ Qn. Dann gilt wegen (a):
1 + ‖x‖1 = 1 +

n∑

i=1

|xi| ≤
n∏

i=1

(1 + |xi|) ≤
n∏

i=1

2〈xi〉−1 = 2〈x〉−n.Die Unglei
hung ‖x‖2 =
√∑n

i=1 x2
i ≤

∑n
i=1 |xi| = ‖x‖1 ist trivial.(d): Es gilt

1 + | det A| ≤ 1 +
n∏

j=1

‖A·j‖2 ≤
n∏

j=1

(1 + ‖A·j‖2) ≤
n∏

j=1

2〈A·j〉−n = 2〈A〉−n2

,wobei die erste Unglei
hung aus der so genannten Hadamard-Unglei
hung1folgt, die zweite Unglei
hung ist trivial, und die dritte Unglei
hung gilt we-gen (
). 2Als nä
hstes überlegen wir, wie man die Laufzeit eines Algorithmus mes-sen kann. Für unsere Zwe
ke genügt es zunä
hst festzulegen, dass wir die1Die Hadamard-Unglei
hung lautet: | detA| ≤∏n

j=1
‖A

·j‖2.



126Anzahl der elementaren Re
hens
hritte zählen wollen, wobei elementare Re-
hens
hritte Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Verglei
hvon ganzen oder rationalen Zahlen sind. Dies rei
ht aber no
h ni
ht aus, daz.B. die Multiplikation groÿer Zahlen länger dauert als die Multiplikationkleiner Zahlen. Wir müssen also die Zahlengröÿen mitberü
ksi
htigen, wasauf folgende De�nition führt:De�nition 6.4 Die Laufzeit eines Algorithmus A zur Lösung eines Problems
Π (kurz LA(Π)) ist die Anzahl der elementaren Re
hens
hritte, die währendder Ausführung des Algorithmus dur
hgeführt werden, multipliziert mit derKodierungslänge der (bezügli
h ihrer Kodierungslänge) gröÿten Zahl, die wäh-rend der Ausführung des Algorithmus aufgetreten ist.Nun können wir de�nieren, was unter polynomialer Laufzeit eines Algorith-mus zu verstehen ist:De�nition 6.5 Sei A ein Algorithmus zur Lösung einer Klasse von Proble-men (z.B. der Klasse aller linearen Optimierungsprobleme). Die Elementedieser Klasse (z.B. spezielle LPs) bezei
hnen wir mit Π.(a) Die Funktion f : N→ N de�niert dur
h

fA(n) := max{LA(Π) : die Kodierungslänge der Daten zurBes
hreibung von Π ist hö
hstens n}heiÿt Laufzeitfunktion von A.(b) Der Algorithmus A hat eine polynomiale Laufzeit (kurz: A ist ein poly-nomialer Algorithmus, wenn es ein Polynom p : N→ N gibt, so dass
fA(n) ≤ p(n) ∀n ∈ N.Polynomiale Algorithmen sind also sol
he Verfahren, deren S
hrittzahl mul-tipliziert mit der Kodierungslänge der gröÿten auftretenden Zahl dur
h einPolynom in der Kodierungslänge bes
hränkt werden kann. Für die Klasse derlinearen Probleme der Form max{cTx : Ax ≤ b} muss also die Laufzeit einesAlgorithmus dur
h ein Polynom in 〈A〉+〈b〉+〈c〉 bes
hränkt werden können,wenn er polynomial sein soll.Wie das Klee-Minty-Beispiel 5.13 zeigt, ist der Simplexalgorithmus kein po-lynomialer Algorithmus zur Lösung linearer Optimierungsprobleme!



1276.2 Reduktion von LPs auf Zulässigkeits-problemeDie Ellipsoidmethode ist eigentli
h kein Optimierungsverfahren, sondern ei-ne Methode, die in einem gegebenen volldimensionalen Polytop einen Punkt�ndet bzw. feststellt, dass das Polyeder leer ist. Wir müssen daher allgemei-ne lineare Optimierungsprobleme auf diesen Fall zurü
kführen. Das ist aufzwei Arten mögli
h: Entweder, indem man Dualität nutzt, oder dur
h die sogenannte Binärsu
he.Reduktion mittels LP-DualitätBetra
hten wir ein LP der Form
max cT xs.t. Ax ≤ b

x ≥ 0.Das duale LP dazu ist
min bT ys.t. AT y ≥ c

y ≥ 0.Aus dem starken Dualitätssatz 4.13 wissen wir, dass die beiden Problemegenau dann Optimallösungen mit glei
hem Zielfunktionswert haben, wennbeide Probleme zulässige Punkte besitzen.Daraus folgt, dass jedes Element (x
y

) des Polyeders P, das dur
h








−cT bT

A 0
0 −AT

−I 0
0 −I









(
x
y

)

≤









0
b
−c
0
0









(6.1)de�niert ist, eine Optimallösung x des primalen und eine Optimallösung ydes dualen Problems bestimmt. Zur Lösung eines LPs genügt es also, einenPunkt in (6.1) zu �nden.Der Vorteil ist die Einfa
hheit des Vorgehens. Der Na
hteil ist, dass dasentstehende Polyeder i.A. ni
ht volldimensional ist, au
h wenn der Zulässig-keitsberei
h des primalen Problems volldimensional ist.



128Die Ellipsoidmethode benötigt aber volldimensionale Polyeder. Wir werdenin Kürze sehen, wie man ein äquivalentes volldimensionales Zulässigkeitspro-blem erhalten kann.Reduktion mittels Binärsu
heDer obige Tri
k, primales und duales LP zusammenzufassen, bläht dasUnglei
hungssystem auf. Eine alternative Methode, die diese Dimensions-vergröÿerung vermeidet und Volldimensionalität erhält, ist die binäre Su
he,die wesentli
h auf der Abs
hätzung der �Gröÿe� der E
ken von Polyedernberuht.Satz 6.6 Für jede E
ke v = (v1, . . . , vn)
T eines Polyeders P der Form

P(A, b), P=(A, b) oder P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, x ≥ 0} mit A ∈ Qm×n,
b ∈ Qm gilt:(a) Na
h vollständigem Kürzen ist der Absolutbetrag des Zählers von vihö
hstens 23〈A〉+2〈b〉−3n2 und der Absolutbetrag des Nenners von vi hö
h-stens 23〈A〉+〈b〉−3n2 .(b) |vi| ≤ 22〈A〉+〈b〉−2n2 (für alle i = 1, . . . , n).(
) Falls A ∈ Zm×n, so gilt |vi| ≤ 2〈A〉+〈b〉−n2 (für alle i = 1, . . . , n).Beweis. Wir betra
hten den Fall P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, x ≥ 0}.Ist v eine E
ke von P, so gibt es eine reguläre (n × n)-Teilmatrix D von
(

A
−I

) und einen entspre
henden Teilvektor d von (b
0

), so dass v die eindeutigeLösung des Glei
hungssystems Dx = d ist. Na
h der Cramers
hen Regel giltdann für i = 1, . . . , n:
vi =

det Di

det D
,wobei Di aus D dadur
h entsteht, dass die i-te Spalte von D dur
h denVektor d ersetzt wird.Hat D Zeilen, die negative Einheitsvektoren sind, so bezei
hnen wir mit Ddie Matrix, die dur
h Strei
hen dieser Zeilen und der Spalten, in denen si
hdie Elemente −1 be�nden, entsteht. Aufgrund des Determinantenentwi
k-lungssatzes gilt | detD| = | detD|. Auÿerdem ist D eine Teilmatrix von A.Daraus folgt mit Lemma 6.3 (d):

| det D| = | det D| ≤ 2〈D〉−n2 ≤ 2〈A〉−n2

.



129Analog folgt für den Zähler:
| detDi| ≤ 2〈A〉+〈b〉−n2

.(
): Ist | detD| ≥ 1, und das gilt z.B. wenn A ∈ Zm×n, dann gilt na
h dembisher gezeigten:
|vi| ≤ | detDi| ≤ 2〈A〉+〈b〉−n2

.(b): Ist | detD| < 1, so müssen wir | detD| na
h unten abs
hätzen. Sei
q =

∏

i,j qij das Produkt der (positiven) Nenner der Elemente dij =
pij

qij
von

D. Dann gilt q| detD| ∈ N, also q| det D| ≥ 1 und somit
1

| detD| ≤ q.Weiter kommen alle ni
httrivialen Nenner qij > 1 au
h als Nenner in A vorund daher gilt 〈q〉 ≤ 〈A〉−n2 (die n2 Zähler von A mit Vorzei
hen sind bei Azusätzli
h zu 
odieren). Unter Verwendung von Lemma 6.3 (a) und (b) folgt
q ≤ 2〈q〉−1 ≤ 2〈A〉−n2

.Daraus ergibt si
h
|vi| =

| det Di|
| detD| ≤ q| detDi| ≤ 22〈A〉+〈b〉−2n2

.(a): Sei q wie in (b) und sei analog p das Produkt der (positiven) Nenner derElemente von A und b. Dann enthält p au
h die Nenner aller Elemente von Di(die Einträge −1 haben trivialen Nenner 1). Dann ist wieder p| det Di| ∈ Zund wir erhalten 〈p〉 ≤ 〈A〉+ 〈b〉 − n2, also
|p| ≤ 2〈p〉−1 ≤ 2〈A〉+〈b〉−n2

.Nun gilt pi := pq det Di ∈ Z, d := pq det D ∈ Z sowie
vi =

det Di

det D
=

pq det Di

pq det D
=

pi

d
.Der Zähler ist bes
hränkt dur
h

|pi| ≤ |p||q|| detDi| ≤ 22〈A〉+〈b〉−2n2

2〈A〉+〈b〉−n2 ≤ 23〈A〉+2〈b〉−3n2

,



130der Nenner dur
h
|d| ≤ |p||q|| detD| ≤ 22〈A〉+〈b〉−2n2

2〈A〉−n2 ≤ 23〈A〉+〈b〉−3n2

,

2Aus dem letzten Satz folgt sofort:Satz 6.7 Das lineare Problem
max cT xs.t. Ax ≤ b

x ≥ 0
(6.2)hat eine Optimallösung genau dann, wenn die beiden linearen Probleme

max cT xs.t. Ax ≤ b
x ≥ 0

xi ≤ 22〈A〉+〈b〉−2n2

, i = 1, . . . , n

(6.3)und
max cT xs.t. Ax ≤ b

x ≥ 0

xi ≤ 22〈A〉+〈b〉−2n2

+ 1, i = 1, . . . , n

(6.4)eine Optimallösung haben und die Werte der Optimallösungen übereinstim-men. Die Zielfunktionswerte von (6.3) und (6.4) stimmen genau dann ni
htüberein, wenn (6.2) unbes
hränkt ist. (6.2) ist genau dann unzulässig, wenn(6.3) oder (6.4) unzulässig ist.Wir haben damit das lineare Problem (6.2) über einem allgemeinen Polyederauf das Lösen zweier LPs über Polytopen zurü
kgeführt. Wir müssen also imPrinzip nur zeigen, wie man LPs über Polytopen löst.Satz 6.8 Ist P 6= ∅ ein Polytop der Form P(A, b), P=(A, b) oder P = {x :
Ax ≤ b, x ≥ 0} mit A ∈ Qm×n, b ∈ Qm, so kann für c ∈ Qn das lineareProblem

max cT xs.t. x ∈ P



131nur Optimalwerte in der endli
hen Menge
S =

{
p
q
∈ Q : |p| ≤ n23〈A〉+2〈b〉+2〈c〉−3n2−n, 1 ≤ q ≤ 23〈A〉+〈b〉+〈c〉−3n2−n

}(6.5)annehmen.Beweis. Es genügt, die Werte cT v für E
ken v von P abzus
hätzen. Sei also
v = (v1, . . . , vn)T eine E
ke von P. Wie im Beweis von Satz 6.6, a) haben dieKomponenten vi von v eine Darstellung der Form

vi =
det Di

det D
=:

pi

d
, pi, d ∈ Z,wobei wie im Beweis von Satz 6.6 gilt

|pi| ≤ 23〈A〉+2〈b〉−3n2

, |d| ≤ 23〈A〉+〈b〉−3n2

.Sei nun c = ( s1

t1
, . . . , sn

tn
)T ∈ Qn eine teilerfremde Darstellung der Zielfunktion.Dann gilt mit t := t1t2 · · · tn und t̄i := t

ti
:

cT v =

n∑

i=1

sipi

tid
=

1

dt

n∑

i=1

sipit̄i.Aus Lemma 6.3 (a) folgt t ≤ 2〈t1〉−1 · · · 2〈tn〉−1 = 2
P

(〈ti〉−1) ≤ 2〈c〉−n und somit
q := dt ≤ 23〈A〉+〈b〉+〈c〉−3n2−n.Analog erhält man

p :=

n∑

i=1

sipit̄i ≤
n∑

i=1

2〈si〉−123〈A〉+2〈b〉−3n2

2〈c〉−n ≤ n23〈A〉+2〈b〉+2〈c〉−3n2−n.

2Der letzte Satz gibt uns nun die Mögli
hkeit, das Verfahren der binärenSu
he zur Lösung eines LPs anzuwenden. Diese Methode funktioniert mitder in (6.5) de�nierten Menge S wie folgt:



132Algorithmus 6.9 (Binäre Su
he)Input: Ein LP der Form max{cT x : Ax ≤ b, x ≥ 0} mit A ∈ Qm×n, b ∈ Qm,
c ∈ Qn und bes
hränktem zulässigem Berei
h.Output: Eine Optimallösung des LPs oderdie Feststellung, dass die Menge {x ∈ Rn : Ax ≤ b, x ≥ 0} leer ist.(0) Überprüfe, ob

P = {x : Ax ≤ b, x ≥ 0} = ∅.Ist dies der Fall: STOP, LP unzulässig.(1) Wähle ein Element s ∈ S, so dass für S ′ := {t ∈ S : t < s}und S ′′ := {t ∈ S : t ≥ s} gilt:
|S ′| ≤ |S ′′| ≤ |S ′|+ 1.(2) Überprüfe, ob

Ps = {x : Ax ≤ b, x ≥ 0, cTx ≥ s} = ∅.(3) Ist Ps = ∅, so setze S ← S ′, anderenfalls setze S ← S ′′(4) Ist |S| = 1, so gilt für s ∈ S:
s = max{cTx : Ax ≤ b, x ≥ 0},und jeder Punkt in Ps ist eine Optimallösung von max{cT x : x ∈ P}.Anderenfalls gehe zu (1).Die Korrektheit dieses Verfahrens ist o�ensi
htli
h. Ist die Binärsu
he e�zi-ent?Da in jedem S
hritt die Kardinalität |S| von S fast halbiert wird, ist klar,dass hö
hstens
N := ⌈log2(|S|+ 1)⌉Aufspaltungen von S in zwei Teile notwendig sind, um eine einelementigeMenge zu erhalten. Also muss S
hritt (2) der binären Su
he N mal ausgeführtwerden. Wegen Satz 6.8 gilt

|S| ≤ 2n26〈A〉+3〈b〉+3〈c〉−6n2−2n + 1.



133Daraus folgt, dass S
hritt (2) der binären Su
he hö
hstens
N := 6〈A〉+ 3〈b〉+ 3〈c〉 − 6n2 − 2n + log2 n + 2mal dur
hgeführt wird. Ist S
hritt (2) in einer Zeit ausführbar, die polynomialin 〈A〉+〈b〉+〈c〉 ist, dann ist die binäre Su
he ein polynomialer Algorithmus,da ein polynomialer Algorithmus für (2) nur N mal, also polynomial oft,ausgeführt werden muss.Zusammen liefern Satz 6.7, Satz 6.8 und Algortihmus 6.9:Satz 6.10 Es gibt einen polynomialen Algorithmus zur Lösung linearer Pro-bleme mit rationalen Daten genau dann, wenn es einen Algorithmus gibt, derin polynomialer Zeit ents
heidet, ob ein Polytop P mit rationalen Daten leerist oder ni
ht, und der, falls P 6= ∅, einen Punkt in P �ndet.Damit haben wir das lineare Optimierungsproblem reduziert auf die Frageder Lösbarkeit von Unglei
hungssystemen, deren Lösungsmenge bes
hränktist.Wie wir sehen werden, kann die Ellipsoidmethode für A ∈ Qm×n, b ∈ Qmmit P := {x : Ax ≤ b} nur folgendes relaxierte Zulässigkeitsproblem lösen:Finde x∗ mit x∗ ∈ P = {x : Ax ≤ b}oder stelle fest, dass ◦

P := {x : Ax < b} = ∅. (ZUL∗)Es kann also nur für volldimensionale Polyeder zulässige Punkte �nden oderfeststellen, dass das Polyeder ni
ht volldimensional ist. Dies läÿt si
h aberdur
h folgenden Satz reparieren:Satz 6.11 Seien A ∈ Qm×n und b ∈ Qm. Dann hat das Unglei
hungssystem
Ax ≤ bgenau dann eine Lösung, wenn das strikte Unglei
hungssystem

Ax < b + 2−2〈A〉−〈b〉1leine Lösung hat. Ferner kann man aus einer Lösung des strikten Unglei-
hungssystems (oder au
h des zugehörigen ni
ht strikten Unglei
hungssy-stems) in polynomialer Zeit eine Lösung von Ax ≤ b konstruieren.Um das Zulässigkeitsproblem zu lösen, kann man also die Ellipsoidmethodeauf P = {x : Ax ≤ b} anwenden. Stellt sie fest, dass ◦
P = {x : Ax < b} = ∅,dann wendet man sie no
hmals an auf {x : Ax ≤ b + 2−2〈A〉−〈b〉1l}. Erhältman wieder keine Lösung, dann ist P = ∅, andernfalls kann man na
h Satz6.11 in polynomialem Aufwand daraus ein x∗ ∈ P konstruieren.



1346.3 Die EllipsoidmethodeDie Ellipsoidmethode ist ein polynomialer Algorithmus, der das abges
hwä
h-te Zulässigkeitsproblem (ZUL∗) löst.Wir setzen in diesem Abs
hnitt n ≥ 2 voraus.De�nition 6.12 Eine Menge E ⊂ Rn heiÿt Ellipsoid (mit Zentrum a), wennes einen Punkt a ∈ Rn und eine symmetris
he, positiv de�nite Matrix A gibt,so dass
E = E(A, a) = {x ∈ Rn : (x− a)T A−1(x− a) ≤ 1}.Das Ellipsoid ist also dur
h die (ebenfalls positiv de�nite) Inverse A−1 von Ade�niert. Das liegt daran, dass si
h bei dieser De�nition viele Eigens
haftenvon E(A, a) aus den Eigens
haften von A ableiten lassen. Zum Beispiel:

• der Dur
hmesser von E(A, a) ist glei
h 2
√

λmax, wobei λmax der gröÿteEigenwert von A ist.
• Die Symmetriea
hsen von E(A, a) entspre
hen den Eigenvektoren von

A.
• E(A, a) ist das Bild der Einheitskugel B = {u ∈ Rn : ‖u‖2 ≤ 1}unter der a�nen Transformation f(u) = A1/2u + a. Dabei ist A1/2die eindeutig bestimmte Wurzel der positiv de�niten Matrix A, für die

A1/2A1/2 = A gilt.Wir wollen nun die Ellipsoidmethode zunä
hst geometris
h betra
hten.Geometris
he Bes
hreibung der EllipsoidmethodeGegeben sei ein Polytop P. Wir wollen einen Punkt in P �nden oder zeigen,dass ◦
P leer ist. Die Ellipsoidmethode besteht aus se
hs S
hritten:(1) Konstruiere ein Ellipsoid E0 = E(A0, a0), das P enthält. Setze k = 0.(2) Ist das gegenwärtige Ellipsoid �zu klein�, dann STOP: P ist leer.(3) Teste, ob der Mittelpunkt ak von Ek in P enthalten ist.(4) Gilt ak ∈ P, dann haben wir einen Punkt in P gefunden: STOP.



135(5) Gilt ak 6∈ P, dann gibt es eine P de�nierende Unglei
hung
cT x ≤ γ,die von ak verletzt wird, d.h. es gilt cT ak > γ. Bezei
hne mit

E ′k := Ek ∩ {x : cT x ≤ cT ak}das Halbellipsoid von Ek, das P enthält. Konstruiere das Ellipsoid klein-sten Volumens, das E ′k enthält, und bezei
hne es mit Ek+1.(6) Setze k ← k + 1 und gehe zu (2).Das Prinzip dieses Verfahrens ist klar: Man beginnt mit einem Ellipsoid, das
P enthält. Ist das Zentrum vonn Ek ni
ht in P, so su
ht man ein kleineresEllipsoid Ek+1, das P enthält, und so weiter. Folgende Fragen müssen nungeklärt werden:
• Wie �ndet man ein Anfangsellipsoid E0, das P enthält?
• Wie kann man Ek+1 aus Ek konstruieren?
• Wann bri
ht man ab, d.h. was heiÿt �zu klein�?
• Wie viele Iterationen sind dur
hzuführen?Die folgenden Sätze beantworten diese Fragen, wobei wir ni
ht alle der (te
h-nis
hen) Beweise angeben wollen.Das Anfangsellipsoid soll eine Kugel mit dem Nullpunkt als Zentrum sein.Enthalten die Unglei
hungen, die das Polytop de�nieren, explizite obere unduntere S
hranken für die Variablen

ℓi ≤ xi ≤ ui i = 1, . . . , n,so kann
R :=

√
√
√
√

n∑

i=1

(max{|ui|, |ℓi|})2als Radius der Kugel gewählt werden. Anderenfalls kann man zeigen:



136Lemma 6.13 Sei P ein Polyeder der Form P(A, b), P=(A, b) oder P = {x :
Ax ≤ b, x ≥ 0} mit A ∈ Qm×n, b ∈ Qm. Dann gilt(a) Alle E
ken von P sind in der Kugel B(0, R) enthalten mit

R :=
√

n22〈A〉+〈b〉−2n2

.(b) Ist P ein Polytop, so gilt P ⊆ B(0, R) = E(R2I, 0).Beweis. Na
h Satz 6.6 gilt für jede E
ke v = (v1, . . . , vn)T von P
|vi| ≤ 22〈A〉+〈b〉−2n2 für alle i = 1, . . . , n,und daraus folgt für die euklidis
he Norm von v:

‖v‖2 =

√
√
√
√

n∑

i=1

v2
i ≤

√

n max{v2
i } ≤

√
n22〈A〉+〈b〉−2n2

.Also ist jede E
ke von P in B(0, R) enthalten. Ist insbesondere P einPolytop, so folgt daraus P ⊆ B(0, R). 2Damit haben wir ein Anfangsellipsoid gefunden, mit dem die Ellipsoidme-thode gestartet werden kann.Die Konstruktion von Ek+1 aus Ek ges
hieht wie folgt:Satz 6.14 Sei Ek = E(Ak, ak) ⊂ Rn ein Ellipsoid, c ∈ Rn \ {0} und E ′k :=
Ek ∩ {x : cT x ≤ cT ak}. Setze

d :=
1√

cT Akc
Akc,

ak+1 := ak −
1

n + 1
d

Ak+1 :=
n2

n2 − 1

(

Ak −
2

n + 1
ddT

)

,dann ist Ak+1 positiv de�nit und Ek+1 := E(Ak+1, ak+1) ist das eindeutigbestimmte Ellipsoid kleinsten Volumens, das E ′k enthält.



137Beweis. Siehe Gröts
hel, Lovász und S
hrijver [GLS88℄. 2Geometris
h bedeutet dieser Satz folgendes: Ist c ∈ Rn \ {0}, so kann manMaximum und Minimum von cT x über Ek explizit angeben. Es gilt nämli
h
zmax := ak + d, und zmin := ak − dund

cT zmax = max{cT x : x ∈ Ek} = cT ak +
√

cT Akc,

cT zmin = min{cT x : x ∈ Ek} = cT ak −
√

cT Akc.Daraus folgt, dass der Mittelpunkt ak+1 des neuen Ellipsoids Ek+1 auf demGeradenstü
k zwis
hen ak und zmin liegt. Die Länge dieses Geradenstü
ks ist
‖d‖, und ak+1 errei
ht man von ak aus, indem man einen S
hritt der Länge

1
n+1
‖d‖ in Ri
htung −d ma
ht.Der Dur
hs
hnitt des Randes des Ellipsoids Ek+1 mit demRand von E ′k wird gebildet dur
h den Punkt zmin und E ′′k :=

{x : (x − ak)
T A−1

k (x − ak) = 1} ∩ {x : cT x = cT ak}.
E ′′k ist der Rand eines (n− 1)-dimensionalen Ellipsoids im Rn.Das Stoppkriterium der Ellipsoidmethode beruht aus einem Volumenargu-ment. Na
h Konstruktion ist klar, dass das Volumen von Ek+1 (bezei
hnet mit
vol(Ek+1)) kleiner ist als das von Ek. Man kann den Volumens
hrumpfungs-faktor explizit bere
hnen. Er hängt nur von der Dimension n des Raumes Rnab und ni
ht vom Updatevektor c.Lemma 6.15 Es gilt

vol(Ek+1)

vol(Ek)
=

((
n

n + 1

)n+1(
n

n− 1

)n−1
) 1

2

≤ e−
1

2n < 1.Beweis. Siehe Gröts
hel, Lovász und S
hrijver [GLS88℄. 2Mit den Formeln aus Satz 6.14 kann also eine Folge von Ellipsoiden konstru-iert werden, so dass jedes Ellipsoid Ek+1 das Halbellipsoid E ′k und somit dasPolytop P enthält und dass die Volumina der Ellipsoide s
hrumpfen.



138Die Folge der Volumina konvergiert gegen Null, daher muss einmal das Volu-men von P, falls P ein positives Volumen hat, unters
hritten werden. Dahermuss na
h endli
h vielen S
hritten der Mittelpunkt eines der Ellipsoide in Psein, falls P 6= ∅. Das folgende Lemma hilft bei der Bere
hnung, na
h wievielen S
hritten dies der Fall ist:Lemma 6.16 Seien P = P(A, b) ⊆ Rn, sei ◦
P = {x ∈ Rn : Ax < b} und sei

R :=
√

n22〈A〉+〈b〉−2n2 .(a) Entweder gilt ◦
P = ∅ oder

vol(
◦
P ∩ B(0, R)) ≥ 2−(n+1)(〈A〉+〈b〉−n2).(b) Ist P volldimensional, d.h. dimP = n, dann gilt

vol(P ∩ B(0, R)) = vol(
◦
P ∩ B(0, R)) ≥ 2−(n+1)(〈A〉+〈b〉−n2) > 0.Beweis. Siehe Gröts
hel, Lovász und S
hrijver [GLS88℄. 2Lemma 6.16 und Lemma 6.13 implizieren folgendes:Ist für ein Polyeder P die Menge ◦
P 6= ∅, dann ist au
h ◦

P ∩ B(0, R) 6= ∅ undes gilt
vol(

◦
P ∩ B(0, R)) ≥ 2−(n+1)(〈A〉+〈b〉−n2).Um ◦

P 6= ∅ zu prüfen, rei
ht es also aus zu überprüfen, ob gilt
vol(

◦
P ∩ B(0, R)) ≥ 2−(n+1)(〈A〉+〈b〉−n2),sonst muss ◦

P = ∅ sein.Wir konstruieren mit der Ellipsoidmethode Ellipsoide Ek ⊃
◦
P ∩ B(0, R),deren Volumen in jedem S
hritt mindestens um e−1/(2n) abnimmt, solangeder Mittelpunkt ak ni
ht in P liegt. Irgendwann muss also ak ∈ P gelten,oder wir errei
hen ein N mit

vol(EN) < 2−(n+1)(〈A〉+〈b〉−n2).



139Wegen EN ⊃
◦
P ∩ B(0, R) bleibt dann nur ◦

P = ∅ übrig, da das Volumen von
vol(EN) zu klein geworden ist.

Damit können wir nun die Ellipsoidmethode zur Lösung von (ZUL∗) formu-lieren:



140Algorithmus 6.17 (Die Ellipsoidmethode)Input: A ∈ Qm×n und b ∈ Qm.Output: Ein Punkt x∗ ∈ Qn mit Ax ≤ b oderdie Feststellung, dass die Menge {x ∈ Rn : Ax < b} leer ist.S
hritt 1: InitialisierungSetze R :=
√

n22〈A〉+〈b〉−2n2 oder kleiner, wenn Vorinformation vorhanden.Setze
A0 := R2I

a0 := 0

k := 0

N := 2n
(
(3n + 1)〈A〉+ (2n + 1)〈b〉 − n3

)
.(Das Anfangsellipsoid ist E0 := E(A0, a0).)S
hritt 2: Abbru
hkriterium(2a) Gilt k = N , dann STOP: Ax < b hat keine Lösung.(2b) Gilt Aak ≤ b, dann STOP: der Punkt x∗ = ak ist gefunden.(2
) Anderenfalls sei cT eine Zeile von A derart, dass der Mittelpunkt akvon Ek die entspre
hende Unglei
hung verletzt.S
hritt 3: Update(3a) Setze

d :=
1√

cT Akc
Akc,

ak+1 := ak −
1

n + 1
d

Ak+1 :=
n2

n2 − 1

(

Ak −
2

n + 1
ddT

)

,(Ek+1 := E(Ak+1, ak+1) ist das neue Ellipsoid.)(3b) Setze k ← k + 1 und gehe zu S
hritt 2.



141Beispiel 6.18 Betra
hten wir das Polytop P ⊆ R2, das dur
h die vier Un-glei
hugen
17
20
≤ x1 ≤ 18

20
und −1

5
≤ x2 ≤ 1

5de�niert ist. Als Anfangsellipsoid sei die Kugel um den Ursprung mit Radius1 gewählt, d.h.
a0 =

(
0
0

)

, A0 =

(
1 0
0 1

)

.In Iteration 1 stellt man fest, dass die Unglei
hung 17
20
≤ x1 verletzt ist, daherergibt si
h der Vektor c als c = (−1, 0)T . Damit erhalten wir:

d =
1

√

(−1, 0)

(
1 0
0 1

)(
−1
0

)

(
1 0
0 1

)(
−1
0

)

=
1

1

(
−1
0

)

=

(
−1
0

)

.sowie
a1 =

(
0
0

)

− 1

3

(
−1
0

)

=

(
1
3

0

)und
A1 =

4

3

[(
1 0
0 1

)

− 2

3

(
−1
0

)

(−1, 0)

]

=
4

3

[(
1 0
0 1

)

− 2

3

(
1 0
0 1

)]

=

(
4
9

0
0 4

3

)

.Man fährt genauso fort, bis in Iteration fünf der Punkt a5 = (211
243

, 0)T in Penthalten ist.Satz 6.19 Die Ellipsoidmethode arbeitet korrekt.



142Beweis. Gibt es ein k < N , so dass Aak ≤ b, so ist o�enbar ein Punkt aus
P(A, b) gefunden. Bri
ht die Ellipsoidmethode in S
hritt (2a) ab, so müssenwir zeigen, dass ◦

P = {x ∈ Rn : Ax < b} kein Element besitzt.Angenommen, ◦
P 6= ∅. Sei P ′ =

◦
P ∩ E0. Dann gilt na
h Lemma 6.16, dassdas Volumen von P ′ mindestens 2−(n+1)(〈A〉+〈b〉−n2) beträgt. Ist ak 6∈ P(A, b)für 0 ≤ k < N , so wird in (2
) eine verletzte Unglei
hung cT x ≤ γ gefunden.Wegen γ < cT ak enthält das Halbellipsoid

E ′k := Ek ∩ {x : cT x ≤ cT ak}die Menge P ′. Das dur
h die Formeln (3a) konstruierte Ellipsoid Ek+1 ist na
hSatz 6.14 das volumsmäÿig kleinste Ellipsoid, das E ′k enthält. Wegen P ′ ⊆ E ′kgilt natürli
h P ′ ⊆ Ek+1. Daraus folgt
P ′ ⊆ Ek für alle 0 ≤ k ≤ N.Das Volumen des Anfangsellipsoids E0 kann man bere
hnen:

vol(E0) =
√

det(R2I)Vn = RnVn,wobei Vn das Volumen der Einheitskugel in Rn ist. Wir s
hätzen nun sehr grobab: Die Einheitskugel ist im Würfel W = {x ∈ Rn : |xi| ≤ 1, i = 1, . . . , n}enthalten, dessen Volumen o�ensi
htli
h vol(W) = 2n ist. Daraus folgt:
vol(E0) < Rn2n = 2n(2〈A〉+〈b〉−2n2+log

√
n+1) < 2n(2〈A〉+〈b〉−n2).Na
h Lemma 6.15 s
hrumpft in jedem S
hritt der Ellipsoidmethode das Vo-lumen um mindestens den Faktor e−

1

2n . Aus der Abs
hätzung von vol(E0)und der Formel für N erhalten wir somit
vol(EN) ≤ e−

N
2n vol(E0) < 2−(n+1)(〈A〉+〈b〉−n2).Also gilt vol(EN) < vol(P ′). Das ist ein Widerspru
h zu P ′ ⊆ EN . Darausfolgt, dass P ′ und somit {x : Ax < b} leer sind, wenn die Ellipsoidmethodeni
ht in (2a) abbri
ht. 2Folgerung 6.20 Ist P = P(A, b) ⊆ Rn ein Polyeder, von dem wir wissen,dass es entweder volldimensional oder leer ist, dann �ndet die Ellipsoidme-thode entweder einen Punkt in P oder beweist, dass P leer ist.



143Wir hatten bereits die Methodik angespro
hen, wie zu verfahren ist, wenndas Polyeder ni
ht volldimensional ist, siehe Satz 6.11.Wir fassen das Vorgehen no
hmal zusammen: Leider sieht man einem dur
hein Unglei
hungssystem gegebenen Polyeder ni
ht unmittelbar an, ob es voll-dimensional ist oder ni
ht. Auÿerdem sind gerade die Polyeder, die dur
h dieTransformation (6.1) linearer Probleme auf ein Zulässigkeitsproblem entste-hen ni
ht volldimensional (es gilt immer cT x = bT y), so dass die Ellipsoid-methode zu keiner befriedigenden Antwort führt. Diesen Defekt kann manjedo
h dur
h Satz 6.11 reparieren.Damit ist die Bes
hreibung der Ellipsoidmethode bis auf die Abs
hätzung derRe
henzeit vollständig. Wollen wir ents
heiden, ob ein Polyeder P(A, b) einenPunkt enthält, können wir die Ellipsoidmethode auf das Unglei
hungssystem
Ax ≤ b anwenden. Finden wir einen Punkt in P(A, b), dann sind wir fertig.Anderenfalls wissen wir, dass P(A, b) ni
ht volldimensional ist. In diesem Fallkönnen wir auf Satz 6.11 zurü
kgreifen und starten die Ellipsoidmethode neu,und zwar mit dem ganzzahligen Unglei
hungssystem

22〈A〉−〈b〉Ax ≤ 22〈A〉−〈b〉b + 1l. (6.6)Ents
heidet die Ellipsoidmethode, dass das zu (6.6) gehörende strikteUnglei
hungssystem keine Lösung hat, so können wir aus Satz 6.11 folgern,dass P(A, b) leer ist. Anderenfalls �ndet die Ellipsoidmethode einen Punkt
x′, der (6.6) erfüllt. Gilt x′ ∈ P(A, b), dann haben wir das Gewüns
hte ge-funden, falls ni
ht, kann man aus x′ einen Punkt x ∈ P(A, b) konstruieren.Zur Lösung von LPs kann man die in Abs
hnitt 6.2 erwähnten Reduktio-nen benutzen. Entweder man fasst das LP und sein duales zusammen undsu
ht wie oben angegeben im ni
ht volldimensionalen Polyeder, oder manverwendet die Binärsu
he und wendet die Ellipsoidmethode N mal für nie-derdimensionale Polyeder des Typs Ps an.In beiden Fällen ist das Gesamtverfahren polynomial, wenn die Ellipsoidme-thode polynomial ist.6.4 Laufzeit der EllipsoidmethodeWir wollen nun die Laufzeit der Ellipsoidmethode untersu
hen und auf einigebisher vers
hwiegene Probleme bei ihrer Ausführung aufmerksam ma
hen.



144O�enbar ist die maximale Iterationszahl
N = 2n

(
(3n + 1)〈A〉+ (2n + 1)〈b〉 − n3

)polynomial in der Kodierungslänge von A und b. Also ist die Ellipsoidmetho-de genau dann polynomial, wenn jede Iteration in polynomialer Zeit ausge-führt werden kann.Bei der Initialisierung besteht kein Problem. Test (2a) ist trivial, und dieS
hritte (2b) und (2
) führen wir dadur
h aus, dass wir das Zentrum ak indie Unglei
hungen einsetzen und überprüfen, ob die Unglei
hungen erfülltsind oder ni
ht. Die Anzahl der dazu benötigten Re
hens
hritte ist linear in
〈A〉 und 〈b〉. Sie ist also polynomial, wenn die Kodierungslänge des Vektors
ak polynomial ist.Hier beginnen die S
hwierigkeiten: In der Updateformel (3a) muss eine Wur-zel bere
hnet werden. Im Allgemeinen werden hier also irrationale Zahlen auf-treten, die natürli
h ni
ht exakt bere
hnet werden können. Die Zahl √cT Akcmuss daher zu einer rationalen Zahl gerundet werden. Dadur
h wird geome-tris
h bewirkt, dass der Mittelpunkt des Ellipsoids Ek+1 ein wenig vers
hobenwird. Mit Si
herheit enthält das vers
hobene Ellipsoid ni
ht mehr die Men-ge E ′k, und mögli
herweise ist au
h P(A, b) ni
ht mehr in diesem Ellipsoidenthalten. Also bri
ht der gesamte Beweis der Korrektheit des Verfahrenszusammen.Auÿerdem wird beim Update (3a) dur
h mögli
herweise groÿe Zahlen divi-diert, und es ist ni
ht klar, dass die Kodierungslänge der Elemente von Ak+1bei wiederholter Anwendung von (3a) polynomial in 〈A〉 und 〈b〉 bleibt. Alsomüssen au
h die Einträge von Ak+1 gerundet werden. Dies kann zu folgendenProblemen führen: Die gerundete Matrix A∗

k+1 ist ni
ht mehr positiv de�nit,und das Verfahren wird sinnlos. Oder A∗
k+1 bleibt positiv de�nit, aber dur
hdie Rundung hat si
h die Form des zugehörigen Ellipsoids E∗k+1 so geändert,dass E∗k+1 das Polyeder P(A, b) ni
ht mehr enthält.Alle diese Klippen kann man mit einem Tri
k ums
hi�en, dessen Korrekt-heitsbeweis allerdings re
ht aufwändig ist.Die geometris
he Idee hinter dem Tri
k ist folgende:Man nehme die binäre Darstellung der Komponenten des in (3a) bere
hne-ten Vektors und der ebenfalls in (3a) bere
hneten Matrix und runde na
h pStellen hinter dem Binärkomma. Dadur
h ändert man die Lage des Mittel-punktes und die Form des Ellipsoids ein wenig.



145Nun bläst man das Ellipsoid ein biss
hen auf, d.h. man multipliziertAk+1 miteinem Faktor ξ > 1, und zwar so, dass die Menge E ′k beweisbar in dem aufge-blasenen Ellipsoid enthalten ist. Dur
h die Vergröÿerung des Ellipsoids wirddie in Lemma 6.15 bestimmte S
hrumpfungsrate vers
hle
htert, was bedeu-tet, dass man insgesamt mehr, sagen wir N ′, Iterationen dur
hführen muss.Daraus folgt, dass der Rundungsparameter p und der Aufblasparameter ξ soauf einander abgestimmt sein müssen, dass
• alle gerundeten und mit ξ multiplizierten Matrizen Ak (1 ≤ k ≤ N ′)und alle gerundeten Mittelpunkte ak (1 ≤ k ≤ N ′) polynomial in 〈A〉und 〈b〉 bere
hnet werden können,
• alle Ak positiv de�nit sind,
• P ∩ B(0, R) ⊆ Ek für alle 1 ≤ k ≤ N ′ und
• die Iterationszahl N ′ ebenfalls polynomial in 〈A〉 und 〈b〉 ist.Dies kann tatsä
hli
h realisiert werden. Der Beweis soll hier allerdings ni
htausgeführt werden. Genaueres �ndet man wieder im Bu
h von Gröts
hel,Lovász und S
hrijver [GLS88℄.Eine geeignete Modi�kation von Algorithmus 6.17, die alle obigen Kriterienerfüllt ist folgende:
• Wähle in Algorithmus 6.17

N := 5n
(
(3n + 1)〈A〉+ (2n + 1)〈b〉 − n3

)
.Ferner setze

p = 8N, ξ = 1 +
n2 − 3

2n4
.

• Modi�ziere S
hritt (3a) wie folgt:(3a) Setze
ak+1 :=p ak −

1

n + 1

1√
cT Akc

Akc,

Ak+1 :=p ξ
n2

n2 − 1

(

Ak −
2

n + 1

Akcc
T Ak

cT Akc

)

,(Ek+1 := E(Ak+1, ak+1) ist das neue Ellipsoid.)



146 Hierbei bedeutet :=p, dass bei der Re
hnung auf p Na
hkommastellenin der Binärdarstellung gerundet wird. Man bea
hte, dass bis auf dieinexakte Re
hnung und den Aufblähfaktor ξ alles unverändert ist.Man kann zeigen, dass der Reduktionsfaktor der Ellipsoidvolumen nun ≤
e−1/(5n) ist und Ek+1 ⊃ E ′k si
hergestellt bleibt.Die Ellipsoidmethode (mit Rundungsmodi�kation) ist also ein polynomialerAlgorithmus, der ents
heidet, ob ein Polyeder leer ist oder ni
ht. Mit Hilfe derbes
hriebenen Reduktionen kann sie dazu benutzt werden, lineare Problemein polynomialer Zeit zu lösen. Damit haben wir gezeigt:LPs sind in polynomialer Zeit lösbar.6.5 Separieren und OptimierenWir s
hlieÿen mit der wi
htigen Aussage, dass Optimieren und Separierenpolynomial äquivalent sind. Die Äquivalenz von Separieren und Optimie-ren ist eines der bedeutendsten Resultate der polyedris
hen Kombinatorik(vgl.[GLS81℄). Es hat sowohl die Theorie der kombinatoris
hen und ganzzah-ligen Optimierung ents
heidend beein�usst, als au
h die theoretis
he Re
ht-fertigung für Bran
h-and-Cut Verfahren (die derzeit erfolgrei
hste Methodezum Lösen NP-s
hwerer praktis
her Probleme der Diskreten Optimierung)ermögli
ht.Wir nehmen im folgenden an, dass die betra
hteten Polyeder immer volldi-mansional und bes
hränkt sind.Wir beginnen mit der De�nition der Probleme, die wir in Beziehung setzenwollen.Problem 6.21 (Optimierungsproblem � OPT) Gegeben sei ein Polyeder
P ⊆ Rn und ein Vektor c ∈ Qn.(i) Bestätige, dass P = ∅ oder(ii) Finde y ∈ P mit cT y = max{cTx

∣
∣ x ∈ P} oder(iii) bestätige, dass max{cT x

∣
∣ x ∈ P} unbes
hränkt ist, d.h. �nde eine Ex-tremale z von P mit cT z ≥ 1.



147Unter unserer Annahme, dass P volldimensional und bes
hränkt sein soll,kommt natürli
h nur Punkt (ii) in Frage, d.h. Problem 6.21 reduziert si
hauf das Finden einer Optimallösung.Problem 6.22 (Separierungsproblem � SEP) Gegeben sei ein Polyeder P ⊆
Rn und ein Vektor y ∈ Qn. Ents
heide, ob y ∈ P. Falls ni
ht, �nde einenVektor c ∈ Qn mit cT y > max{cT x

∣
∣ x ∈ P}.Wir betra
hten no
h ein drittes Problem, das � wie wir no
h sehen werden� dual zum Problem 6.22 ist.Problem 6.23 (Verletztheitsproblem � VIOL) Gegeben sei ein Polyeder P ⊆

Rn, ein Vektor c ∈ Qn und ein Skalar γ ∈ Q. Ents
heide, ob cT x ≤ γ füralle x ∈ P. Falls ni
ht, �nde einen Vektor y ∈ P mit cT y > γ.Die Fragen, die uns in diesem Abs
hnitt interessieren, kann man folgernder-maÿen bes
hreiben: Angenommen, wir kennen eine Methode (im Folgendenwerden wir von einem Orakel spre
hen), die eines der drei Probleme löst. Istes dann au
h mögli
h, die beiden anderen Probleme in orakel-polynomialerZeit zu lösen?Auf den ersten Bli
k s
heint das Optimierungsproblem das s
hwerste zu sein.Könnten wir dies lösen, so könnten wir si
her au
h das Verletztheitsproblemlösen. Aber könnten wir damit au
h das Separierungsproblem lösen? Undumgekehrt, wenn wir separieren können, können wir dann au
h optimieren?In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass alle drei Probleme in der Tatpolynomial äquivalent sind. Wir werden im Folgenden die Probleme 6.21 bis6.23 immer mit OPT, SEP und VIOL abkürzen. S
hreiben wir Klammernum die Abkürzungen, so bezei
hne dies ein Orakel für das jeweilige Problem,d.h. (OPT), (SEP) und (VIOL) sind Orakel für OPT, SEP und VIOL. Wirnehmen in diesem Abs
hnitt n ≥ 2 an.Satz 6.24 Gegeben sei ein bes
hränktes und volldimensionales Polyeder Pdas endli
h 
odierbar sei, also P = P(A, b). mit A ∈ Qm,n, b ∈ Qm. Ei-ne S
hranke für die Codierungslänge sei bekannt. Angenommen wir hättenein Orakel, das eines der drei Probleme SEP, OPT oder VIOL für P löst.Dann können die zwei verbliebenen Probleme in orakel-polynomialer Zeit ge-löst werden.



148Beweis. Wir zeigen nur die ersten beiden der S
hritte
• (SEP) → (OPT)
• (OPT) → (VIOL)
• (VIOL) → (SEP).Zu zeigen ist, dass die Transformationen jeweils in orakel-polynomialer Zeiterfolgen können.(SEP) → (OPT).Angenommen, wir haben ein Separationsorakel (SEP), das SEP für P löst,wobei P volldimensional und bes
hränkt ist. Weiterhin haben wir einen Ziel-funktionsvektor c ∈ Qn und damit mö
hten wir das Problem max{cT x

∣
∣ x ∈

P} lösen.Wir wollen binäre Su
he in Verbindung mit der Ellipsoidmethode dur
hfüh-ren. Bei der binären Su
he treten die Polyeder auf Ps = {x ∈ P : cT x ≥ s}.Das Orakel (SEP) für P kann lei
ht zu einem Orakel (SEP) für Ps modi�ziertwerden (gilt cT x < s, dann ist dies bereits eine trennende Unglei
hung, sonstkonsultiere (SEP) für P).Nun stellen wir fest, dass das Ellipsoidverfahren angewendet auf das Polyeder
Ps in S
hritt (2b) und (2
) nur ein Orakel (SEP) für Ps brau
ht. Insgesamtist also (OPT) orakel-polynomial in (SEP).(OPT) → (VIOL).Gegeben sei ein Polyeder P, wobei P bes
hränkt und volldimensional sei.Weiterhin seien ein Vektor c ∈ Qn und eine Zahl γ ∈ Q gegeben. Wir ha-ben nun zu ents
heiden, ob die Unglei
hung cT x ≤ γ für x ∈ P erfüllt ist.Ist dies ni
ht der Fall, so brau
hen wir einen Vektor y ∈ P mit cT y > γ.Als erstes fragen wir das Orakel (OPT) na
h einer Lösung für das Problem
max{cT x

∣
∣ x ∈ P}. Das Orakel wird uns eine Optimallösung y zurü
kgeben,da P bes
hränkt und volldimensional ist. Gilt nun cT y ≤ γ, so haben wireinen Beweis dafür, dass die Unglei
hung cT x ≤ γ für alle x ∈ P gültig ist.Andernfalls haben wir einen Vektor y gefunden mit cT y > γ.



149(VIOL) → (SEP).Man betra
htet das Polyeder aller gültigen Unglei
hungen für P. Der Beweisist dann elementar. Wir verzi
hten auf Details. 2



150



Kapitel 7Optimalitätsbedingungen fürni
htlineare ProblemeIn der Ni
htlinearen Optimierung betra
htet man Optimierungsprobleme derForm
min f(x)s.t. gi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . , m)

hj(x) = 0 (j = 1, . . . , k)
(NLP)wobei f , gi, hj : Rn → R, f, gi, hj ∈ C1. Man setzt hierbei ni
ht mehr voraus,dass die Funktionen linear oder konvex sind.Notation: Die zulässige Menge eines ni
htlinearen Problems bezei
hnen wirwieder mit X , d.h.

X = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . , m), hj(x) = 0 (j = 1, . . . , k)}.Wir bes
hränken uns hier auf den Fall linearer Nebenbedingungen, also Pro-bleme der Form
min f(x) s.t. Ax ≤ b (NP)mit A ∈ Rm,n, b ∈ Rm. Der zulässige Berei
h ist dann ein Polyeder, genauer

X = P(A, b).Dies vermeidet einige Komplikationen bei der Optimalitätstheorie für Pro-bleme mit ni
htlinearen Nebenbedingungen. Der allgemeine Fall wird aus-führli
h in der Vorlesung über Ni
htlineare Optimierung behandelt.Bei ni
htlinearen Optimierungsproblemen fehlen viele der Eigens
haften, dieLPs so gut lösbar ma
hen: 151
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• Ein lokaler Minimalpunkt eines LPs ist glei
hzeitig s
hon ein globalerMinimalpunkt des LPs.
• Die zulässige Menge enthält endli
h viele ausgezei
hnete Randpunkte(E
ken) mit der Eigens
haft: Besitzt die Zielfunktion ein Minimum,dann wird es in einem dieser Extrempunkte angenommen.
• Mit dem Simplex-Algorithmus gibt es ein Verfahren, das in endli
hvielen S
hritten entweder eine Optimallösung des Problems liefert oderfeststellt, dass das Problem unbes
hränkt ist.All diese Eigens
haften tre�en auf ni
htlineare Optimierungsprobleme imAllgemeinen ni
ht zu.7.1 OptimalitätsbedingungenZu Optimalitätsbedingungen für ni
htlineare Optimierungsprobleme gelangtman ähnli
h, wie wir das in Satz 4.4 für LPs gema
ht haben, dur
h folgendeÜberlegung: Ist x̄ ∈ X ein lokales Minimum, dann existiert ǫ > 0 so dass

f(x̄ + s) ≥ f(x̄) ∀ s ∈ Rn, x̄ + s ∈ X , ‖s‖ ≤ ǫ.7.1.1 Tangentialkegel und LinearisierungskegelWir de�nieren zunä
hst in einem Punkt x∗ ∈ X die Menge aller Ri
htungen
s, so dass x∗ + λs für kleine λ > 0 wieder in X liegt:De�nition 7.1 Sei x∗ ein zulässiger Punkt des ni
htlinearen Optimierungs-problems (NP) min{f(x) : x ∈ X}. Ein Vektor s ∈ Rn heiÿt zulässige Ri
h-tung in x∗, falls eine reelle Zahl λ̄ > 0 existiert, so dass

x∗ + λs ∈ X für alle λ ∈ [0, λ̄].Ferner heiÿt
Z(x∗) = {s : s ist zulässige Ri
htung in x∗}Tangentialkegel von X in x∗ (oder au
h Kegel der zulässigen Ri
htungen in

x∗).



153Wir erhalten die folgende erste Optimalitätsbedingung.Satz 7.2 Es sei f : Rn → R stetig di�erenzierbar. Dann gilt für jede lokaleLösung x̄ des (NP)
min f(x) s.t. x ∈ Xdie notwendige Optimalitätsbedingung

x̄ ∈ X und ∇f(x̄)T s ≥ 0 ∀ s ∈ Z(x̄). (7.1)Beweis. x̄ ∈ X ist klar. Sei nun s eine beliebige zulässige Ri
htung in x̄.Dann gibt es λ̄ > 0 mit x̄ + λs ∈ X für alle λ ∈ [0, λ̄]. Da x̄ ein lokalesMinimum ist, können wir λ̄ > 0 ohne Eins
hränkung so wählen, dass gilt
f(x̄ + λs) ≥ f(x̄) ∀λ ∈ (0, λ̄].Dies ergibt

0 ≤ f(x̄ + λs)− f(x̄)

λ

λց0→ ∇f(x̄)T s.Somit gilt (7.1) für alle zulässigen Ri
htungen s in x̄ und somit au
h für denAbs
hluÿ Z(x̄) all dieser Ri
htungen. 2Der Tangentialkegel ist unhandli
h. Um die Optimalitätsbedingung (7.1) zuvereinfa
hen, würden wir ihn gerne bequemer darstellen.In unserem Fall von linearen Nebenbedingungen stimmt der Tangentialkegelmit dem sogenannten Linearisierungskegel überein.Um den Begri� Linearisierungskegel plausibel zu ma
hen, betra
hten wirzunä
hst das allgemeine Problem
min f(x) s.t. gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m. (NLPI)Wir benötigen zunä
hst die folgende De�nition.De�nition 7.3 Sei X = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . , m)}. Sei x∗ ∈ X .Eine Nebenbedingungsfunktion gi(x) mit gi(x

∗) = 0 heiÿt in x∗ aktiv (oderau
h bindend). Die Mengeeq(x∗) = {i ∈ {1, . . . , m} : gi(x
∗) = 0}heiÿt die Indexmenge der in x∗ aktiven Nebenbedingungen.



154Beispiel 7.4 Sei X de�niert dur
h die drei Funktionen
g1(x) = x2

1 + x2
2 − 1 ≤ 0

g2(x) = −x1 ≤ 0
g3(x) = −x2 ≤ 0.Für x∗ = (1, 0) gilt eq(x∗) = {1, 3}, für x∗ = (0, 0) gilt eq(x∗) = {2, 3}, für

x∗ = (3
5
, 4

5
) gilt eq(x∗) = {1}, für x∗ = (1

2
, 1

2
) gilt eq(x∗) = ∅.De�nition 7.5 Seien g1, . . . , gm ∈ C1, sei X = X (g) = {x ∈ Rn : gi(x) ≤

0, i = 1, . . . , m} und sei x∗ ∈ X . Die Menge
LX (g)(x

∗) = {s ∈ Rn : ∇gi(x
∗)T s ≤ 0 für alle i ∈ eq(x∗)}heiÿt Linearisierungskegel von X in x∗ zur Darstellung X (g).Ist der zulässige Berei
h X ein Polyeder P(A, b), dann ist der Linearisie-rungskegel in x∗ gegeben dur
h

LP(A,b)(x
∗) = {s : Aeq(x∗)·s ≤ 0}und stimmt mit dem Tangentialkegel überein, wie das folgende Lemma zeigt.Lemma 7.6 Es sei X = P(A, b) mit A ∈ Rm,n, b ∈ Rm. Ist x∗ ∈ X , danngilt

Z(x∗) = LP(A,b)(x
∗) = {s : Aeq(x∗)·s ≤ 0}.Beweis. �⊂�: Sei s eine zulässige Ri
htung in x∗. Dann gilt mit einem λ̄ > 0

Aeq(x∗)·x
∗ = beq(x∗), Aeq(x∗)·(x

∗ + λs) ≤ beq(x∗) ∀λ ∈ [0, λ̄].Subtraktion der ersten Glei
hung von der zweiten Unglei
hung ergibt
Aeq(x∗)·λs ≤ 0 ∀λ ∈ [0, λ̄].Damit liegt jede zulässige Ri
htung s in der abges
hlossenen Menge

LP(A,b)(x
∗) und somit au
h der Abs
hluss Z(x∗) der Menge dieser Ri
htun-gen.�⊃�: Es gelte s ∈ LP(A,b)(x

∗). Für λ̄ > 0 klein genug gilt dann (inaktiveNebenbedingungen bleiben inaktiv)
Aeq(x∗)·(x

∗ + λs) = beq(x∗) + λAeq(x∗)·s ≤ beq(x∗),

A({1,...,m}\eq(x∗))·(x
∗ + λs) < b({1,...,m}\eq(x∗)) ∀λ ∈ [0, λ̄].Somit gilt s ∈ Z(x∗) 2



155Bemerkung 7.7 Im Fall ni
htlinearer Nebenbedingungen X = X (g) =
{x ∈ Rn : gi(x) ≤ 0, Mi = 1, . . . , m} mit gi ∈ C1 gilt immer Z(x∗) ⊂
LX (g)(x

∗), wobei Z(x∗) genau wie in De�nition 7.1 de�niert ist.Die wi
htige Inklusion Z(x∗) ⊃ LX (g)(x
∗), die es erlaubt, in der Optimalitäts-bedingung (7.1) den Tangentialkegel Z(x∗) dur
h den Linearisierungskegel zuersetzen, gilt jedo
h im Fall ni
htlinearer Nebenbedingungen nur unter zu-sätzli
hen Bedingungen, einer sogenannten Constraint Quali�
ation. Detailswerden in Optimierung 3 behandelt.Aus der Optimalitätsbedingung (7.1) erhalten wir unmittelbar im Fall linea-rer NebenbedingungenKorollar 7.8 Es sei f : Rn → R stetig di�erenzierbar, A ∈ Rm,n, b ∈ Rm.Ist x̄ eine lokale Lösung des Problems

min f(x) s.t. x ∈ P(A, b),dann gelten die notwendige Optimalitätsbedingung
Ax̄ ≤ b und ∇f(x̄)T s ≥ 0 ∀ s ∈ {s : Aeq(x̄)·s ≤ 0}. (7.2)Beweis. Na
h Lemma 7.6 folgt dies sofort aus Satz 7.2 27.1.2 Karush-Kuhn-Tu
ker-BedingungenWir wenden nun das Farkas-Lemma an, um (7.2) in ein Glei
hungs- undUnglei
hungssystem zu verwandeln.Satz 7.9 (Karush-Kuhn-Tu
ker-Bedingungen für (NP)) Seien f ∈ C1, A ∈

Rm,n, b ∈ Rm. x̄ sei ein lokaler Minimalpunkt von
min f(x) s.t. Ax ≤ b.Dann gibt es einen Vektor ū ∈ Rm mit

∇f(x̄) + AT ū = 0, (Multiplikatorregel)
Ax̄ ≤ b, (Zulässigkeit)

ū ≥ 0, (Ax̄− b)iūi = 0, i = 1, . . . , m, (Komplementarität). (7.3)



156Beweis. Die zweite Bedingung gilt, weil x̄ zulässig sein muss.Setze I = eq(x̄). Na
h Korollar 7.8 hat dann das System
AI·s ≤ 0, ∇f(x̄)T s < 0keine Lösung. Daher existiert na
h dem Farkas-Lemma (Satz 4.5) ein z mit
−AT

I·z = ∇f(x̄), z ≥ 0.De�nieren wir nun ū ∈ Rm dur
h ūI = z, ū{1,...,m}\I = 0, dann gilt
AT ū = AT

I·ūI = −∇f(x̄), ū ≥ 0,Weiter ist wegen AI·x̄ = bI und ū{1,...,m}\I = 0 au
h die Komplementaritäts-bedingung
(Ax̄− b)iūi = 0, i = 1, . . . , merfüllt. 2Die Komponenten des Vektors ū heiÿen Lagrange-Multiplikatoren. Ein Punkt

x̄, der die Karush-Kuhn-Tu
ker-Bedingungen erfüllt, heiÿt Karush-Kuhn-Tu
ker-Punkt, au
h kurz: KKT-Punkt.Wir können die KKT-Bedingungen geometris
h so deuten:Minus Gradient der Zielfunktion liegt im Kegel, der von denGradienten der in x̄ aktiven Nebenbedingungen aufgespannt wird.Wir zeigen jetzt, dass die KKT-Bedingungen (7.3) bei konvexer Zielfunktionhinrei
hend sind, und zwar für globale Minimalpunkte.Satz 7.10 (KKT-Bedingungen im konvexen Fall) Sei f ∈ C1 konvex. Be-tra
hte das Optimierungsproblem (NP). Wenn x̄ ∈ Rn und ū ∈ Rm die KKT-Bedingungen (7.3) erfüllen, dann ist x̄ (lokaler = globaler) Minimalpunkt desProblems.



157Beweis. Sei x̄ ein Punkt, der die KKT-Bedingungen erfüllt. Sei x ∈ Xbeliebig. Wegen ū ≥ 0 und der Linearität der Nebenbedingungen folgt mitden KKT-Bedingungen
ūTA(x− x̄) ≤ ūT (Ax− b− (Ax̄− b))) = ūT (Ax− b) ≤ 0.Zusammen mit der Konvexität von f , Satz 2.32 und (7.3), 2) ergibt si
h

f(x)− f(x̄) ≥ ∇f(x̄)T (x− x̄) = −ūT A(x− x̄) ≥ 0.

2Bemerkung 7.11 Der Satz läÿt si
h auf (NLPI) erweitern, falls f, gi ∈ C1konvex sind. Siehe Optimierung 3.S
hlieÿli
h betra
hten wir no
h den Fall von Glei
hungs- und Unglei
hungs-nebenbedingungen. Wir erhalten das folgende Resultat:Satz 7.12 (Karush-Kuhn-Tu
ker-Bedingungen für (NPGU)) Sei f ∈ C1, A ∈
Rm,n, B ∈ Rk,n, b ∈ Rm, d ∈ Rk. x̄ sei ein lokaler Minimalpunkt von

min f(x) s.t. x ∈ X := {x : Ax ≤ b, Bx = d}. (NPGU)Dann gibt es Vektoren ū ∈ Rm, v̄ ∈ Rk mit
∇f(x̄) + AT ū + BT v̄ = 0

Ax̄ ≤ b,

Bx̄ = d,

ū ≥ 0, (Ax̄− b)iūi = 0, i = 1, . . . , m.

(7.4)Beweis. Wir s
hreiben Bx− d = 0 als ( Bx
−Bx

)
≤
(

d
−d

). Dann liefert Satz 7.9Multiplikatoren ū, v̄+, v̄− ≥ 0 mit
∇f(x̄) + AT ū + BT (v̄+ − v̄−) = 0

ūi(Ax̄− b)i = 0, i = 1, . . . , m,

v̄+
j (Bx̄− d)j = 0, v̄−

j (Bx̄− d)j = 0, j = 1, . . . , k,wobei die letzte Zeile wegen Bx̄ = d ni
hts neues bringt. Mit v̄ = v̄+ − v̄−gilt also (7.4). 2
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Kapitel 8Quadratis
he ProblemeQuadratis
he Probleme bilden eine wi
htige Klasse von Optimierungspro-blemen, die sowohl von unabhängigem Interesse sind als au
h als Teilpro-bleme bei Lösungsverfahren für allgemeine ni
htlineare Probleme auftreten,zum Beispiel beim so genannten Sequential Quadrati
 Programming-Verfahren(SQP).Zunä
hst betra
hten wir glei
hheitsrestringierte quadratis
he Probleme, da-na
h behandeln wir zusätzli
h auftretende Unglei
hungsnebenbedingungenmit der sogenannten Strategie der aktiven Menge. Grundlegend für beidessind die KKT-Bedingungen.8.1 Probleme mit Glei
hheitsrestriktionenWir betra
hten zunä
hst ein quadratis
hes Problem mit Glei
hheitsrestrik-tionen
min f(x) := 1

2
xT Qx + cT xs.t. bT

j x = βj (j = 1, . . . , p),
(8.1)wobei Q ∈ Rn×n symmetris
h, c ∈ Rn, bj ∈ Rn und βj ∈ R (j = 1, . . . , p)gegeben sind.Sei x̄ ein lokaler Minimalpunkt von (8.1). Alle Nebenbedingungen sind li-near, daher existieren na
h Satz 7.12 Lagrange-Multiplikatoren v̄j ∈ R(j = 1, . . . , p), so dass das Paar (x̄, v̄) den KKT-Bedingungen

Qx + c +
p∑

j=1

vjbj = 0,

bT
j x = βj (j = 1, . . . , p)159



160von (8.1) genügt. Bezei
hnen wir mit B ∈ Rp×n die Matrix mit den Vektoren
bT
j als Zeilenvektoren und setzen β := (β1, . . . , βp)

T , so lässt si
h das obigeGlei
hungssystem formulieren als
Qx + BT v = −c,

Bx = β.Dies ist ein lineares Glei
hungssystem zur Bere
hnung eines KKT-Punktesvon (8.1). Damit ist das folgende Resultat bewiesen:
Satz 8.1 Ein Paar (x̄, v̄) ∈ Rn × Rp ist genau dann ein KKT-Punkt desOptimierungsproblems (8.1), wenn (x̄, v̄) Lösung des linearen Glei
hungssy-stems

(
Q BT

B 0

)(
x
v

)

=

(
−c
β

) (8.2)ist.
Im Fall einer positiv semi-de�niten Matrix Q (so dass die Zielfunktion kon-vex ist, siehe Satz 2.33) sind die KKT-Bedingungen von (8.1) vollständigäquivalent zum eigentli
hen Optimierungsproblem (8.1), vgl. die Sätze 7.12und 7.10. In diesem Fall lässt si
h die Lösung eines glei
hheitsrestringiertenquadratis
hen Optimierungsproblems also auf die Lösung des zugehörigenlinearen Glei
hungssystems (8.2) reduzieren.Für den nä
hsten Abs
hnitt ist es praktis
h, den Inhalt des Satzes 8.1 no
hetwas umzuformulieren: S
hreiben wir x = xk + ∆x im Glei
hungssystem(8.2) mit einem für das quadratis
he Problem (8.1) zulässigen Vektor xksowie einem Korrekturterm ∆x ∈ Rn, so ergeben si
h aus (8.2) die folgenden



161Äquivalenzen:
(

Q BT

B 0

)(
x
v

)

=

(
−c
β

)

⇐⇒
(

Q BT

B 0

)(
xk + ∆x

v

)

=

(
−c
β

)

⇐⇒
(

Q BT

B 0

)(
∆x
v

)

=

(
−c
β

)

−
(

Q BT

B 0

)(
xk

0

)

⇐⇒
(

Q BT

B 0

)(
∆x
v

)

=

(
−c−Qxk

β − Bxk

)

⇐⇒
(

Q BT

B 0

)(
∆x
v

)

=

(
−∇f(xk)

0

)

,denn xk ist zulässig für (8.1), d.h. Bxk = β, und es ist ∇f(x) = Qx+c. Somithaben wir die na
hstehende Formulierung des Satzes 8.1, die bei der Behand-lung quadratis
her Probleme mit Glei
hheits- und Unglei
hheitsrestriktionenim folgenden Abs
hnitt hilfrei
h sein wird.
Satz 8.2 Sei xk ∈ Rn ein zulässiger Punkt für das quadratis
he Optimie-rungsproblem (8.1). Dann ist (x̄, v̄) ∈ Rn × Rp genau dann ein KKT-Punktvon (8.1), wenn x̄ = xk + ∆x∗ gilt und (∆x∗, v̄) eine Lösung des linearenGlei
hungssystems

(
Q BT

B 0

)(
∆x
v

)

=

(
−∇f(xk)

0

)

ist.



1628.2 Strategie der aktiven Menge für Unglei-
hungenIm Folgenden untersu
hen wir das quadratis
he Problem mit Glei
hungs-und Unglei
hungsrestriktionen
min f(x) := 1

2
xT Qx + cT xs.t. bT

j x = βj (j = 1, . . . , p),

aT
i x ≤ αi (i = 1, . . . , m)

(8.3)mit Q ∈ Rn×n symmetris
h, c ∈ Rn, ai, bj ∈ Rn und αi, βj ∈ R ∀i, j.Die wesentli
he Idee zur Lösung von (8.3) besteht darin, dass man (unterBenutzung von Satz 8.2) eine Folge von glei
hheitsrestringierten Problemenlöst, wel
he si
h dadur
h ergeben, dass man in (8.3) nur die im aktuellenIterationspunkt aktiven Restriktionen berü
ksi
htigt.Dazu de�niert man in Iteration k eine geeignete Approximation Ak an dieIndexmenge eq(xk) := {i ∈ {1, . . . , m} : aT
i xk = αi}der in xk aktiven Unglei
hungsnebenbedingungen von (8.3) und bere
hnetmit Satz 8.2 einen KKT-Punkt des Hilfsproblems

min 1
2
xT Qx + cT xs.t. bT
j x = βj (j = 1, . . . , p),

aT
i x = αi (i ∈ Ak)Ist dieser Punkt au
h ein KKT-Punkt von (8.3), dann sind wir fertig, ande-renfalls muss xk bzw. Ak geeignet modi�ziert werden.Im folgenden sei wie vorher B ∈ Rp×n die Matrix mit den Zeilen bT

j (j =

1, . . . , p), und Ak ∈ R|Ak|×n sei die Matrix mit den Zeilen aT
i (i ∈ Ak).



163Algorithmus 8.3 (Strategie der aktiven Menge für quadratis
he Probleme)Input: ein quadratis
hes Problem der Form (8.3)Output: ein KKT-Punkt für (8.3)S
hritt 0: Bestimme ein für (8.3) zulässiges x0 ∈ Rn sowie zugehörige Lagrange-Multiplikatoren u0 ∈ Rm und v0 ∈ Rp, setze A0 := {i : aT
i x0 = αi} und k := 0.S
hritt 1: Ist (xk, uk, vk) ein KKT-Punkt von (8.3): STOP.S
hritt 2: Setze uk+1

i := 0 für i 6∈ Ak und bestimme (∆xk, uk+1
Ak

, vk+1) als Lösung deslinearen Glei
hungssystems




Q AT
k BT

Ak 0 0
B 0 0









∆x
uAk

v



 =





−∇f(xk)
0
0



 (8.4)S
hritt 3: Unters
heide folgende Fälle:(a) Ist ∆xk = 0 und uk+1
i ≥ 0 für alle i ∈ Ak: STOP.(b) Ist ∆xk = 0 und min{uk+1

i : i ∈ Ak} < 0, so bestimme einen Index q mit
uk+1

q = min{uk+1
i : i ∈ Ak}, setze

xk+1 := xk, Ak+1 := Ak \ {q},und gehe zu S
hritt 4.(
) Ist ∆xk 6= 0 und xk + ∆xk zulässig für (8.3), so setze
xk+1 := xk + ∆xk, Ak+1 := Ak,und gehe zu S
hritt 4.(d) Ist ∆xk 6= 0 und xk + ∆xk ni
ht zulässig für (8.3), so bestimme einenIndex r /∈ Ak, mit aT

r ∆xk > 0 und
tk :=

αr − aT
r xk

aT
r ∆xk

= min

{
αi − aT

i xk

aT
i ∆xk

: i 6∈ Ak mit aT
i ∆xk > 0

}

,setze
xk+1 := xk + tk∆xk, Ak+1 := Ak ∪ {r},und gehe zu S
hritt 4.S
hritt 4: Setze k ←− k + 1, und gehe zu S
hritt 1.



164Einige Erklärungen zum Algorithmus 8.3:Zu S
hritt 0: Ein zulässiger Punkt x0 für das Problem (8.3) kann mittelsPhase I des Simplex-Algorithmus gefunden werden, vgl. Abs
hnitt 5.3.Zu S
hritt 2: Da die aktuelle Iterierte xk für das quadratis
he Problem (8.3)zulässig ist (der Startvektor x0 ist zulässig wegen S
hritt 0, und die Zuläs-sigkeit von xk ergibt si
h induktiv in S
hritt 3), folgt aus dem Satz 8.2, dassder Punkt (xk + ∆xk, uk+1
Ak

, vk+1) aus S
hritt 2 ein KKT-Punkt des glei
h-heitsrestringierten Problems
min 1

2
xT Qx + cT xs.t. bT
j x = βj (j = 1, . . . , p)

aT
i x = αi (i ∈ Ak)

(QPk)ist.Zu S
hritt 3:Fall (a): Im Fall ∆xk = 0 und uk+1
i ≥ 0 für alle i ∈ Ak erkennt man sofort,dass das Tripel

(xk, uk+1, vk+1) mit uk+1
i = 0 für i 6∈ Akau
h ein KKT-Punkt des eigentli
hen Problems (8.3) ist. Dies erklärt insbe-sondere das Abbru
hkriterium im S
hritt 3(a).Fall (b): Ist dagegen ∆xk = 0 und uk+1

i < 0 für ein i ∈ Ak (dies bedeutet,dass wir einerseits no
h ni
ht in einem KKT-Punkt von (8.3) sein können,dass andererseits auf der aktuellen Restriktionsmenge die Zielfunktion aberni
ht weiter verringert werden kann), so lo
kern wir die Restriktionen undentfernen einen Index aus der Menge Ak.Dieser S
hritt heiÿt Inaktivierungss
hritt. Dabei entnehmen wir einen sol
henIndex q ∈ Ak, für den der zugehörige Lagrange-Multiplikator am stärkstennegativ ist.Fall (
): Ist ∆xk 6= 0 und xk + ∆xk zulässig für (8.3), so akzeptieren wirnatürli
h den Punkt (xk + ∆xk, uk+1, vk+1) als neue Iterierte, ohne dabei dieIndexmenge Ak zu verändern.Fall (d): Ist xk +∆xk hingegen ni
ht zulässig für (8.3), so ist eine der bislangstrikt erfüllten Unglei
hungen verletzt. Statt eines vollen S
hrittes xk + ∆xksetzen wir daher
xk+1 := xk + tk∆xk



165mit einer S
hrittweite tk > 0, wel
he gerade garantiert, dass au
h die Unglei-
hungen i 6∈ Ak im neuen Punkt xk+1 erfüllt sind. Dies liefert die Forderung
aT

i xk+1 = aT
i xk + tka

T
i ∆xk ≤ αi ∀i 6∈ Ak.Da aT

i xk ≤ αi gilt, ist diese Forderung für Indizes i 6∈ Ak mit aT
i ∆xk ≤ 0 mitjedem tk > 0 automatis
h erfüllt.Für Indizes i 6∈ Ak mit aT

i ∆xk > 0 liefert die obige Forderung gerade
tk ≤

αi − aT
i xk

aT
i ∆xk

,also
tk = min

{
αi − aT

i xk

aT
i ∆xk

: i 6∈ Ak mit aT
i ∆xk > 0

}

.Wir nehmen dadur
h eine neue aktive Nebenbedingung zur Indexmenge Akhinzu. Dieser S
hritt wird au
h Aktivierungss
hritt genannt.Bleibt no
h die Frage, ob es im S
hritt 3(d) immer einen Index i 6∈ Akmit aT
i ∆xk > 0 gibt. Dies muss aber so sein, denn andernfalls wäre (wegen

aT
i xk ≤ αi ∀i)

aT
i (xk + ∆xk) ≤ αi ∀i 6∈ Ak.Da überdies wegen (8.4) au
h aT

i ∆xk = 0 und somit
aT

i (xk + ∆xk) ≤ αi ∀i ∈ Akgilt, wäre xk +∆xk zulässig für Problem (8.3), ein Widerspru
h zur Annahmein S
hritt 3(d).Zur Illustration des Algorithmus 8.3 betra
hten wir ein Beispiel:Beispiel 8.4 Betra
hten wir das Problem
min 1

2
x2

1 + 1
2
x2

2 + 2x1 + x2s.t. −x1 − x2 ≤ 0,
x2 ≤ 2,

x1 + x2 ≤ 5,
−x1 + x2 ≤ 2,

x1 ≤ 5,
− x2 ≤ 1.



166Wir haben: Q =

(
1 0
0 1

).Als zulässiger Startpunkt sei x0 := (5, 0)T gewählt. Als anfängli
henLagrange-Multiplikator setzen wir u0 := (0, 0, 0, 0, 0, 0)T (dies hat auf denweiteren Verlauf der Iteration aber keinen Ein�uss). Somit ist A0 = {3, 5}.Iteration 1: S
hritt 1: (x0, u0) ist kein KKT-Punkt, da
∇f(x0) +

6∑

i=1

0 · ∇gi(x
0) =

(
7

1

)

6=
(

0

0

)

.S
hritt 2: Löse das Glei
hungssystem






1 0 1 1
0 1 1 0
1 1 0 0
1 0 0 0













∆x1

∆x2

u3

u5







=







−7
−1
0
0







.Lösung ist ∆x0 = (0, 0), u3 = −1 und u5 = −6.S
hritt 3: Fall (b), mit q = 5. Daher:
x1 := (5, 0), A1 := {3}.Iteration 2: S
hritt 1: (x1, u1) ist kein KKT-Punkt, da u 6≥ 0.S
hritt 2: Löse das Glei
hungssystem





1 0 1
0 1 1
1 1 0









∆x1

∆x2

u3



 =





−7
−1
0



 .Lösung ist ∆x1 = (−3, 3) und u3 = −4.S
hritt 3: Fall (d), weil (5, 0) + (−3, 3) = (2, 3) ni
ht zulässig (2. Nebenbe-dingung ist verletzt). Betra
hte die Indizes {i /∈ A1 : aT
i ∆x1 > 0} = {2, 4}.Daher

t1 = min

{

2− (0, 1)
(
5
0

)

(0, 1)
(−3

3

) ,
2− (−1, 1)

(
5
0

)

(−1, 1)
(−3

3

)

}

= min{2
3
, 7

6
} = 2

3
,angenommen bei r = 2. Somit:

x2 := x1 + 2
3
∆x1 = (3, 2), A2 := A1 ∪ {2} = {2, 3}.Die Ergebnisse der Iterationen 3 bis 8 sind in der folgenden Tabelle darge-stellt:



167k xk Ak f(xk) uk0 (5,0) {3,5} 22.50 (0,0,0,0,0,0)1 (5,0) {3} 22.50 (0,0,-1,0,-6,0)2 (3,2) {2,3} 14.50 (0,0,-4,0,0,0)3 (3,2) {2} 14.50 (0,2,-5,0,0,0)4 (0,2) {2,4} 4.00 (0,-3,0,0,0,0)5 (0,2) {4} 4.00 (0,-5,0,2,0,0)6 (-1,1) {1,4} 0.00 (0,0,0,-0.5,0,0)7 (-1,1) {1} 0.00 (1.5,0,0,-0.5,0,0)8 (-0.5,0.5) {1} -0.25 (1.5,0,0,0,0,0)Wir zeigen nun, dass der Algorithmus 8.3 im Falle eines quadratis
hen Pro-blemes (8.3) mit positiv de�niter Matrix Q sowie linear unabhängigen Vek-toren ai (i ∈ A0) und bj (j = 1, . . . , p) wohlde�niert ist (d.h., die linearenGlei
hungssysteme im S
hritt 2 sind stets eindeutig lösbar). Dies folgt ausden Aussagen (a) und (b) des folgenden Satzes.Satz 8.5 Gegeben sei das quadratis
he Optimierungproblem (8.3) mit einersymmetris
hen Matrix Q ∈ Rn×n und c ∈ Rn, ai, bj ∈ Rn (i = 1, . . . , m,
j = 1, . . . , p).(a) Ist die Matrix Q positiv de�nit und sind die Vektoren ai (i ∈ Ak), bj(j = 1, . . . , p) linear unabhängig, so ist das lineare Glei
hungssystem(8.4) in S
hritt 2 von Algorithmus 8.3 eindeutig lösbar.(b) Sind im k-ten S
hritt von Algorithmus 8.3 die Vektoren ai (i ∈ Ak),

bj (j = 1, . . . , p) linear unabhängig und tritt in S
hritt 3 kein Abbru
hein, so sind au
h die Vektoren ai (i ∈ Ak+1), bj (j = 1, . . . , p) linearunabhängig.(
) Ist die Matrix Q positiv de�nit, so gilt für den in S
hritt 3 bere
hnetenVektor ∆xk im Fall ∆xk 6= 0

∇f(xk)T ∆xk < 0,d.h. ∆xk ist dann eine Abstiegsri
htung.



168Beweis. (a) Wir zeigen, dass das homogene Glei
hungssystem




Q AT
k BT

Ak 0 0
B 0 0









∆x
u
v



 =





0
0
0



nur die triviale Lösung (∆x, u, v) = 0 besitzt. Der zweite und dritte Zeilen-blo
k dieses Glei
hungssystems liefert
Ak∆x = 0, B∆x = 0. (8.5)Der erste Zeilenblo
k lautet
Q∆x + AT

k u + BT v = 0. (8.6)Multiplikation von links mit ∆xT ergibt unter Verwendung von (8.5)
0 = ∆xT Q∆x + (Ak∆x)T u + (B∆x)T v = ∆xT Q∆x.Wegen der positiven De�nitheit von Q folgt

∆x = 0, (8.7)womit si
h (8.6) reduziert auf
(AT

k BT )

(
u
v

)

= 0.Wegen der vorausgesetzten linearen Unabhängigkeit der Vektoren ai (i ∈ Ak)und bj (j = 1, . . . , p) sind die Spalten der Matrix (AT
k BT ) linear unabhängig,und es folgt

u = 0, v = 0.Zusammen mit (8.7) ist somit (∆x, u, v) = 0.(b) Die Vektoren ai (i ∈ Ak), bj (j = 1, . . . , p) seien linear unabhängig.Wir zeigen: Die Vektoren ai (i ∈ Ak+1), bj (j = 1, . . . , p) sind dann ebenfallslinear unabhängig.Tritt in S
hritt 3 der Fall (b) oder (
) ein, so ist Ak+1 ⊆ Ak, und die Be-hauptung ist klar.



169Tritt dagegen (d) ein, so existiert r 6∈ Ak mit aT
r ∆xk > 0 und

tk =
αr − aT

r xk

aT
r ∆xk

,und es ist
Ak+1\Ak = {r}.Angenommen ar ist linear abhängig von ai(i ∈ Ak), bj (j = 1, . . . , p):

ar =
∑

i∈Ak

γiai +

p
∑

j=1

δjbjfür gewisse Koe�zienten γi(i ∈ Ak) und δj(j = 1, . . . , p). Multiplikation mit
∆xk liefert

aT
r ∆xk =

∑

i∈Ak

γia
T
i ∆xk +

p
∑

j=1

δjb
T
j ∆xk,woraus man wegen (8.4), zweiter und dritter Zeilenblo
k,

aT
r ∆xk = 0und damit einen Widerspru
h zu aT

r ∆xk > 0 erhält. Die Vektoren ai (i ∈
Ak+1), bj (j = 1, . . . , p) sind also linear unabhängig.(
) Für ∆xk gilt wegen (8.4), erster Zeilenblo
k:

Q∆xk + AT
k uk+1

Ak
+ BT vk+1 = −∇f(xk).Multiplikation von links mit (∆xk)T ergibt

(∆xk)T Q∆xk + (Ak∆xk)T uk+1
Ak

+ (B∆xk)T vk+1 = −∇f(xk)T ∆xk,woraus mit (8.4), zweiter und dritter Zeilenblo
k, folgt
(∆xk)T Q∆xk = −∇f(xk)T ∆xk.Da Q positiv de�nit und ∆xk 6= 0 ist, erhält man

∇f(xk)T ∆xk < 0.Dies war zu zeigen. 2Sei nun Q positiv de�nit. Wir wollen begründen, dass dann Algorithmus 8.3in endli
h vielen Iterationen eine Lösung von (8.3) �ndet, falls er ni
ht insKreiseln gerät. Dies ergibt si
h aus folgenden Überlegungen:
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• Jedenfalls hat (8.3) eine optimale Lösung, falls es einen zulässigenPunkt x0 gibt, da für Q positiv de�nit gilt f(x)→∞ für ‖x‖ → ∞.
• Wegen Satz 8.5 (
) gilt bei positiv de�niter Matrix Q

f(xk+1) < f(xk), falls ∆xk 6= 0 und tk 6= 0, (8.8)da xk wegen ∇f(xk)T ∆xk < 0 dann ni
ht optimal für (QPk) ist, alsoim eindeutigen Minimum xk +∆xk gilt f(xk +∆xk) < f(xk) und wegender Konvexität von f folgli
h f(xk+1) = f(xk + tk∆xk) < f(xk).
• Ausgehend von xk �ndet Algorithmus 8.3 na
h endli
h vielen S
hritten

xj , Aj, so dass xj optimale Lösung von (QPj) ist:Denn solange xk+i + ∆xk+i ni
ht zulässig ist, werden in S
hritt 3, 
)weitere linear unabhängige aktive Nebenbedingungen aufgenommen,bis (na
h spätestens n S
hritten) gilt ∆xk+i = 0, also xk+i optimal für(QPk+i), oder xk+i +∆xk+i zulässig, also xk+i+1 optimal für (QPk+i+1).
• Kreiselt der Algortihmus ni
ht zwis
hen S
hritt 3, b) und d) (Krei-seln tritt in der Praxis sehr selten auf), gibt es also kein K > 0 mit

xk = xK für alle k ≥ K, dann existieren na
h den bisherigen Überle-gungen Iterierte xkj mit kj+1 > kj, so das f(xkj+1) < f(xkj ) und xkjjeweils optimale Lösung von (QPkj
) ist. Daher haben alle (QPkj

) ver-s
hiedene Optimalwerte, gehören also zu vers
hiedenen Mengen Akj
,von denen es nur endli
h viele gibt. Na
h endli
h vielen Iterationentritt also zwangsläu�g die aktive Menge Akj

= A auf, die zur Optimal-lösung von (8.3) gehört, und Algorithmus 8.3 terminiert in S
hritt 3,a).Es sei no
h erwähnt, dass das Kreiseln ähnli
h wie beim Simplex-Verfahrendur
h geeignete Auswahlregeln verhindert werden kann.Natürli
h lässt si
h die Struktur der linearen Glei
hungssysteme (8.4) ausnut-zen, um ein geeignetes Lösungsverfahren für (8.4) zu konstruieren, etwa un-ter Verwendung einer QR-Zerlegung der Matrix (AkB). Diese QR-Zerlegungkann in jeder Iteration sogar sehr günstig aufdatiert werden, da si
h die bei-den aufeinanderfolgenden Matrizen (AkB) und (Ak+1B) im Allgemeinen nurin einer Spalte voneinander unters
heiden.



171Abs
hlieÿend sei erwähnt, dass si
h die hier bes
hriebene Idee der aktivenMenge natürli
h sofort überträgt auf Probleme der Gestalt
min f(x)s.t. bT

j x = βj (j = 1, . . . , p)
aT

i x ≤ αi (i = 1, . . . , m)mit einer ni
htlinearen und im Allgemeinen ni
htquadratis
hen Zielfunktion
f . Als Teilprobleme erhält man dann Optimierungsaufgaben der Gestalt

min f(x)s.t. bT
j x = βj (j = 1, . . . , p)

aT
i x = αi (i ∈ Ak),wobei Ak wiederum eine S
hätzung für I(xk) := {i : aT

i xk = αi} darstellt.Man hat also in jeder Iteration ein glei
hheitsrestringiertes Optimierungspro-blem mit ni
htlinearer Zielfunktion zu lösen.Sol
he Problemstellungen werden in der Vorlesung Ni
htlineare Optimierungbehandelt.
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