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Gruppeniibung

Aufgabe G23 (Ellipsoide)
(a) Sei

(52w o=())

Zeichne das Ellipsoid £(4,a) = {x €R* | (x —a)TA }(x —a) < 1}.
(b) Sei A€ R™" symmetrisch und positiv definit und a € R". Zeige, dass das Ellipsoid

Q) ={xeR"|(x—a)TA {(x—a) <1}

das Bild der Einheitskugel (image of the union ball) B = {u € R" | ||ul|, < 1} unter der affinen Transformation
fw) = A2y + q ist. Damit ergibt sich als dquivalente Darstellung von &:

&, a) = {a+A2u | |[ull, <1}

Aufgabe G24 (Kodierungsldnge)
Zeige:

(a) Fiir jede Matrix D € Q™" gilt: (detD) < 2(D) — n?.
(b) Ist D € Z™" gilt: {detD) < (D) —n% +1.

Aufgabe G25 (Innere-Punkte-Verfahren)

Neben Simplex-und Ellipsoidmethode gibt es noch eine weitere Klasse von Verfahren zur Losung von LP’s. Anstatt wie
im Simplexalgorithmus die Ecken des Zuldssigkeitsbereichs abzuwandern, verfolgen diese Methoden einen ’zentralen
Pfad’ im Inneren des Polytops, bis sie gegen einen Optimalpunkt konvergieren. Wir wollen nun ein Beispiel eines solchen
zentralen Pfades betrachten.

Wir méchten das LP maxc x, s.t. Ax < b, x > 0 16sen. Das Einfithren von Schlupfvariablen liefert die Nebenbedingungen
Ax+w =b,x > 0,w > 0. Fiir ein u > 0 betrachten wir das Problem

max cx + ,uZlog(xj) + ,uZlog(wi)
s.t.Ax+w=h. ™

Fiir jeden inneren Punkt des Polytops P := {(x,w) : Ax + w = b,x > 0,w > 0} gilt (x,w) > 0. Da der Logarithmus
fiir Werte gegen 0 immer negativer wird, wird die obige Zielfunktion immer kleiner, je ndher (x,w) dem Rand kommt.
Unter geeigneten Voraussetzungen, gibt es fiir jedes u > 0 eine Losung (x*(u), w*(u)) von (¥) und (x*(0),w*(0)) ist
offensichtlich die Losung des urspriinglichen Problems. Wir wollen nun die Losungen von (*) untersuchen.




(a) Sei

Le,w,y) = ¢+ ) Jlog() +p ) jlog(w) +y7 (b — Ax —w)

j i=1

die sogenannte Lagrangefunktion zu (*). Man kann zeigen, dass ein stationirer Punkt von L(x,w,y), also ein
Punkt, fiir den der Gradient VL verschwindet, das Optimierungsproblem (*) maximiert. Zeige, dass ein stationdrer
Punkt (x*,w*, y*) von L folgende Gleichungen erfiillt:

Ax +w =D, )
Aly —z =, (ID)
yiw,=u,i=1,...m, (Q109)]
Xzi=u, j=1,...n. awv)

(b) Das System (I) beschreibt die Gleichungsrestriktionen unseres urspriinglichen LP’s, das System (II) beschreibt die
Gleichungsrestriktionen des dazu dualen LP’s. Fiir u = 0 sollten Dir die Gleichungen (III) und (IV) bekannt vor-
kommen. Woher?

Hausiibung
Aufgabe H31 (Ellipsoide) (5 Punkte)
(a) SeiAe R™" symmetrisch und positiv definit und seien 0 # ¢ € R" und a € R". Bestimme die Losung des Optimie-
rungsproblems

min cTx
st. (x—a)’A N x—-a)<1.
(b) Zeige, dass Ellipsoide konvexe Mengen sind.
(c) Zeige, dass fiir das Volumen des Ellipsoids & = &(4,a) = {x €R" | (x —a)TA™(x —a) < 1} gilt:

vol & = 1/ detA-vol 4,

wobei 2 die Einheitskugel in R" ist.

Aufgabe H32 (Innere-Punkte-Verfahren) (5 Punkte)
Wir mochten uns nun wieder mit dem Innere-Punkte-Verfahren aus Aufgabe G24 beschéftigen. Betrache das LP

max — X+ X,
s.t. xy <1,
—x; < -1,
x1 =0,
X9 = 0.

(a) Sei

x_l 14 2u++/1+4u? W_l 1+42u—/1+4u?
2\1-2u++/1+4u2)’ 2\ —142u++/1+4u2 )

und y = (y1, ¥,) = (x1,Xx3), 2 = (21,29) = (w1, w,). Zeige, dass dieser Vektor (x,w, y, ) die Gleichungen (I-IV) aus
Aufgabe G24 erfiillt.

Damit ist (x,w, y,z) ein stationdrer Punkt von L und 16st somit (*), weshalb die Losungen (x(u), w(u), y(u),z(u))
einen zentralen Pfad bilden.

(b) Zeichne den zentralen Pfad, also die Losungen x des Vektors (x,w, y, ) fiir mindestens 3 Werte von y > 0 und fiir
u =0 in dem Zuléssigkeitsbereich des gegebenen LP’s ein.

Aufgabe H33 (Modellierung) (5 Punkte)
Betrachtet werden soll ein Produktionsplannungssystem mit P Produkten. Die mit der Produktion eines Produktes p
anfallenden Kosten setzen sich aus Riist- und Proportionalkosten K, bzw. C, zusammen. Zur Herstellung von Produkt
p werden A, kg eines Rohstoffes r bendtigt; insgesamt stehen M verschiedene Rohstoffe in beschrénkter Menge B, zur
Verfligung. Erwartet wird, dass D, kg von Produkt p zu einem Erlos von E, Euro/kg nachgefragt werden.




