Geometrie fiir Lehramt TUD SS 2010

1 Aquivalenzrelationen®.

1

Dieses Kapitel soll nur an hoffentlich aus dem 1. Semester Bekanntes
erinnern.

Die Umgangssprache bezeichnet hiaufig Dinge als gleich, wenn sie in ge-
wissen, jeweils relevanten, Merkmalen iibereinstimmen. Damit allein kann
man aber keine ernsthafte mathematische Begriffsbildung treiben, sondern
man muss, in gegebenem Zusammenhang, ‘Gleichheit’ als eine Relation defi-
nieren, etwa auf der Grundlage gegebener Relationen und Operationen. Der
Zusammenhang ist dabei wesentlich: Etwa beim Rechnen mit rationalen Zah-
len ist 1 gleich %, jedoch wird man 1 Teller und % Teller nicht unbedingt als
gleich ansehen.

Nach Leibniz bedeutet Gleichheit zweier Objekte in einem gegebenen Zu-
sammenhang, dass man das eine durch das andere ersetzen kann, ohne dass
sich an den relevanten Aussagen und Beziehungen etwas dndert. Die Axiome
der Aquivalenzrelationen ergeben sich zwingend daraus: Schreibt man s ~ ¢,
falls s gleich t ist, und geht man davon aus, dass jedes Ding sich selbst gleich
sei (s ~ s), so kann man aus s ~ t auf ¢t ~ s schliessen (ersetze in t ~ t das
zweite t durch s) und man kann von s ~ ¢t und ¢ ~ w auf s ~ u schliessen,
indem man in ¢ ~ u das t durch s ersetzt.

Diese Axiome reichen aus, solange man keine Struktur beriicksichtigt. Die
Verwendung des Gleichheitszeichens ‘=" signalisiert, dass in dem gegebenen
Zusammenhang klar ist, was mit Gleichheit gemeint ist.

1.1  Definition und Beispiele.

Eine binire Relation ~ auf einer Menge M heisst eine Aquivalenzrelation,
wenn fiir alle z,y, z € M gilt

(El) x~z Reflexivitat
(E2) ax~y=y~x Symmetrie
(E3) z~yundy~z =>ax~2 Transitivitét

Beiuspiele: 1. Zwei Briiche bedeuten die gleiche rationale Zahl

& ad = be.

~

o e
ST

2. Zwei rationale Cauchyfolgen bedeuten die gleiche reelle Zahl

(an)neN ~ (bn)neN =4 (CLn — bn)neN ist Nullfolge

IMit #,* ,* bezeichnen wir Abschnitte, die nur verkiirzt, spiter bzw. garnicht behandelt
werden
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3. Zwei Quotienten reeller Polynome bedeuten die gleiche rationale Funktion

MN@ z)s(x) =r(x)(q(x
T s P = r(@)(a)

4. Zwei Pfeile im Anschauungsraum bedeuten den gleichen Vektor
(P,Q) ~ (P,Q) < (P,Q)und (P,Q) haben dieselbe Linge und Richtung .
5. Zwei I-Tupel stimmen auf J C I iiberein
(a;|tel)~y;(bi|iel) & firallejeJ a; =0
6. Zwei ganze Zahlen haben den gleichen Rest modulo n
ar~pb < a=b(modn) & nteilt a—b
7. Zwei algebraische Strukturen sind isomorph
A~B & A=B
8. Fiir eine Abbildung ¢ : M — . der Kern ~
gy & o(x) = oy).

9. Sind ~q, ..., ~, Aquivalenzrelationen auf M, so auch der Durchschnitt mit

a~b << a~;bund ... unda~,b

10. Zwei Programme berechnen bei gleicher Eingabe die gleiche Ausgabe -
oder héngen sich beide auf bzw. stiirzen ab.

11. Zwei Befehlsworter w und w’ bewirken dieselben Zustandsdnderungen
des Automaten A

5(z,w) = d(z,w') fiir alle Zustéinde z von A

1.2 Klasseneinteilung

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Wir definieren
a:={r € M|z ~a}=almod ~] die (Aquivalenz)Klasse von a nach/modulo ~ .
Lemmall a~b < a=>0.

Beweis. Sei a ~ b. Aus o ~ a folgt dann mit (E3), dass # ~ b, also a C b.
Wegen (E2) haben wir auch b ~ a und b C a. Also haben a und b dieselben
Elemente, weshalb a = b. Gelte umgekehrt @ = b. Wegen (E1) haben wir
a ~ a, also a € a = b und damit a ~ b per definitionem. []

Eine Partition oder Klasseneinteilung von M ist ein System II von Teilmen-
gen von M derart, dass

(P1) P#0 firalle Pell
(P2) Zu jedem x € M gibt es P € Il mit x € P
(P3) Fiir alle P,Q €Il gilt P=Q oder PNQ =10
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Lemma 1.2 Zwischen Aquivalenzrelationen und Partitionen auf einer Men-
ge M besteht eine bijektive Entsprechung vermdge

M={a|ae M} sowie a~b <& esgibt Acll mita,be A.

Beweis. (P1) und (P2) folgen sofort aus (E1): a € a. Ist ¢ € aNb, so ¢ ~ a,
und ¢ ~ b, also a ~ b mit (E2) und (E3) und daher nach Lemma 1.1 a = b.
Gilt a ~ b, so a,b € A =b. Gilt umgekehrt a,b € A =¢,s0oa~cund b ~ c,
also a ~ b mit (E2) und (E3). Ist die Partition gegeben, so gilt (E1) wegen
(P2) und (E2) ist trivial. Hat man a ~ b ~ ¢, so a,b € A und b,c¢ € B mit
A, B ell,alsobe AN B und A = B nach (P3), also a ~ ¢. Und a = A
fiir a € A. 0. Partitionen taugen insbesondere als bildliche Vorstellung von

Aquivalenzrelationen.

1.3  Repréasentanten

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Ein Element a von M heisst Reprasen-
tant der Klasse A, wenn a € A. Also

a, b représentieren dieselbe Klasse, ndmlich a = Z;, & a~b.

Eine Teilmenge S von M, die aus jeder Klasse genau einen Reprisentanten
enthélt, heisst ein Reprdsentantensystem.

Prinzip 1.3 Reprisentation. Jede Aquivalenzrelation hat mindestens ein Re-
prasentantensystem

Aber meist tut man sich schwer, eines zu finden. Der Beweis ergibt sich
wieder aus dem Auswahlaxiom, fiir endliche Mengen durch Induktion. Fiir
obige Beispiele hat man z.B. folgende Reprisentantensysteme

L 3 a, b teilerfremd, b > 0

2 (an)nen ag € Z, ¥Yn > 0. (a,, — a,_1)10™ € {0, ..., 9},
VYm.3n. (a, — a,—1)10" #9

3 Z(—g p(x),q(x) teilerfremd, ¢(z) normiert

4 (0,Q) mit festem Punkt O

5 (a; i€l a; = 0; fiir alle 7 € J mit ausgezeichnetem 0; € A;

6 a a€Z,0<a<n

1.4  Abstraktion

Prinzip 1.4 Abstraktion. Zu jeder Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge
M gibt es eine Menge K und eine surjektive Abbildung m von M auf K so,
dass

x~y () =mn(y) firalex,ye M.

Wir sagen dann, dass K eine Faktormenge (auch Quotientenmenge von M
nach (oder modulo) ~ ist mit kanonischer Projektion m = mod .. Kurz:
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7 : M — K ist Abstraktion nach ~. Durch einen solchen Ubergang kommen
wir z.B. von den (konkreten) Briichen/Cauchyfolgen zu den (abstrakten)
rationalen/reellen Zahlen, von den Pfeilen im Anschauungsraum zu den Vek-
toren.

Man kann sich K auf vielfiltige Weise verschaffen. Dogmatiker behaupten,
man miisse die Menge der Aquivalenzklassen nehmen. Ist M gar keine Menge
(wie in Beisp. 7), so verbietet es sich das, weil die Gesamtheit der Aquiva-
lenzklassen dann noch weniger greifbar ist als M selbst. Trotzdem kann man
durch Abstraktion den Begriff ‘Isomorphietyp’ bilden und, etwa im Falle der
endlichen abelschen Gruppen, die Menge der Isomorphietypen explizit be-

stimmen. Wir empfehlen daher folgenden Umgang mit ‘der Faktormenge’
M/ ~

e Man arbeite bevorzugt in M mit der ‘erweiterten Gleichheitsbeziehung’

~Y

e Man bezeichne die Elemente von M/ ~ | wenns denn sein muss, mit
a = m(a) und rechne mit

a=mn(a) = b=m(b) San~b

1.5 Ergidnzung

Satz 1.5 Sein eine surjektive Abbildung von M auf K und 1 eine Abbildung
von M in N. Genau dann gibt es eine Abbildung x von K in N mit

Y=xom wenn (%) T ~py = Ty y firalle x,y € M
Die Abbildung x ist dabei eindeutig bestimmt: x(y) = ¥(x) falls y = 7(x).
X st injektiv & (xx) x ~py & v~y oy fir allex,y € M

X : K — N surjektiv < ¢ : M — N surjektiv.
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Beweis. Sei y gegeben und a ~, b. Dann 7(a) = w(b), also ¥(a) =
x(m(a)) = x(m(b)) = ¢(b) und somit a ~y, b. Sei umgekehrt (*) erfiillt. Setze

X={(y,2)lye K, z€ Nund 3z € M : n(z) = y und ¥(z) = z}.

x ist in der Tat eine Abbildung: Ist y € K gegeben, so gibt es wegen der
Surjektivitdt von m ein x € M mit 7(z) = y und man hat (y, z) € x fir z =
Y(x). Hat man (y, z) € x und (y, 2’) € X, so gibt es nach Definition z, 2’ € M
mit w(x) =y, Y(x) = z, n(2') =y, Y(a') = 2. Es folgt 7(z) = n(2’) (da
‘=" eine Aquivalenzrelation ist), also # ~, 2’ und nach Voraussetzung (*)
x ~y 2. Das besagt aber z = ¢(z) = ¢(2') = 2.

Beweis des Zusatzes. Sei y injektiv und a ~y b, d.h x(7(a)) = ¥(a) = ¢ (b) =
x(m(b). Mit der Injektivitét folgt m(a) = w(b), also a ~, b. Gelte umgekehrt
(**) und sei x(c¢) = x(d). Nach Definition von x gibt es a,b € M mit ¢ = 7(a),
d = m(b) und ¥ (a) = x(c) = x(d) = ¢¥(d). Das bedeutet a ~, b, also nach
(**) @ ~, b und damit ¢ = 7(a) = 7(b) =d. O

Korollar 1.6 Die Abstraktion einer Menge M nach einer gegebenen Aqui-
valenzrelation ~ ist eindeutig bestimmt: d.h. zu je zwei Abstraktionen m; :
M — K; (d.h. surjektiven Abbildungen mit ma = mb < a ~ b) gibt es eine
(eindeutig bestimmte) bijektive Abbildung x : K1 — Ky mit mg = x o 7.
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2 Affine Geometrie und Vektorrechung

2.1 Affine Ebenen

Wie Euklid in den ‘Elementen’ (um - 300) und Hilbert in den ‘Grundlagen
der Geometrie’ (1899) begriinden wir die Geometrie axiomatisch, d.h. wir
betrachten im Falle der Ebenen eine Menge P von Punkten und eine Menge
G of Geraden sowie die Relation I der Inzidenz I zwischen Punkten und
Geraden. Wir schreiben P I g falls P mit g in Relation steht, d.h. mit g
inzidiert. Wir sagen dann auch, dass P ein Punkt auf/von ¢ ist und g eine
Gerade durch P.

Dass wir die Elemente von P Punkte und die von G Geraden nennen,
reflektiert die anschauliche Bedeutung, die wir den Begriffen zuschreiben,
ist aber letztlich irrelevant - wir konnten, wie von Hilbert bemerkt, auch von
Bierseideln und Tischen reden. Auch Euklid hat seine “Definition” von Punk-
ten, als etwas “das keinen Teil hat” nie benutzt, sondern nur die die geome-
trischen Konstruktionen beschreibenden Axiome. Wir betrachten zunéchst
nur die Konstruktionen, die mit Lineal und Geodreieck ausgefiihrt werden
konnen.

Definition 2.1 Punkte auf derselben Geraden sind kollinear. Geraden sind
parallel (g || h) wenn sie identisch sind oder keinen Punkt gemeinsam haben.

Definition 2.2 Ist I eine Relation zwischen den Mengen P und G, d.h. I C
P x G so liegt eine als notierte (P, G, I) affine Ebene vor, falls die folgenden
Axiome erfillt sind.

Axiom 2.3 (E0) Auf jeder Geraden gibt es mindestens 2 verschiedene Punk-
te

(E1) Durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade: zu P # Q) in
P gibt es genau ein g € G so, dass PIg und Q1g.

(E2) Parallelenaxiom. Zu jeder Geraden g und Punkt P gibt es eindeutig be-
stimmte Parallele h || g durch P.

(E3) Es gibt 8 nicht kollineare Punkte: ein Dreieck

Bemerkung: (E0) kann man aus (E1-3) herleiten, aber das Paralellenaxiom
(E2) nicht aus (E0,1,3). Dies gilt sogar dann, wenn man noch weitere Axiome
hinzunimmt, die sich auf Anordnung und Kongruenz beziehen - dies wurde
nach mehr als 2000 Jahren vergeblicher Versuche (E2) zu beweisen zu Be-
ginn des 19. Jahrhunderts von Gauf}, Bolyai und Lobatschewski durch die
Konstruktion “nichteuklidischer Geometrien” gezeigt. Das war auch ein ent-
scheidender Schritt zur Kldarung der Rolle der axiomatischen Methode in der
Mathematik und zur Entwicklung der Mathematischen Logik - dokumentiert
in Hilberts ‘Grundlagen der Geometrie’.

Beispiele alle mit P g < P € g.
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1. Das Grundbeispiel ist natiirlich die anschauliche Ebene mit der iibli-
chen Bedeutung der Begriffe.

2. Sei K ein Kérper, P = K? die Menge der Punkte und die Geraden von
der Form {(z,ax +b) |z € K} oder {(c,y) |y € K} mit a,b,c € K.

3. P={1,2,3,4} und G die Menge der 2-elementigen Teilmengen von P

4. Ein Beispiel, in dem (E0,1,3) gelten aber nicht (E2) erhdlt man so:
Sei Fy = {0,1} der 2-elementige Korper, P = F3\ {(0,0,0)} und die
Geraden von der Form U \ {(0,0,0)} wobei U 2-dimensionaler Unter-
vektorraum von I3,

Im Folgenden sei stets vorausgesetzt, dass es um eine affine Ebene geht.

Korollar 2.4 Eine Gerade g ist eindeutig durch die Menge {P | PI g} be-
stimmt. Fiir Geraden g, h tritt genau einer der folgenden Fille ein

(i) g=nh
(1) g # h und g || h, d.-h. g und h haben keinen Punkt gemeinsam

(11i) g und h haben genau einen Punkt gemeinsam.

Beweis. Nach Axiom (E0) gibt es P # @ auf g. Nach Axiom (E1) ist g
durch diese schon eindeutig bestimmt. Sind g, A nicht parallel, so haben sie
mindestens einen Punkt gemeinsam. Aber nach (E1) auch hochstens einen,
da sonst g = h. Sei umgekehrt angenommen, dass g und A genau einen Punkt
gemeinsam haben. Dann g # h nach (E0) und g |f h nach Definition. [J

Wir kénnen somit eine Gerade auch als die Menge ihrer Punkte auffassen,
P € g statt P I g schreiben und die Menge der gemeinsamen Punkte zweier
Geraden g, h als g N h notieren. Gibt es nur einen gemeinsamen Punkt P,
so diirfen wir, etwas missbrauchlich, P = g N h schreiben und nennen P
den Schnittpunkt von g und h. Die eindeutig bestimmte Gerade durch 2
verschiedene Punkte P, () notieren wir als PV Q).

Lemma 2.5 Parallelitit ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge G der
Geraden.

Die Aquivalenzklassen heissen Parallelscharen. Beweis. Nur die Transitivit
ist zu zeigen. Sei g || h und h || k. Falls gNk = 0 so g || k nach Definition.
Sei also P € g N k. Dann sind sowohl g wie auch k Parallelen zu h durch P
und somit g = k nach (E2), also auch ¢ || k. O.

Lemma 2.6 Parallelogrammergéanzung. Zu jeden Dreieck P, Q, R gibt es einen
eindeutig bestimmten vierten Punkt S so, dass PV Q || PV S und PV R ||
QVS.
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P Q Beweis. Sei g = PV Q und h = PV R. Dann g || h
weil sonst nach (E2) g = h, also P,Q, R kollinear. Nach dem Axiom (E2)
gibt es eindeutig bestimmtes ¢’ || g durch R und A’ || A durch Q. Wegen
Transitivitét, ¢’ |f b, also gibt es Schnittpunkt S = ¢’ N A'. Eindeutigkeit: ist
S gegeben, so sei ¢ = RV S und A’ = @V S. Nach Voraussetzung, ¢’ || g und
R’ || h. Nach (E2), ¢’ und k' eindeutig bestimmt und ¢' | b’ da sonst g || h
wegen Transitividt. Also ist S = ¢’ N A’ eindeutig bestimmt. (]

2.2 Unendliche affine Ebenen

Um uns spétere Beweise zu vereinfachen, verschérfen wir Axiom (EO)

Axiom 2.7 (E0’): Jede Gerade enthdlt unendlich viele Punkte.

Satz 2.8 (i) Zu jedem Punkt gibt es eine Gerade nicht durch diesen Punkt
(i) Durch jeden Punkt gehen unendlich viele Geraden.

(i1i) Jede Gerade hat unendlich viele Parallelen

(iv) Zu je endlich vielen Geraden gibt es einen Punkt, der auf keiner dieser
Geraden liegt.

Beweis als Ubung. [ * Setzt man nur (E0-3) voraus und gibt es eine Gerade
mit genau n Punkten, n < oo so gilt: Jede Gerade enthélt genau n Punkte;
durch jeden Punkt gehen genau n+1 Geraden; jede Parallelschar besteht aus
genau n Geraden; es gibt genau n+ 1 Parallelscharen; P hat n? und G n(n+1)
Elemente. n heisst dann die Ordnung der affinen Ebene. Bis jetzt kennt man
nur Ebenen der Ordung p* mit einer Primzahl p, aber es war ein nicht so
einfach zu zeigen, dass es keine Ebene der Ordnung 10 gibt - C.W.H. Lam,
The search for a finite projective plane of order 10, Amer. Math. Monthly 98
(4) (1991), 305-318.

2.3 Pfeile

Die Motivation fiir Vektoren kommt natiirlich aus der Physik z.B. Kraft- und
Geschwindigkeitsvektoren

Eine vektorielle Grosse wird angegeben durch Betrag/Linge und
Richtung

Um eine bestimmte Léinge und Richtung anzugeben, weist man am einfach-
sten ein Objekt auf, dem diese zukommen. Zum Beispiel einen Pfeil, d.h. ein
Punktepaar PQ = (P, Q) bestehend aus Anfangspunkt P und Endpunkt Q
des Pfeils. Wir haben damit einen neuen Typ von geometrischen Objekten
und miissen nun prizisieren, was “Ubereinstimmung nach Lénge und Rich-
tung”, kurz “Aquivalenz”, heissen soll.
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Definition 2.9 Zwei Pfeile PQ) und RS sind strikt Aquivalent und wir schrei-
ben PQ =~ RS falls eine der folgenden Bedingungen gilt

(i) P=Rund Q=S
(i1)) P=Q und R=S
(11i) P,Q, R, S sind paarweise verschieden, keine 8 von ihnen sind kollinear

und es gilt PV Q || RV S und PV R || QV S (d.h sie bilden ein

Parallelogramm wie in der Skizze).
Korollar 2.10 PQ ~ RS < QP ~ SR< PR~ QS < RP ~ SQ

Den Fall, dass die Pfeile auf derselben Geraden g liegen, fithren wir auf
den vorherigen zuriick durch die folgende Definition.

Definition 2.11 Die Pfeile PQ und RS sind dquivalent und wir schreiben
PQ ~ RS, falls PQ ~ RS oder falls P # @ und R # S auf einer Geraden
g liegen und es UV gibt mit PQ ~ UV ~ RS.

2.4  Vektoren

Wir wollen nun den Begriff “Vektor” dadurch einfiihren, dass wir sagen:

o Pfeile reprdsentieren genau dann denselben Vektor, wenn sie dquivalent
sind.

Wenn das nicht zu Widerspriichen fithren soll, muss ~ eine “Aquivalenzre-
lation” sein. Um das zu garantieren benotigen wir das folgende Axiom - das
im Raum bewiesen werden kann.

Axiom 2.12 (E4) Desargues. Aus PQ ~ UV ~ RS, P # Q und PV Q #
RV S folgt PQ ~ RS.

|4
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Im Folgenden setzen wir voraus, dass Axiom 2.12 gilt.

Satz 2.13 Die “Aquivalenz” ~ aus Definition 2.11 ist eine Aquivalenzrela-
tion auf der Menge P? der Pfeile.

Beweis. Nur die Transitivitdt ist ein Problem. Hier geniigt es aus P;Q; ~
Pi1Qiv1 (1 =1,2,3) auf PiQ1 ~ PyQ4 zu schlieBen. Gilt PS; = @; fiir ein
I, so auch fiir alle anderen. Daher kann man P, # @; (i = 1,2,3,4) und
setzen g; = P,V Q;. Dann g; || g;11 und g; # ¢;41 fiir i = 1,2,3. Wegen der
Transitivitat der Parallelitdt (Satz 2.5) gilt g; || g; fiir alle 4, j. Hat man g; #
gi1o fiir ein 7 so folgt mit dem Axiom 2.12 von Desargues P;Q; =~ P; 2Q;i2.
Also PiQ; ~ P,(QQ4 wieder nach Desargues oder nach Definition von ~. Es
bleibt somit der Fall g; = g3 und go = g4, Wegen Satz 2.8 gibt es X ¢ g1 U gs.
Parallelogrammergénzung (Lemma 2.6) liefert Y mit XY ~ P;Q, und wir
haben h = X VY # g, fiir i = 1,2, 3,4. Wenden wir den schon behandelten
Fall auf P,Qs, P3Q3, P,Q4, XY an, so folgt P,Qs ~ XY und PQs ~ XY
da Go # h. Nun wieder mit Desargues P11 ~ XY und dann P, ~ P,Qy.
.

Korollar 2.14 Liegen P # Q) und R # S auf der Geraden g und gibt es UV
mit PQ ~ UV =~ RS, so gibt es zu jedem X & g einY mit PQ ~ XY =~ RS.

Der zweite Teil der Definition von ~ ist also von der Wahl des “Hilfspfeils”
UV unabhiingig und die Relation der Aquivalenz kann mittels Geodreieck
und Lineal iiberpriift werden. Beweis. Nach Lemma 2.6 gibt es Y mit PQ) ~
XY, XY ~ PQ ~ RS und damit XY ~ RS sowie XY ~ RS, da X,Y &
Rv S. O

Durch “Abstraktion” nach dieser Aquivalenzrelation erhalten wir nunmehr
den Begriff Vektor:

e Vektoren sind Grossen, die durch Pfeile reprisentiert werden
e Jeder Pfeil PQ) reprisentiert genau einen Vektor P_C)Q
— —
e PQ=RS & PQ ~ RS & es gibt PQ~UV ~ RS
—_— —
Lemma 2.15 (i) Gilt PQ = RS, so P = R genau dann, wenn Q = S
— —
(ii) Gilt PQQ = RS und P #Q so R#S und PVQ | RV S

Beweis. Zu (i). Ist PQ ~ RS so folgt die Behauptung sofort aus der Defi-
nition. Sei also P # @, PQ ~ UV ~ RS und P = R,Q,S auf g #U V V.
Parallelogrammergénzung fiir P,U,V ergibt Q, fir R, U,V ergibt S, also
Q=S5,da P=R.

Zu (ii). Wir haben PQ ~ UV =~ RS. und P=Q < U =V & R=6S.
Ist also P # @, so haben wir PV Q || UVV || RV S and PV Q || RV S nach
der Transitivitdt (Lemma 2.5) der Parallelitat. [
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2.5 Punkte und Vektoren

Entscheidend fiir das Zusammenspiel zwischen Punkten und Vektoren und
damit die Grundlage fiir das Rechnen mit Vektoren sind nun die folgenden
beiden Tatsachen

(A1) Zu jedem Punkt P und Vektor ¢
gibt es genau einen Punkt () mit

—
v = P(Q). Wir schreiben

<y
®
O

Q = 17—}— P //
/'/
(A2) Zu je zwei Punkten P, (@ gibt es /'/
L y
genau einen Vektor ¢ mit v = PQ ‘/P

(gleichwertig: mit @ = U+ P)

Ist ndmlich v = zTB, so erhélt man () = v+ P, indem man A, B, P zum Par-
allelogramm erginzt und () ist dadurch eindeutig bestimmt, unabhéngig von

der Wahl des reprisentierenden Pfeils: Ist AB = ﬁ und @’ die Ergidnzung
von A', B’, P zum Parallelogramm, so PQQ ~ AB ~ A'B’ ~ P@’, also
PQ ~ PQ und daher Q = @)’. Wir haben somit eine wohldefinierte Ope-
ration +, die Vektoren mit Punkten zu Punkten verkniipft. In der zweiten
Aussage steckt die Tatsache, dass wir Vektoren durch Abstraktion aus der
Menge der Pfeile eingefiihrt haben.

2.6 Vektoraddition

Lemma 2.16 Zu Vektoren d, l;gibt es genau einen Vektor ¢ so, dass es
Punkte P,Q, R gibt mit

— —

- —
a=PQ und b= QR und ¢ = PR

Beweis. Wihle einen Punkt P, Q = d+ P, R = b+ @ und ¢ = PR. Das
—_—

beweist die Existenz. Zur Eindeutigkeit ist zu zeigen: Gilt @ = P'Q" und

- - pa— —_—

b= QR so PR = PR. Der Fall, dass P = (Q oder (Q = R und damit auch

P'= Q' bzw, Q) = R’ ist, ist trivial. Ebenso der Fall das P = P’. Seien also
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P, (@, R paarweise verschieden und P # P’. Nach Lemma 2.15 gilt Q # ',
R# R und PVP ||QVQ || RV R und es folgt PV P’ || RV R mit der
Transitivitiat der Parallelitdt (Lemma 2.5),

Wir betrachten zunédchst den Fall, dass P, (), R auf einer Geraden g liegen
also P',Q)', R’ auf einer Parallelen ¢’ zu g. Ist P’ &€ g so ¢’ # ¢g und somit
PR =~ P'R'. Liegt P’ auf g, so wihlen wir nach (E2) ein P” ¢ g und erhalten,
indem wir das eben Bewiesene zweimal anwenden, PR ~ P"R" ~ P'R’, also
—_— ——

PR=PR.

Sei nun angenommen, dass P, (), R nicht kollinear sind - also auch P'Q’'R’
nicht kollinear. Sei zunéchst zusétzlich angenommen, dass P’ auf keiner der
Geraden PV @ und PV R noch auf der Parallelen zu ) V R durch P liegt.
Also PQ =~ P'Q)’ und damit nach Kor.2.10 auch PP’ =~ QQ)’. Es gilt nun auch
RgQVQ, dasonst PV P || QV R. Daher QR ~ Q'R/, also QQ' =~ RR'.
Da PV P'# RV R’ (sonst wiaren P, R, P’ kollinear), folgt PE = P'R nach
dem Axiom 2.12 von Desargues. Ist P’ beliebig, so wihlen wir P” nach Satz
2.8 so, dass P” auf keiner der Geraden PV @), PV R und der Parallelen zu
@ V R durch P liegt noch auf einer zu einer dieser Geraden Parallelen durch
P'. Dann koénnen wir wieder mit PR ~ P"R" ~ P'R’ schliessen. [J

Damit diirfen wir definieren:

b+d:=¢ falls G+ P=0b+ (@+ P)

2.7 Gesetze der Addition

(A3) (W+V)+P=uw+ (V+P)

—

(V1) (W+7)+d=w+ (V+1)

(V2) 7+ 0 =w+0

(A3) und (V1) sind offensichtlich nach Definition der Addition, (V2) folgt
mut Parallelogrammerginzung. [

—

w
.

o)
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e Alle Pfeile PP reprisentieren denselben Vektor 0 und es gilt

(A4) 0+ P=P, (V3) 74+0=70

e 7u jedem Vektor a glbt es genau einen Vektor b so, dass es Punkte P, Q)
gibt mit @ = PQ und b = QP

Somit erhalten wir eine wohldefinierte Ope-
ration @ — —ad mit

<y

—>
—a = QP genau dann, wenn PQ
und es gilt S

(V4) G+ (=0) =0

2.8 Ganzzahlige Vielfache von Vektoren

Durch Rekursion definieren wir fiir einen Vektor & die Vielfachen nd mit
n € N (Null ist die natiirlichste aller Zahlen)

0@ =0, (n+1)@d=nd+a
und dann auch fiir negative ganze Zahlen

(—=n)a = —(nad)
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2¢

[ ]
—~
(]
+
w
~
o

[ ]
w
—~
[\]
O

3b - . 3.9)¢
3(@ + b) (3-2)2
2¢
 ——>
3a

Es gilt fiir alle r, s € Z

(V5) r(V+ W) = rv+rdd

(V6) 1o=4, (V7) (r+s)v=rv+sv, (V8) r(st) = (rs)v

Das kann man leicht aus (V1-4) beweisen, fiir r, s > 0 durch Induktion. za
mit z € Z und a € A kann man ganz analog fiir jede kommutative Gruppe
definieren und (V5-8) beweisen. Schreibt man multiplikativ a* statt za so
hat man gerade die bekannten Regeln fiir das Rechnen mit Exponenten.

2.9 Teilung von Vektoren

Lemma 2.17 Gegeben sei eine desarguessche affine Ebene und n € Nsy so,
dass kU # 0 fir alle Vektoren & # 0 und alle 0 < k < n. Dann kénnen
wir jeden Vektor in n gleiche Teile teilen: Zu jedem Vektor a und jedem
n € N, n # 0 gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor b mit

a

S|

nb=a geschrieben b=

Beweis durch Konstruktion. Sei L: gl Wihle Cy = S, C} nicht auf der
Geraden g durch SA. Sei ¢ = SCy und C} auf der Geraden h = SV (4

so, dass S, = kc. Sei B, = A und Bj der Schnittpunkt von g mit der
Parallelen zu C,, V B,, durch C),. Wihle D, = Byund rekursiv

Di—l—l == 5+ Dz

Wir zeigen induktiv

BiBit1 = CiDip1 = b

Fiir ¢ = 0 gilt das nach Definition. Im Schritt von ¢ — 1 nach ¢ haben wir
das Parallelogramm C;_1C; ~ D;D;,1 nach Definition von D, ;. Also ist die
Gerade C;V D,y parallel zu ¢g (ndmlich parallel C;_; V D; was wiederum nach
Induktionsannahme zu ¢ parallel ist). Also haben wir das Parallelogramm
B;C; ~ Bi1Dip und erhalten B;B;y; = C;D;11 = C;1D; = b. Somit
a=mnb. O
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3 Vektorgruppe und Translationen

3.1 Gruppen und Untergruppen

Eine Gruppe ist gegeben durch eine Menge G mit einer 2-stelligen Operation
(z,y) — z-y = xy (Multiplikation), einer Konstanten e ( Neutralelement) und
einer 1-stelligen Operation x — x~1 (Inversion) so, dass fiir alle z,y,2 € G
gilt

o x(yz) = (zy)z assoziativ
e cr =1 =ex
e szl =ec=uaulx

Man schreibt auch (G, -, e,”') oder einfach G, wenn klar ist, welche Opera-
tionen gemeint sind. Die Gruppe ist kommutativ oder abelsch, falls gilt

o xy=uzxyfiralez,yed

In diesem Falle notiert man die Operationen auch oft additiv: (G,+,0,—).
Eine Teilmenge U von G ist eine Untergruppe, falls gilt

o xycUfirallex,y e U

eccU

e v teUfiralexeU
Dann wird U zu einer Gruppe mit den von G geerbten Operationen.
Beispiele.

1. Die (abelsche) Gruppe (Z, +, 0, —) der ganzen Zahlen mit der Addition.
Die geraden Zahlen bilden eine Untergruppe 27Z.

2. Die (abelsche) Gruppe (R, -, 1,7!) mit der Multiplikation. Untergrup-
pen R, @7507 Q>o.
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3. Sy bezeichnet die symmetrische Gruppe aller bijektiven Abbildungen
o : M — M mit der Komposition als Multiplikation, dem Neutralele-
ment idy,, der identischen Abbildung, und der Umkehrabbildung o~*
als Inverser. Nicht abelsch falls |M| > 3.

4. Die allgemeine lineare Gruppe GL(n, R) der invertierbaren nxn-Matrizen
iiber R.

3.2 Homomorphismen*

Seien G und H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H ist ein Homomorphis-
mus, falls

d(g-¢ h) = d(g) - d(h) fiir alle g,h € G

1. 2 — cosz + isinzx ist ein Homomorphismus von (R, +,0, —) auf die
multiplikative Gruppe {z € C | |z| = 1}.

2. Fiir endliches M ist das Signum sign : Syy — {1, —1} ein Homomor-
phismus

3. det : GL(n,R) — R ist ein Homomorphismus.
Wir definieren Kern(¢) = {g € G | ¢(9) = en}

Lemma 3.1 Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Dann

dlec) = e o(g'¢) = (¢(g)) ™"

und Kern(¢) ist eine Untergruppe von G. Weiterhin ist ¢ genau dann injektiv,
wenn Kern(¢) = {e,4}.

Beweis. ¢(eq) = d(egeq) = ¢(eq)d(eq) und durch Multiplikation mit ¢(eq)

folgt dleq) = en. Nun 6(g)é(g™) = 6lgg~") = dle,) = ey und durch
Multiplikation mit ¢(g)~! von links folgt ¢(g~!) = ¢(g) L.

Seien g, h € Kern(6), Dann ¢(gh) = ¢(g)3(h(= emess = er und ¢(g~") =
$(g)~t = e = ey also ist Kern(¢) Untergruppe von G.

Ist ¢(g) = d(h), s0 p(gh™!) = ¢(g)p(h) "' = ej, also gh™" = eg und g = h.
O

3.3 Gruppenwirkungen

Eine Wirkung oder Operation einer Gruppe G auf einer Menge M ordnet
jedem Element g € G und x € M ein Element g(z) € M zu so, dass gilt

e(r) =z, (hg)(x)=nh(g(z)) firalleg,heG, €M

Man darf auch gx = g(x) schreiben. Ist U Untergruppe von G, so kann man
die Wirkung nur der Elemente g € U auf M betrachten.
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Satz 3.2 * Die Wirkungen einer Gruppe G auf einer Menge M entsprechen
bijektiv den Homomorphismen ¢ : G — Sy vermdge

o(9)(x) =g(x) =gz firge G, xeM

Insbesondere
¢(hg) = ¢(h) 0 ¢(g), ¢(e) = idnr, ¢(g7") = b(g) ™"

Beweis. Sei eine Wirkung gegeben. Es ist zu zeigen, dass jedes ¢(g) : M — M
bijektiv ist. Nun gibt es aber in G das inverse Element ¢g~' und wir haben

o(g7")(B(9)(2)) = g7 (9(x)) = (¢7'9)(x) = e(z) = e und ¢(g)(¢(g~")(2)) =
g(g7H(x)) = (997 ) (x) = e(x) = x. Das besagt aber gerade, dass ¢(g~1) die
Umkehrabbildung von ¢(g) ist und somit beide bijektiv. Die Homomorphie-
bedingung ¢(hg) = ¢(h) o ¢(g) ist gleichbedeutend zu (hg)(x) = h(g(x))
(fir alle z € M), da ¢(hg)(x) = (hg)(z) und h(g(z)) = ¢(h)(¢(g)(x)) =
(¢(h) o p(g))(x). Und ¢(e) = idy, bedeutet gerade, dass ¢(e)(x) = x fiir alle
x. UJ
Die Wirkung von G auf M ist

e treu, falls es zu allen g # h in G ein x € M gibt mit gz # hx
e transitiv, falls es zu allen z,y € M ein g € G gibt mit gr =y

e (einfach) scharf transitiv, falls es zu allen Paaren z,y € M genau ein
g € G gibt mit gxr = y.

Lemma 3.3 Fir die Wirkung einer Gruppe G auf M sind dquivalent
(i) Die Wirkung ist treu
(i1) Ist gx = x fiir allex € M so g=e

(i1i) Die Abbildung ¢ ist injektiv.

Jede scharf transitive Wirkung ist treu.

Beweis. (i) < (1) folgt sofort aus dem Satz. (ii) besagt, dass der Kern
(des Homomorphismus) ¢ trivial ist, somit < (ii7). Ist die Wirkung scharf
transitiv, so folgt (ii) trivialerweise.

3.4  Vektorgruppe

Satz 3.4 Die Vektoren einer (unendlichen) Desarguesschen affinen Ebene
(P, G, I) bilden eine kommutative Gruppe V- = (V,+,0, —). Diese wirkt mit
P — v+ P scharf transitiv auf der Punktmenge P.

Beweis: Die (V1-4) sind gerade die Axiome einer kommutativen Gruppe.
(A1-4) die Axiome fiir eine scharf transitive Wirkung. [J



18 3 VEKTORGRUPPE UND TRANSLATIONEN

3.5 Translationen

Die Abbildung
5P =P, 13(P)=0+P

heisst Translation mit Verschiebungsvektor v.

Korollar 3.5 Die Abbildung U — 73 ist ein Isomorphismus von V auf eine
Untergruppe von Sp, die Translationsgruppe T' = T(P, G, I) von (P, G, I)

: -1
To+v = T © Tg, Tg = Id]p, T_g =Ty

Satz 3.6 * Eine bijektive Abbildung T : P — P einer (unendlichen) Desar-
guesschen affinen Ebene (P, G, I) ist genau dann eine Translation, wenn dass
Bild {T(P) | P € g} einer Geraden g stets eine zu g parallele Gerade ist und
wenn 7(P) # P fir alle P oder 7(P;) = P; fiir zwei verschiedene Punkte
Py, Py - in diesem Fall 7 = idp.

Damit kénnen wir den Vektor ¢ mit der Translation 75 identifizieren. Héufig
werden Vektoren auf diesem Weg eingefiihrt. Dagegen spricht, dass das Kon-
zept bijektiver Selbstabbildungen der Ebene deutlich abstrakter ist, als das
von durch Pfeile représentierten Vektoren. Dafiir spricht, dass sich die Addi-
tion direkt aus der Komposition der Abbildungen ergibt.

Beweis. Dass Translationen die genannten Figenschaften haben, wird in
U2.5 gezeigt. Wir nehmen nun an, dass 7 bijektiv ist und Geraden auf par-
allele Geraden abbildet. Dann gilt

(1) Liegen P # @ und 7(P) auf der Geraden g, so liegt auch 7(Q) auf ¢

(2) Ist Z ein Fixpunkt, 7(Z) = Z, so geht jede Gerade durch Z in sich
tiber: {7(P) | P € g} =g.

Zu (1): Das Bild h = {7(X) | X € g} von g ist nach Voraussetzung zu g
parallel. Da 7(P) € g N h, folgt g = h nach Definition der Parallele. (2) folgt
sofort.

Sei nun 7 fixpunktfrei, also 7(P) # P fur alle P. Wir zeigen

(3) Liegt @ nicht auf der Geraden P V 7(P), so gilt P7(P) ~ Q7(Q), d.h.

man hat ein Parallelogramm

(4) Pr(P)=Q7(Q) fiir alle P, Q.

Zu (3): 7(Q) # 7(P), da 7 injektiv ist. Nach Voraussetzung sind dann PV Q
und 7(P) V 7(Q) parallel. Angenommen, g = PV 7(P) und h = Q V 7(Q)
haben gemeinsamen Punkt S. Nach (1) liegt 7(S5) # S sowohl auf g wie
auf h, also ¢ = h nach der Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden - Axiom
(E1). Also @ € g im Widerspruch zur Voraussetzung. Also war die Annahme
g N h # 0 falsch und es folgt ¢ || h. Zu (4). Fiir @ nicht auf der Geraden
PV 1(P) folgt die Behauptung sofort aus (3). Liegt @ auf PV 7(P) so wihle

U ¢ PV 7(P). Dann folgt Pr(P) = Ur(U) = Q7(Q). Wahlt man nun
—_—
U = Byt (Fp) fiir ein Py, so folgt 7(P) = v+ P fiir alle P.
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Sei schliesslich angenommen, dass 7 mindestens 2 Fixpunkte hat: 7(P;) =
Py # 1(P,) = P,. Liege @ nicht auf P, V P, und sei ¢ = @ V P;. Nach (2)
gilt 7(Q) € g. Also Q # Py, 7(Q) # P, = 7(P,) und, nach Voraussetzung,
QVPE, || T(Q)VT(P,). Da Py = 7(py) gemeinsamer Punkt dieser Parallelen ist,

folgt QV P =7(Q)VT(P) und Q = gN(QV ) = gN(T(Q)V7(12)) = 7(Q).
Indem man nun ) anstelle von P, nimmt, folgt dass auch alle Punkte von
P, v P, Fixpunkte sind. []

3.6 Stabilisator?
Gegeben sei eine Wirkung der Gruppe G auf der Menge M. Sei x € M und

G, ={9€G|gr=uz}

Lemma 3.7 G, ist eine Untergruppe von M, der Stabilisator oder die Stand-
untergruppe von x.

Beweis. Sei gz = he = x. Dann (hg)z = h(gz) = hx = z. Gilt gz = = so
folgt ¥ = ex = g7 (gx) = g7t O

3.7 Induzierte Wirkung und Gitterbasen”

Gegeben sei eine Wirkung der Gruppe G auf der Menge M. Bezeichne P (M)
die Menge aller Teilmengen von M. Dann wird eine Wirkung von G auf
P(M) induziert

9X ={gz |z € X}

und wir konnen den Stabilisator
Gx ={g€G|greX firalle r € X}

betrachten, d.h. die g € G die die Menge X invariant lassen. Ist z.B. M die
Anschauungsebene, G ihre Translationsgruppe und X der Streifen zwischen
2 parallenen Geraden g, h, so ist Gx gerade durch Vektoren der Richtung
von g gegeben.

Entsprechend haben wir auch eine Wirkung von G auf P(P(M))
gX ={gX | X e X}
und betrachten die g € GG, die das Mengensystem X invariant lassen,
Gy ={9€G|gX € X firalle X € X}

Ist z.B. G die Translationsgruppe der Anschauungsebene und X die Zerle-
gung der Ebene in kongruente Parallelogramme durch ein Gitter, so besteht
Gy aus den 73 mit U = 2107 + 29U, wobei U7, U5 eine Basis des Gitters ist, d.h.
durch 2 Seiten (mit gemeinsamen Punkt) eines Parallelogramms gegeben.

Ist G = T die Translationsgruppe einer affinen Ebene (P, G, I) mit der ka-
nonischen Wirkung auf M = P, so ist Tx bzw. T die Gruppe der Transla-
tionssymmetrien von X bzw. X. Spéater werden wir zeigen
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Fiir die Anschauungsebene gilt: eine Untergruppe U der Transla-
tionsgruppe enthélt entweder zu jedem € > 0 eine Translation 7y
mit ||0]] < e oder es gibt Vektoren ', v,

U= {’7'17 | U= 2’1171 + 22’172, 21,22 € Z}

d.h. jeder Translationsvektor aus U ist ganzzahlige Linearkombi-
nation von oy, Up. Sind ¥}, U5 linear unabhéngig, so bilden sie eine
Gitterbasis fiir U.

3.8 Bahnen#

Sei eine Wirkung der Gruppe G auf der Menge M gegeben. Die Bahn oder
Orbit eines Elements a von M ist definiert als

G(a) ={g(a) g€ G} € M.

Man hat nur die eine Bahn M genau dann, wenn die Wirkung transitiv ist.
Ein Reprdsentantesystem fiir eine Wirkung ist eine Teilmenge von M, die
genau ein Element aus jeder Bahn enthélt.

Lemma 3.8 Die Bahnen der Wirkung einer Gruppe auf M sind die Klassen
einer Aquivalenzrelation auf M

T~y & esgibtg€ G mitglz)=y

Inbsondere gehort jedes Element von M zu genau einer Bahn - und das ist
dann seine Bahn.

Beweis. Zunichst ist zu zeigen, dass ~ Aquivalenzrelation ist. Wegen e(z) = z
haben wir x ~ z. Ist  ~ y, also g(x) = y fiir ein g € G, so g~ *(y) = = und
somit y ~ z. Haben wir x ~ y ~ z, so y = g(x) und h(y) = z fiir passende
g,h € G und (hg)(z) = h(g(z)) = h(y) = z, woraus = ~ z. Die Klasse zum
Element a € M ist {y e M |a ~y} ={y € M | 3g € G. g(a) = y} also
gerade die Bahn G(a) von a. Ist a auch in der Bahn G(b) von b, so gilt folgt
b ~ a. Also fiir jedes z € G(a) auch b ~ a ~ x und somit G(a) C G(b).
Andererseits aber fiir jedes y € G(b) auch a ~ b ~ y und somit G(b) C G(a)
und es folgt G(b) = G(a). O

Beispiel. Farbt man die Quadrate einer Gitterzerlegung der Ebene so mit den
Farben Rot und Gelb, dass Quadrate mit gemeinsamer Kante verschiedene
Farben haben, und ist &, die Menge der roten Quadrate, so hat die Wirkung
von Ty, genau 2 Bahnen, die ‘rote’ und die ‘gelbe’.

3.9 Kommutative Gruppen als Z-Moduln™

Sei A eine additiv geschriebene kommutative Gruppe (A, +,0,—). Wir im
Falle der Vektorgruppe definieren wir rekursiv fiir a € A und n € N

0a=0, (n+1)a =na+a, (—n)a = —(na).
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Lemma 3.9 Jede kommutative Gruppe ist ein Z-Modul, d,h, es gelten
(V5) r(a+b)=ra+rd
(V6) la=a, (V7) (s+r)a=sa+ra, (V8) r(sa)=(rs)a

Beweis. (V6): Nach Definition la = (0+1)a = 0a+a = 0+a = a. Wir zeigen
(V5) und (V7-8) fiir r > 0 und alle a, b jeweils durch Induktion. (V5): Nach
Definition gilt 0(a +b) = 0 = 0 4+ 0 = 0a 4 0b. Nun mit Induktionsannahme
r+1)(a+b =r(a+bd)+a+b=ra+rb+a+b=ra+a+rb+0b=
(r+1a+(r+1)b. (V7): (s+0)a = sa = sa+0 = sa+ 0a. Mit Defintion und
Induktion: (s+r+1)a= (s+7r)a+a=sa+ra+a=sa+ (r+1)a. (V8):
Nach (V6) (1s)a = sa = 1(sa). Nun mit (V7) und Induktion ((r 4+ 1)s)a =
(rs+ s)a = (rs)a+ sa = r(sa) + sa = (r + 1)(sa).

Mit r > 0 und s = —r haben wir nach dem schon bewiesenen Fall von
(V5), dass (—r)a +ra = (—r +r)a = 0a = 0 fiir alle a, also

() (=r)a=—(ra)

das eindeutig bestimmte Inverse von ra. Es folgt (s — 1)a = (—(1 4+ r))a =
—((1+7)a) =—(a+ra) = —(a+ra) = —a —ra = sa — a. Somit gilt

(r—=1la=ra—a firalleaec A, r € Z

Nun kénnen wir (V5) und (V7-8) fiir » < 0 ganz analog mit absteigender
Induktion von 7 nach r — 1 beweisen. [

4 Skalare

4.1 Ausblick#

Wir haben bis jetzt die kommutative Gruppe V der Vektoren aus den Axio-
men einer (unendlichen) desargueschen affinen Ebene (P, G, €) hergeleitet,
Unser Ziel ist es, einen (Schief)Kérper K von Skalaren und eine Multipli-
kation (r, ) — r¥ von Skalaren mit Vektoren so zu definieren, dass V' zum
K-Vektorraum wird und so, dass

e geG & g={ri+P|reK}firein PcPundveV\{0}

Man sagt auch: (P, G, €) wir durch den K-Vektorraum V' koordinatisiert - das
Koordinatensystem erhédlt man dann durch Wahl eines Ursprungs(Punktes)
und einer Basis. Anders ausgedriickt, bis auf Isomorphie ist (P, G, €) von der
Form wie in Aufgabe Ul.6.c. Zu diesem Ziel gibt es mehrere Wege

(i) Man wéhlt in der Tradition der Geometrie von der Antike iiber Des-
cartes bis Hilbert (Grundlagen der Geometrie, 1899) eine Gerade als
Zahlengerade, zeichnet zwei Punkte als 0 und 1 aus, definiert die Addi-

. — -— —_ . . . . o e
tion r+ s so, dass 0 (r + s) = Or + 7, und die Multiplikation motiviert
durch den Strahlensatz. Insbesondere ist dann zu zeigen, dass weder der
Korper K noch der K-Vektorraum V' von der Wahl der Zahlengeraden
abhéngt.



22

(i)

(iii)

4 SKALARE

Wihlt man zwei sich im gemeinsamen Punkt 0 schneidende Geraden g
und ¢’ als Zahlengeraden, deren Entsprechung durch die Einheitspunkte
1 und 1’ festgelegt ist, so kann man die Skalare als Paare entsprechender
Punkte auffassen. Von Neumann hat das entsprechend fiir n Geraden
im n-dimensionalen Raum gemacht und auf Geometrien verallgemei-
nert, die zur Beschreibung der Quantenmechanik taugen (Continuous
Geometry,Princeton 1960).

Wir fithren die Skalare als “Quotienten” von Vektoren ein, d.h. wir
erkliren eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Paare (@, E) von
Vektoren mit b # 0 und 6,5 reprasentiert durch Pfeile auf derselben
Geraden. Auch hier ist der Strahlensatz die Motivation. Grundgedan-
ken sind denen von (i) und (ii) sehr &hnlich, der Unterschied besteht
nur darin, ob man mit einem Repréisentantensystem oder der Faktor-
struktur arbeitet.

Man fithrt die Skalare als “Streckungen” mit Zentrum Z ein: bijekti-
ve Abbildungen o : P — P mit o(Z) = Z und o(g) || ¢ fiir alle g.
Fasst man auch Vektoren als Translationen 7 auf, so ergibt sich die
das Produkt des “Skalars” ¢ mit dem “Vektor” 7 als die Translati-
on mit Z — (o o7)(Z). Das ist die Sicht der “Abbildungsgeometrie”,
vgl. E.Artin, Geometric Algebra, New York 1957. Eine ausfiihrliche
und elementare Diskussion, die auch nicht-desarguessche Ebenen ein-
schliesst findet man in Scherk und Lingenberg (letzter Rektor der TH
Darmstadt), Rudiments of Plane Affine Geometry, Toronto 1975. Die
“didaktische” Version in Ewald, Geometrie, eine Einfithrung fiir Stu-
denten und Lehrer, Gottingen 1971. Dies ist der abstrakteste Zugang
- und der von den Autoren der Hessischen Lehrpléine zur Geometrie
favorisierte. Dass man mit diesem Zugang Einfaches recht kompliziert
machen kann, zeigt sich, wenn man ihn auf die von von Neumann be-
trachteten Geometrien iibertragen will.

Noch etwas abgefahrener kann man es haben, wenn man die Geometrie
auf die Spiegelungen griindet: Bachmann, Aufbau der Geometrie aus
dem Spiegelungsbegriff, Berlin 1973,

Man verschérft die Axiomatik so, dass K schliesslich der Korper R
der reellen Zahlen ist. Dazu benétigen wir einen weiteren Grundbe-
griff: die Anordnung von Punkten auf einer Geraden bzw. den Begriff
“P liegt (auf der Strecke) zwischen @) und R”. Dann kénnen wir von
der Multiplaktion mit ganzen Zahlen rein algebraisch zur Multiplika-
tion mit rationalen Zahlen iibergehen. Die reellen Zahlen haben hier
zunéchst keine geometrische Bedeutung, sondern werden wie in der
Analysis axiomatisch aufgefasst oder aus den rationalen gewonnen. Die
Multiplikation von rv' wir dann aus ¢,v mit » = lim,,_,, ¢, und ¢, € Q
definiert. Man findet dies in Grauert und Grunau, Lineare Algebra und
Analytische Geometrie, Miinchen 1999. Dies ist der kiirzeste Zugang
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(wenn man die Analysis vorausetzt), gibt aber ein verkiirztes und auch
der geschichtlichen Entwickung nicht gerecht werdendes Bild.

An der Universitdt wird die (affine) Geometrie meist als bloBes Derivat der
Linearen Algebra behandelt, d.h. man setzt den Vektorraumbegriff axioma-
tisch oder den Vektorraum R™ der n-Tupel reeller Zahlen (hier n = 2) per
Dekret voraus, und definiert affine Ebenen als scharf transitive Wirkungen
eines 2-dimensionalen Vektorraums, d.h. an die Stelle der Anschauungsebe-
ne tritt eine scharf transitive Wirkung von R?, die dann mit geometrischen
Vokabeln unterlegt wird (vgl. Berger, Geometry, Berlin 2009). Um dem dann
einen didaktischen Anstrich zu geben, wird die Punktmenge mit R? identi-
fiziert und damit die Unterscheidung zwischen affiner und linearer Struktur
verwischt.

Weitere Literatur. In Fortfithrung von Hilbert: Hessenberg, Grundlagen der
Geometrie, Berlin 1967 (Manuskript von 1925); Reidemeister, Grundlagen
der Geometrie 1930 Berlin 1968. Borsuk and Szmielev, Foundations of Geo-
metry, Amsterdam 1960

Als Teil einer Enzyklopadie: Behnke, Bachmann und Fladt, Grundziige der
Mathematik II, Geometrie, Teil A und B, Goéttingen 1967; H. Lenz, Grundla-
gen der Elementarmathematik, Berlin 1961; Macke, Mechanik der Teilchen,
Leipzig 1964

Fiir Erstsemester: Sperner, Einfiihrung in die Analyische Geometrie und Al-
gebra, Gottingen 1948; Pickert, Analytische Geometrie, Leipzig 1964; Tietz,
Lineare Geometrie, Miinster 1967; Jeger, Einfithrung in die vektorielle Geo-
metrie und Algebra.

Didaktik: Freudenthal, Vorrede zu einer Wissenschaft vom Mathematikun-
terricht (Kap. 4., Ich sehe es so) , Miinchen 1978; Freudenthal, Mathematik
als Padagogische Aufgabe, Stuttgart, 1973; Artmann und Torner, Lineare
Algebra und Geometrie, Gottingen 1980

Mit Themen zur Schul-Geometrie: Agricola und Friedrich, Elementargeome-
trie, Wiesbaden 2009; Jennings, Modern Geometry with Applications, New
York 1997

Coxeter, Unvergingliche Geometrie, Basel 1963

4.2 Zahlengerade

Wir zeichnei> eine Gerade ¢ und auf dieser zwei Punkte O # E aus und
setzen € = OF. Dadurch wird g zur Zahlengeraden und die Punkte P auf g
zu Skalaren - wir schreiben daher r,s € ¢ fiir Skalare. O ist der Nullpunkt
und wird auch als 0 geschrieben. E = 1 ist der Finheitspunkt. Die Addition
ergibt sich aus der Vektoraddition. Der nichste Schritt ist, die Multiplikation
von Skalaren mit Vektoren, d.h. die Streckung von Vektoren geometrisch
einzufithren und daraus die Multiplikation von Skalaren herzuleiten. Dann
konnen die Vektorraumaxiome (V5-8) bewiesen werden und aus diesen die
Korperaxiome. Entscheidend sind die Unabhéngigkeit der Multiplikation von
der Hilfsgeraden und die Isomorphie aller Zahlengeraden - und damit die
Moglichkeit, den Begriff des Skalars durch Abstraktion zu bilden. Dazu wird
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eine weitere Version des Satzes von Desargues benotigt. Kommutativitit der
Multiplikation kénnen wir vorerst nicht beweisen, diese bendtigt ein weiteres
Axiom, den Satz von Pappus-Pascal.

4.3 Addition von Skalaren

Die Skalare r entspechen eindeutig den Vektoren Or (in der Physik spricht
man bei dieser Gelegenheit von Ortsvektoren). Daher kénnen wir Addition
und Subtraktion iiber diese Vektoren einfiithren: r + s und —r sind die ein-
deutig bestimmten Skalare mit

—_— = = — —

0,r+s=0s4+0r, 0—r=-—0r

r s+r -r 0 r

Die Abbildung
s
¢(r) = Or

ist somit eine injektive Abbildung von g in die Gruppe V' der Vektoren und
es gilt

$(0) =0, o(r+s)=o(r) +¢(s), o(-r)=—0(r)
d.h. sie bildet die Zahlengerade isomorph auf eine Untergruppe der Gruppe

V aller Vektoren ab. Daher erbt die Zahlengerade die Axiome (V1-4), ist also
eine kommutative Gruppe bzgl. der Addition, d.h. es gelten

(K)r+(s+t)=(r+s)+t, (K2)r+s=s+r

(K3)0+r=r=r+0, (K4)r+(-r)=0=(—r)+r
und man definiert
r—s=r+(—s)

Dann folgt:
t=r—s&tt+s=r

4.4 Skalar mal Vektor

Die Multiplikation rv' des Skalars r mit dem Vektor @, d.h. die Streckung oder
Dehnung von @ um den Faktor r wird dadurch motiviert, dass schliellich der
Strahlensatz gelten soll: Ist » = 0 oder @ = 0 so definieren wir ra = 0. Sei

also r # 0. Haben wir @ = OP #£ 0 mit P & g, so ist r@+ O der Schnittpunkt
mit g der Geraden durch r parallel zu £V P

ri+O0=hNOVP reh|EVP wobeid=0OP+#0,P¢OVE
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1=F r

Liegt @ + O auf g, so miissen wir eine Hilfskonstruktion ausfiithren: wir
wihlen eine von g verschiedene Gerade ¢’ durch O und einen Punkt E' =

1" # O auf ¢’ und konstruieren wie eben re’ wobei €’ = (ﬁ Seir’ = O+re’
und k die Parallele durch v’ zu (@ + O) V E’

d.h. wie iibertragen zunéchst das Verhéltnis r : 1 auf die_) Gerade ¢" als 1" : 1/
und dann zuriick auf g als ¢ : s wobei s der Skalar mit Os = @ ist.

1/

@
1

In beiden Féllen gilt nach Konstruktion

(V6) la=d, (1) ri=sd= r=s oderd=>0

- es ist ' als Schnitt von ¢’ mit der Parallelen zu 1V 1’ durch rd@+ O eindeutig
bestimmt. Um die Unabhéngigkeit der Definition von der Wahl von ¢’ und
E' 7zu zeigen, benotigen wir als Axiom eine weitere Form des Satzes von
Desargues

Axiom 4.1 (E5) Sind A, B,C und A’, B',C" Dreiecke und gibt es eine Zen-
trum Z so, dass jeweils Z, A, A" und Z, B, B und Z,C,C" kollinear sind (die
Dreiecke sind zentral perspektiv und gilt AV B || A’V B und BVC || B'V(C’,
so gilt auch AV C || AV C" (die Dreiecke sind axial perspektiv ).
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Sind nun ¢', ¢” zwei verschiedene Hilfsgeraden mit 1’ und 1” und sind
dort 7’ bzw, r” konstruiert, und ist ) = rd + O mittels g konstuiert, so ist
(mit S = a@+ O) zu zeigen, dass Q V7" || SV 1”. Wir wenden Desargues mit
Zentrum O an: Nach Konstruktion haben wir

Iv1 | rve, 1v1"rve”, SV QVT

Eine erste Anwendung liefert also 1’V 1”7 || ' V r”, eine zweite dann, wie
behauptet, Q V7" || S v 1. O

4.5 Multiplikation von Skalaren

Das Produkt rs von Skalaren auf der Zahlengeraden g, O, ¥ kénnen wir nun
so definieren

— . = -
rs=ra-+ O wobeid=0s

und wissen, dass das nicht von der Hilfsgeraden abhéngt. Es gilt nach Kon-
struktion

(K6) r-1=7r und 1-s=s



4.6 Wechsel der Zahlengeraden 27

1/

—

Korollar 4.2 Hat man die Zahlengerade g,0O, F und € = OF so gilt

—

ré=0r, (rs)é=r(sé)

Lemma 4.3 Zu jedem Skalar s # 0 gibt es einen Skalar r # 0 so, dass
rs = 1. Zu jedem Skalar r # 0 gibt es einen Skalar s # 0 so, dass rs = 1.

4.6 Wechsel der Zahlengeraden

Satz 4.4 Zu je zwei Zahlengeraden g,0, E und ¢',O', E' einer desarques-
schen affinen Ebene gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus, d.h.
eine bijektive Abbildung ¢ : g — g' mit

¢(0) =0, ¢(E) = £

O(r+s) = ¢(r) + ¢(s), ¢(=r) = =o(r), o(r-s) = o(r) - ¢(s)

und es gilt fiir die Multiplikation eines Vektors v mit Skalaren von g,0, FE
bzw. ', O, E'

v = o(r)v

Dabei ist ¢ wie folgt definiert
(i) Falls g # ¢' aber O =0', so ¢(r)=1r"<rVr' || EVE
(i1) Falls g || ¢ # g und OF = O'F', sop(r)=r"<rvr||OVO

(111) Andernfalls kann man ¢ als Hintereinanderausfihrung mehrerer Iso-
morphismen nach (i) und (ii) wihlen.



28 4 SKALARE

Der Satz besagt, dass jede Wahl der Zahlengeraden zu demselben Begriff von
Skalar fiithrt - indem man einfach r und ¢(r) identifiziert. Das Prinzip ist hier:
Abstraktion auf der Grundlage der Isomorphie von Representantensystemen.
Anders ausgedriickt, wie haben nun einen abstrakten Skalarenbereich, der
durch beliebige Wahl der Zahlengeraden realisiert werden kann. Und diese
kann man dann jeweils so wéhlen, dass sie in der betrachteten Situation
glinstig liegt.

Beweis. Im Fall (ii) ist ¢ = 755 Translation und alle Konstruktionen
iibertragen sich von g auf ¢’. Fall (i): Es ist leicht zu sehen, dass ¢ bijektiv
ist. Wie bei der Unabhéngigkeit der Multiplikation mit Skalaren sieht man
o(r)U = rv. Dass ¢(r)op(s) = ¢(rs) gilt, ist trival falls s = 1 und folgt fiir
s # 1 mit Desargues (E5) fiir die Dreiecke s, 1, ¢(s) und rs,r, ¢(r)¢(s) mit
Zentrum O. Hier 7' = ¢(r). Rest als Ubung. O It

s

4.7 Parallele Vektoren und Parametrisierung der Geraden

Lemma 4.5 Fiir Vektoren &’,57& 0 sind die folgenden Aussagen dquivalent
(i) Es gibt einen Punkt P so, dass P,@+ P,b+ P kollinear

(ii) Fiir jeden Punkt P sind P,@+ P,b+ P kollinear
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(iii) Es gibt s # 0 mit sd@ = b
(iv) Es gibt r# 0 mit rb=a

Im Falle (i) sowie wenn @ oder b Nullvektor ist, schreiben wir @ || b und
sagen, dass @ und b die “gleiche Richtung” haben bzw. dass b die Richtung
der Geraden g = PV @+ P hat oder zu g parallel ist.

Beweis. (ii) = (i) ist trivial. Gilt (i) so wéhle die Zahlengerade als g =
OV E mit O =P und E = @+ O. Nach Kor.4.2 ist dann b = 0s = s und
s # 0dab# 0. Also (iii). Ebenso (iv) mit Vertauschen von @ und b. Gilt (iii),
und konstriert man sb mit O = P, so liegt sb+ O auf der Geraden durch O
und @ + O und es gilt (ii). Analog, wenn (iv) gilt. O

Korollar 4.6 g ist eine Gerade genau dann, wenn es a # 0 und P gibt mit
g=A{ra+ P |r Skalar}.

Ist g Gerade, so liefern P € g und d = Cﬁ mit Q@ # R auf g eine solche
Darstellung.

4.8 Gesetze fiir die Multiplikation mit Skalaren
Korollar 4.7 FEs gelten
(V5) r(v+w) =rvtrw, (V7)(rxs)0=rv+sv, (V8) (rs)v=r(sv)

Beweis. Zu (V7) und (V8): O.B.d.A. hat man ¢ = op # 0 mit P ¢ g, der
gewéhlten Zahlengeraden g, O, E. Mache ¢’ = O V P zur Zahlengeraden mit
O’ = O und E’' = P (also v der Einheitsvektor von ¢’, O, E’) und sei ¢ der
Isomorphismus von ¢, O, E auf ¢, O’, E’. Dann gilt nach dem Satz 4.4 und
Kor. 4.2

-

rv = ¢(r)v = 0 ¢(r)
und somit nach Definition der Addition bzw. Multiplikation auf der Zahlen-
geraden ¢', O, E'

(r+s)0=0¢(r+s)=00¢)+¢(s) =0¢(r)+0 ¢(s) =1V + st
(rs)v = ¢(rs)v = (¢(r)¢(s))T = ¢(r)(d(s)v) = r(sV)

unter Verwendung von Kor.4.2.

O b+ 0 rb+ O
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Zu (V5): Seien zunsichst @ |/ b. O.B.d.A. ist r # 0 und g = O V E mit
E = d+0 die Zahlengerade, also r = rd+0O. Nach Konstruktion des skalaren
Vielfachen gilt @+ OVb+O | ri+OVrb+Ound a+0OVa+b+O |
rd+ OV r(@+ b+ O. Nach (E5) folgt

b+OVa+b+0|rb+0OVr(@+b+0]|.

Nun gilt aber

-

glb+0Va+b+0, OVrb+0 | @a+0OVa+b+0 | ra+OVr(@a+b)+0

also hat man das Parallelogramm

-

Ori+O0~rb+0 r(@+b)+0

und somit (@ -+ b) = rd + rb.

Sind @ || b nicht Null, so zerlege man @ = @+ d und b = @ + ¥ mit
nichtparallelen Vektoren so, dass auch ¢+ @ |f d 4+ ¥. Dann gilt nach dem
schon bewiesenen Fall: 7(@+b) = r(é+ @+ d+0) = r(@+ @) + r(d+ 7) =
ré+ri+rd+ri=ré+rd+ri+ri=r@+d) + r(@ +7) = rd + rb.

Die Aussagen fiir Subtraktion folgen dann durch die Charakterisierung
z2=1x—y< z+y=ux,die in allen kommutativen Gruppen gilt.

4.9 Strahlensatz

Satz 4.8 Fira H/l; und Skalare r, s # 0 sind dquivalent
(i) ra—sb|@a—b
(ii) r=s

-

(iii) @ — sb = (@ —b)
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Beweis. (i) = (#i): Nach (V5) und Lemma 4.5 7@ — sb = (@ —b) = ta—tb
fiir ein ¢. Also mit (V7) (r —t)d = (s —t)bund dann r —t = s — ¢t = 0 da
alf'b. (it) = (i) sofort mit (V5) und (éi7) = (i) mit Lemma 4.5. O

4.10 Gesetze fir Skalare und Vektoren

Satz 4.9 Sei (P, G, 1) eine (unendliche) desarquessche affine Ebene, d.h es
gelten (E0°-5). Hinsichtlich der oben eingefiirten Operationen gilt dann: Die
Skalare bilden einen Schiefképer, d.h. es gelten (K1 —4), (K6) sowie

(K5) t(r+s) =tr+ts, (K7) (r+s)t=rt+st, (K8)r(st)=(rs)t

(K9) Zu jedem r # 0 gibt es s # 0 mit rs = sr = 1 und s ist schon durch
rs =1 bzw, sr =1 eindeutig bestimmit.

Die Vektoren bilden einen K-Vektorraum, d.h. es gelten (V1 —8) und G =
{U+ P | PeP, U Untervektorraum,dimU = 1}.

Beweis. Auf der Zahlengeraden g, O, E sei € = OE. Nach (V5-8)
(t(r+s))€=t((r+s)e) = t(re+se) = t(ré)+t(sé) = (tr)e+(ts)e = (tr+ts)é

und mit (1) folgt (K5). Analog fiir (K7) und (K8). Zu (K9): Nach Lemma
4.3 gibt es s,t # 0 sr =1 = rt. Mit (K6) folgt s = s1 = srt = 1t = t. Haben
wir sr =s'r=1,s0s=t=3s".0

4.11 Zentrische Streckungen™
Abbildungen o : P — P der Form

—
o(P)=rZP+ Z
mit Zentrum Z und Faktor r heilen zentrische Streckungen oder Dehnungen.

Satz 4.10 Fine Abbildung o : P — P ist genau dann eine Streckung mit
Zentrum Z und einem Faktor r # 0,1, wenn o bijektiv ist, Geraden auf
parallele Geraden abbildet und Z als einzigen Fizpunkt hat.

Beweis. Ist die Dehnung gegeben, so 7P + 1ZP fiir P # Z, also o(P) # P.
Die Umkehrabbildung ist die Dehnung mit Faktor 7~ und der Strahlensatz
garantiert, dass o(g) || g. Umkehrung. Nach (1) im Beweis von Satz 3.6 sind
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Z,P,o(P) fiir alle P # Z kollinear. Seien P, # P, von Z verschieden und

il .
nach Kor.4.6 Zo(F;) = r,ZP,. Sind Z, P;, P, nicht kollinear, so nach dem
Strahlensatz r; = ro da o(P) V o(P,) || P, V P. Sind Z, Py, P, kollinear,
so wihle man P3 ¢ Z V P; und schliefle r; = r3 = 5. Also ¢ Dehnung mit
Faktor r1. O

4.12 Pappos-Pascal

Axiom 4.11 (E6) (Pappos 320, Pascal 1623-1662) Liegen auf 2 Geraden
mit Schnittpunkt S je 3 von S wverschiedene Punkte A, B,C bzw. A', B',C’
so, dass ANV B' || A’V B und BV C" || BV C, so auch C'V A" || C'"V A.

Daraus folgt dann leicht das Axiom von Desargues im Falle, dass alle Punkte
in einer Ebene liegen. Auf der Grundlage der Kongruenzsitze kann man das
Axiom von Pappos-Pascal aus dem Satz vom Kreis(Sehnen)viereck beweisen.

Satz 4.12 Das Aziom von Pappos-Pascal gilt genau dann in einer desarque-
schen Ebene, wenn deren Skalare einen kommutativen Korper bilden.

Beweis nach der Figur: Die Parallelitit BV A" || AV B’ gilt, da die Skalare
A und p auf die Hilfsgerade iibertragen werden. A ist nun definiert durch
den Schnitt der Zahlengeraden mit der Parallelen A’V C zu AV C’. p\ ist
definiert durch den Schnitt der Zahlengeraden mit der Parallelen B’ v C'
zu AV B’. Nach Pappos-Pascal ist aber A’V C' || AV C’ genau dann, wenn
B/vC || AvB’, d.h. man erhilt bei beiden Konstruktionen denselben Punkt
C.

Hat man umgekehrt Punkte geméfl der Vorausetzung von Pappos-Pascal
gegeben, so mache man g = SV A zur Zahlengeraden mit O = S und E
als Schnittpunkt von g mit der Parallelen zu BV A" durvch C’. Konstruiert
man C' = pAé€+ O, so hat man B’V C || BV C’. Gilt nun pA = Au so folgt
C =M€+ O, also AV C || AV C" nach der Konstruktion von Au. [J
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4.13 Alternative: Vektorverhaltnisse*

Einen begrifflich einfacheren, in der Ausfithrung aber etwas langwierigeren
Zugang zu Skalaren erhalten wir, wenn wir diese als Verhéltnisse (Proportio-
nen) paralleler Vektoren einfiihren, ganz analog zur Definiton der rationalen
Zahlwen_’aus den ganzen Zahlen. Dabei nennen wir a, b parallel undg:hrei—
ben ELH b, wenn es Pukte P, @, R, S auf einer Geraden gibt mit @ = P() und

b=RS.

Ein Vektorverhdltnis ist ein Paar
@:b mitb+#0sowie @ | boder @=0

Im Folgenden haben wir zu diskutieren, wann wir zwei Vektorverhéltnisse
@:bund @: d als in Proportion stehend und somit als gleichwertig ansehen
wollen. Ist @ = rb und @ = de so soll dies genau dann der Fall sein, wenn
r=s.

Zwei Vektorverhéltnisse @ : b und @ : d mit @,é # 0 stehen in direkter
Proportion,

i:b~cide (@—0)|| (b—d) und bl d.
Das kénnen wir auch so ausdriicken: Fiir jeden Punkt P sind die Geraden
durch P und b+ P bzw d + P voneinander verschieden und die Geraden
durch b+ P,d+ P und @ + P,¢+ P zueinander parallel. Aus dem Satz von
Desargues erhalten wir

Lemma 4.13

Zwei Vektorverhéltnisse @ : b und @ : d stehen in Proportion, a : b~c:d
genau dann, wenn einer der folgenden Félle eintritt

—

e d:b=c:d
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—

Hciundesgibté’:j?mitd’:g%é’:fzé’:d

S

[ J
e d=c=0

Dabei kann man zu gegebenem g immer f If g erreichen. Es folgt

QL

“In Proportion Stehen” (~) ist eine Aquivalenzrelation fiir Vektorverhiltnisse

Durch Abstraktion nach dieser Aquivalenzrelation

a:br—

Sl ey

erhalten wir die Skalare. Wir halten fest

—
-

:%@(6—5) | (6—d) falls@c#0, bitd

a
b

Sa=cC

SOy

Lemma 4.14 Sei € # 0 ein fest gegebener Vektor. Dann gibt es zu jedem
Skalar % einen eindeutig bestimmten Vektor ¢ mit

[l s
[ ReY]

Beweis. Sei zunéichst b }f & Wihle einen Punkt O und & = O_I)D, wobei P der
Schnitt der Geraden durch O, €4 O mit der Parallelen zu b+ O, €+ O durch
den Punkt @+ O ist. Ist b || € so betrachte zunéchst ein & }f b. O

Korollar 4.15 Zu jedem Vektor © # 0 und Skalar p gibt es einen eindeutig

bestimmten Vektor @i mit
/u_j . . — —
— = p . Wir schreiben w = pv

und sprechen von der Streckung/Multiplikation des Vektors ¢ wm/mit den/m

Skalar p. Es folgt B .
pb—pu || b— v
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Korollarilﬁ Seien g eine Gerade, O, E zwei verschiedene Punkte auf g
und € = OF. Dann erhdlt man eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwi-
schen Skalaren und Punkten auf g mit

—
p—pe+ 0O, P wobei @ = OP.

ol )

Die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar fiihrt zu dem-
selben Ergebnis, unabhéngig davon, ob man Skalare als Punkte
auf einer Zahlengeraden oder als Vektorquotienten auffasst.

5 Punkte und Vektoren im Raum

5.1 Axiome fiir den affinen Raum

Um den affinen (3-dimensionalen) Raum axiomatisch zu erfassen, benttigen
wir dem weitere Grundebegriff der Ebenen. Wir haben also 3 Sorten von
Objekten

e Punkte
e Geraden
e Ebenen

und die Inzidenzrelation(en)
e zwichen Punkten und Geraden
e zwischen Punkten und Ebenen
e Zwischen Geraden und Ebenen

Punkte auf derselben Geraden kollinear. Punkte bzw. Gerdaen auf dersel-
men Ebene sind komplanar. Geraden g, h sind parallel, falls g = h oder g, h
komplanar und es keinen gemeinsamen Punkt von g und h gibt.

Axiom 5.1 (R1) FEinen Gerade inzidiert mit einer Ebene genau dann, wenn
jeder Punkt der Gerade mit dieser Ebene inzidiert.

(R2) Durch zwei verschiedene Pubkte geht genau eine Gerade
(R3) Auf jeder Geraden gibt es mindestens 2 verschiedene Punkte
(R4) Es gibt ein Dreieck, d.h. 8 nicht kollineare Punkte

(R5) Jedes Dreieck liegt in genau einer Ebene

(R6) Jede Ebene enthilt mindestens einen Punkt

(R7) Liegen zwei verschiedene Punkte einer Gerdaen in einer Ebene, so liegt
die Gerade in dieser Ebene
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(R8) Zu jedem Punkt P und jeder Geraden g gibt es genai eine Parallele zu
g durch P

(R9) Wenn zwei Ebenen einen Punkt gemeinsam haben, so haben sie min-
destene einen weiteren Punkt gemeinsam

(R10) Es gibt vier nicht komplanare Punkte

Es folgt, dass eine Gerade und Ebene durch die Menge ihrer inzidenten Punk-
te eindeutig bestimmt ist. Wir diirfen daher Geraden und Ebenen als Punkt-
mengen auffassen und die Inzidenz so schreiben

PegCe

5.2 Satz von Desargues

Satz 5.2 In einem affinen Raum gelten beide Versionen des Axioms wvon
Deargues, also (E4) und (E5).

Wir werden dafiir spéter einen einfachen Beweis sehen, der auf der Erweite-
rung des affinen Raums zum projektiven Raum beruht.

Korollar 5.3 Im affinen Raum wird durch ~ eine aus Def.2.11 eine Aqui-
valenzrelation definiert und ma erhdlt wie in Kap.2. die kommutative Gruppe
V' der Vektoren (d.h. (V1-4)) und ihre Wirkung auf der Punktmenge (d.h.
(A1-2)). Ebenso bilden die Skalare einen Schiefkérper K und machen V' zum
K-Vektorraum. Gilt das Aziom von Pappus, so ist K ein Schiefkorper. Wei-
terhin gilt die folgende Parameterdarstellung von Geraden und Ebenen

e Sei g ein Gerade, A ein Punkt auf g und U # 0 so, dass T+ A auf ¢
liegt (U heisst dann ein Richtungsvektor von g). Dann besteht g gerade
aus den Punkten folgender Form (und diese Darstellung ist eindeutig)

P=ri+A(rekK)
Umgekehrt ist jede Menge {rt+ P | r € K} mit ¥ # 0 eine Gerade.

e Seice eine Ebene, A ein Punkt auf e und v, so, dass A, v+ A, W+ A in
der Ebene ¢, aber nicht auf einer Geraden liegen (U, bilden dann ein
Paar unabhéngiger Richtungsvektoren wvon €). Dann besteht € gerade
aus den Punkten folgender Form (und diese Darstellung ist eindeutig)

P=ri+si+A(r,seK)

Umgekehrt ist jede Menge {rv+ s+ A | r,s € K} mit U || & eine
Ebene.
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A P=ri+si+ A

Im Folgenden geht es immer um pappusche affine Ebenen oder Raume,
d.h. wir haben stets einen kommutativen Skalarenkorper

5.3  Untervektorraume

Eine Teilmenge U des Vektorraums V' aller Vektoren einer gegebenen (pap-
pusschen) affinen Ebene oder Raumes ist ein Untervektorraum falls gilt:

e 0cU
e Y yelU=2T+yeU
er7clU reK=rrelU
Dann ist U auch ein K-Vektorraum. Insbesondere
o U={rv|re K} vektorielle Gerade und dim U = 1 falls 7 # 0
o U={rv+sw|r,se K} vektorielle Ebene und dim U = 2, falls ¢ |f o

dim U ist die Dimension von U. Damit konnen wir die Parameterdarstellung
von Geraden bzw. Ebenen in der folgenden einfachen Form schreine

U+P={u+P|ueclU}

U heisst dann auch Richtungsgerade bzw. Richtungsebene von U + P.

5.4 Unabhéngigkeit zweier Vektoren
Die Bedingungen aus Lemma 4.5 konnen wir noch um die folgende ergénzen
(v) Es gibt Skalare r, s nicht beide = 0 mit r@ + sb =0

In der Tat, ist z.B. r # 0, so a@ = —r~1sb. Ist umgekehrt z.B. @ = tb mit
t#0,s0 la+ (—t)b=0.0
Trifft eine der Bedingungen (i)-(v) zu, so sagen wir: @, b sind linear abhdingig.

Korollar 5.4 Vektoren d # 0 und b + 0 sind genau dann Richtungsvektoren
zueinander paralleler Geraden, wenn sie linear abhdingig sind.
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Ist a, b nicht linear abhéngig, so spricht man von linear unabhdngig. Insbe-
sondere gilt @ # 0 # b.

Korollar 5.5 (i) d, b ist linear unabhdngig
(ii) Ausrd+sb=10 folgt stets r = s =0

(iii) Fiir einen/jeden Punkt O liegen O, @+ 0, b+O nicht auf einer Geraden
(1) Zu jedem Vektor ¢ gibt es hichstens eine Darstellung ¢ = rd + sb

Beweis. Es ist nur noch (ii) < (iv) zu zeigen. Gilt (V) und ri+sb = 0 so folgt
r=s=0daja0=0d+0b. Gelte umgekehrt (ii) und &= rd+sb = r'd+s'b.
Dann (r — )i+ (s—s)b=0alsor—r' =0=s5— 5. O

Korollar 5.6 {rv + swi + A | r,s € K} ist genau dann eine Ebene (und
U, W sind eine Paar unabhdingiger Richtungsvektoren), wenn U, linear un-
abhdngig sind.

Die Eindeutigkeit der Parameterdarstellung kann man nun algebraisch so
sehen; aus rv'+ s + A = v+ s'w + A folgt rv'+ s = 1’0 + s'w folgt also
r=rund s =g

5.5 Unabhéngigkeit dreier Vektoren

Lemma 5.7 Fiir Vektoren d, l;, ¢ des Raumes und einen beliebigen Punkt P
sind die folgenden Aussagen dquivalent

1 Geeignete Reprdsentanten von d, I;, c liegen in einer Ebene, d.h.
a,b, c liegen in einer vektoriellen Ebene.

2 Die Punkte a + P, b+ P, ¢+ P, P liegen in einer Ebene.
3 Es gibt Skalare v, s,t, nicht alle 0, mit ra + sb+ 18 = 0,

4 Sind d, b nicht parallel, so kann man noch hinzufigen: ¢ = ra+
sb fir passende r, s

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) ist klar. Ist @ || b, so liegen A +
P,b + P, P schon auf einer Geraden und man kann in (3) ¢ = 0 nehmen.
Andernfalls hat man in (3) ¢ # 0 also &= ¢~'r@ + t~'sb und somit ¢+ P in
der von @+ P, b+P P aufgespannten Ebene. Liegt umgekehrt ¢+ P in dieser
Ebene, so @+ P = rd + sb + P mit passenden r, s, also rd + sb + (=)= 0.
O

—

Gilt eine der Bedingungen des Lemmas, so sind die Vektoren a@, b, ¢ linear
abhdngig, andernfalls linear unabhdngig.

Lemma 5.8 Aquivalent sind
(i) €1, €, €5 sind linear unabhingig

(ii) Aus ri€] + o€y + 133 = 5f0lgt rr=7r9=13=0
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(7,7,7,) AUS 26181 -+ x2€2 + 1’353 = y151 + yggg + yggg
folgen 1 = y1, w3 = Yo und w3 = Y3

Beweis. (ii) und (ii) sind nach dem vorangehenden Lemma &dquivalent. (ii)
folgt aus (iiil) mit z; = r; unﬂd y; = 0. Gelte nun (ii) und sei x1€] +x9€5+x3€5 =
y151 + y2€2 + yggg. Dann 0 = 26181 -+ xggg —+ 1’353 — (y151 + yggg + y3€3) =
(r1 —y1)e1+ (w2 —y2)€2 + (w3 — y3)€3 also 1 —y1 = T3 —yo = 23 —y3 = 0. [

5.6 Basen

Bei der Unabhéngigkeit geht esa immer um eine Liste ¢y, . . ., ¥, von Vektoren,
nie um eine Menge von Vektoren. Wir sagen, dass v; unabhéngig ist, wenn
iy # 0. Auch die leere Liste (d.h. n = 0) ist unabhiingig.

Ist ¥ = mv; + ... + r,v, so sagt man, v ist Linearkombination der
171, ey 17n

Die Dimension der Vektorraums V' aller Vektoren einer gegebenen (3-
dimensionalen) affinen Raums definieren wir als dim V' = 3. Der Untervekto-
raum {0} hat die Dimension 0.

Satz 5.9 Sei U Untervektorraum des Vektorraums aller Vektoren einer pap-
puschen affinen Ebene oder affinen Raums. Sei dimU = n (also n < 3),
Dann sind die folgenden Aussagen fir vy, ...,v, € U dquivalent

(i) V,...,0, sind linear unabhdingig
(i1) Jedes i@ € U hat mindestens eine Darstellung i = vy + ... + rpt,

(i1i) Jedes @ € U hat genau eine Darstellung © = rivh + ... + r, U,
Weiterhin gilt: Es gibt vy, ..., 0, € U, die (i)-(iii) erfiillen.

Beweis. Die Existenz unabhéngiger Vektoren ist fiir n = 1, 2, 3 jeweils durch
(E0), (E3) bzw. (R10) garantiert. Gelte nun (7). Wir haben (ii) zu zeigen. Fiir
n = 1, 2 folgt aus der Parameterdarstellung von U + P dass «+ P = r1v) + P
bzw. i+ P = r10; +ryvUs+ P und somit « = r19; bzw, © = r10; +ro0s. Sei also
n = 3 und wihle einen Punkt O (als Usprung) und P; = v;+O. Jeden Vektor
u konnen wir dann eindeutig als @ = OP schreiben. Liegt P in der durch
O, P,, P; bestimmten Ebene €1, so haben wir eine Darstellung @ = rots+1r303.
Liegt p auf der Geraden OV P; so haben wir @ = r1¢;. Andernfalls bestimmen
O, Py, P eine Ebene ¢, die mit ¢; den Punkt O, also nach (R10) und (R2)
eine Gerade g gemeinsam hat, und das ist die Schnittgerade, da € # ;. Sei
nun h die Parallele zu g durch P nach (R8), also auch h in £ (wegen der
Eindeutigkeit in (R5)). Da ¢; nach Voraussetzung nicht Linearkombination
von Uy, U3 ist, gilt k := O V P; # g, also k || g und somit k || h, also haben
die Geraden h und k der Ebene ¢ einen eindeutig bestimmten Schnittpunkt
X; und wir haben X; = r;9;. Sein nun [ die Parallele zu k£ durch P. Dann
[ [f g und [ in £, also gibt es einen eindeutig bestimmten Schnittpunkt X mit

— ~ — —
g. X € ey, also ¥ = 0OX = ryty + r303. Es folgt

—

1_[:7’1 1+f:T1171+T2172+T3173
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(17) = (i) Wéaren 1, ..., 1, linear abhingig, so gébe es einen Untervektor-
raum W von U mit dim < n und 4, ..., %, € W. Dann aber wegen (ii) auch
u e W fir alle w € U, also W = U. Widerspruch.

Damit (i) < (7). Aus (4i) folgt nun (7i) nach Lemma 5.8 bzw. Kor.5.5.
Das (ii) aus (i27) folgt, ist trivial. (J

P3 - 17 + O

Gelten die Bedingungen des Satzes, so ist 91, ..., 9, eine Basis von U.

Korollar 5.10 Jeder Untervektorraum U von V besitzt eine Basis. dim U =
n genau dann, wenn U eine Basis aus n Vektoren besitzt - und dann besteht
jede Basis von U aus n Vektoren.

Geometrie ist eine eigenstdndige mathematische Disziplin. Alge-
braische Methoden diirfen in der Geometrie nur dann benutzt wer-
den, wenn sie aus der Goemtrie heraus gerechtfertigt worden sind.

6 Koordinaten

6.1 Ortsvektoren

Zeichnet man einen Punkt O aus (und nennt ihn den Ursprung), so entsteht
eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen Punkten und Vektoren
P=z+0
— 7 — —
P—7=0P, 77— P=2+0 -
0] x
Gebraucht man Vektoren in diesem Sinne, so spricht man von Ortsvek-
toren. Mit @ = OA geht dann die Parameterdarstellung von Geraden bzw.
Ebenen iiber in (und es ist beliebt, das “+O” zu unterschlagen)

T4+0=ri+d+0, (reR) bzw. Z+0=rv+sv+ad+ 0O, (r,s € R)

6.2 Vektor-Koordinaten in der Ebene

Wir beschranken uns im Moment auf eine feste Ebene. Ein Paar d;, ds von
Vektoren ist (linear) unabhdngig, wenn fiir einen/jeden Punkt O der Ebene
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die Punkte O, O + d;, O + dy nicht auf einer Geraden liegen. Damit haben
wir die eindeutige (Parameter)Darstellung

P:$161+$262+O (1171,$2 ER)
fiir Punkte der Ebene und daher auch fiir die Vektoren
T = O_P) = ZL’161 + anQ (1’1,1’2 € R)

Wir sagen dann, dass dy,d, eine Basis a der Ebene bilden. Die eindeutig
bestimmten Skalare x; und x5 heissen die Koordinaten von ¥ bzgl. o und wir
schreiben

Das Rechnen mit Koordinaten geht so

(Z+y)*=a"+g° (rZ)" =r(T")

Dabei ist fiir Spalten von Skalaren (komponentenweise) definiert
T () (T I R I R T (2 I R (|
T2 Y2 T2 +y2)’ T2 rag )’ T —To
Beweis. Sei ¥ = x1dy + x2ds, Y = Y101 + Y2dz. Dann

T+ Yy = 2101 + T2l + 1101 + Yods = (21 + y1)d1 + (2 + Yo2)do

re = 7’(?17161 + 1172672) = T.TlC_h + Tx262 O

U = —1a; +/3a,
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6.3 Vektor-Koordinaten im Raum

Die Dreidimensionalitit des Raumes driickt sich nun so aus: Ist eine Liste
a dreier unabhéngiger Vektoren @y, ds, d3 gegeben (und solche gibt es!), so
haben wir die (Parameter)Darstellung

P = x1a; + x0ds + 1’36_1:3 + 0 (1’1,1’2, T3 € R)
fiir Punkte des Raumes und daher auch fiir die Vektoren

— —~ — — —

= 0P = x1a; 4+ 120 + x303 (1'1,1’2,1’3 € ]R)

Die Koordinaten z; sind nach den vorangegangenen Lemma eindeutig be-
I

stimmt. Wir schreiben 7 = | x5 | und sagen, dass « : a1, ds, d3 eine Basis
T3

« des Raumes ist. Aus den Vektorraumaxiomen folgt sofort, dass man mit

Koordinaten komponentenweise rechnet:

1+ rIy 1 Y1
Z+9 =22ty |, (D)= |ra fir @ = a2 |, "= [
T3+ Y3 rI3 T3 Ys

6.4 Punkt-Koordinaten

Zeichnet man in einer Ebene bzw. im Raum einen Punkt O (Urpsrung) aus,
so kann man (wie wir in 1.10 gesehen habe) Punkte durch (Orts)Vektoren

bezeichnen
—

P=%+0, #=O0P

Hat man zusétzlich eine Basis a1, @y so erhiilt man ein (affines) Koordinaten-
sytem a mit Urspung O, = O und kann die Koordinaten von P so einfithren
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6.5 Koordinatentransformation in der Ebene

Gegeben seien zwei Basen von V.: die alte a : @y, ds und die neue (3 : 51, 52 .
Dann gibt es eindeutig bestimmte Skalare ¢;;, die die neue Basis in der alten

ausdriicken
b — tidy b — 1ol
! + o1y 2 + tods
* Die Transformationsmatriz , T ist
t11 1o
ol =
7 (t21 t22)

In den Spalten der Transformationsmatrix stehen die Koordinaten
der Vektoren der neuen Basis bzgl. der alten Basis

tin tiz) (21 _ (tunT + tiaTs
ta1 To2 /) \ X2 lo171 + L2222

Lemma 6.1 7% = ,T3v"

Wir definieren

Beweis. Sei ¥ = r1b; + r9by. Dann

U= ™ (tnﬁl +t2162)+T2(t1261 +t226_ig) = (T1t11+T2t12)61+(T1t21 +T2t22)62. |
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52: a; + 3ds

51 == 2_‘1 —|— 16_1:2

—

a

6.6 Punktkoordinaten-Transformation in der Ebene

Lemma 6.2 Gegeben seien zwei Koordinatensyteme O, und Og, 3 der
Ebene. Dann

—_—
P = T3P+ (04)" = 4T3 P’ + 7 wobei 7 = 0,04.

Beweis. Sei
P=2+0,=9y+0O;s.
Dann
o= S350 T = (0y)°
rT=y+v, P"=2%=y*+v Il

6.7 Koordinatentransformation im Raum

Die Regeln fiir Koordinatentransformation im Raum gelten ganz entspre-
chend. * Die Transformationsmatrix ist hier eine 3 x 3-Matrix mit

= aTgfﬁ

Dabei ist fiir eine Matrix 7" und Spalte @

tir ti2 i3 X
T= |ty to taz]|, xT= |1
t31 t32 133 T3

definiert
t11x1 + tiae + L1323

Tx = tgll’l + tQQZL'Q + tggl’g
t3101 + 13202 + 13373



7 Anordnung und Dichte der Skalare

7.1 Rationale Vielfache von Vektoren

Ganzzahlige Vielfache von Vektoren haben wir rekursiv so definiert
00=0, (n+1)7=n0+7, (—n)d=—(nii) (neN)

Entsprechend definieren wir ganzzahlige Vielfache von Skalaren
O0r=0, (n+Lr=nr+r, (—n)r=—(nr) (neN)

. . . . . é % é
und da die Addition r + s von Skalaren als Addition Or + Os = O r + s
definiert war, stimmen hier beide Definition iiberein. Wir nehmen nun in
diesem Abschnitt an, dass nv = 0 nur wenn n = 0 oder v = 0. Es folgt

wW=wiund ¥#0 =z=w

Némlich (z — w)? = (w — 2)7 = 0 und z — w € N oder w — z € N. Unter
dieser Annahmen haben wir in Kap.2.9 die Teilung von Vektoren eingefiihrt,
d.h. gezeigt, dass es zu n # 0 und v einen eindeutig bestimmten Vektor %27
gibt mit n(%ﬁ) = . Es folgt, dass es zu z € Z, n € Ny und Vektor ¥ einen
eindeutig bestimmten Vektor
“F mit n(iﬁ) = 20
n n
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gibt. Eine einfache Rechnung zeigt, dass fiir 7 #£ 0 gilt

Z,  w_ z w
—T=—0U & mz=nw & —=—
n m n o m
wobei die zweite Aquivalenz sich darauf bezieht, dass die beiden Briiche die-
selbe rationale Zahl darstellen d.h. m = kn und w = kz fiir ein k € Nyj. In
der Tat =7 = L(17) weil (nm)(1(L0) = m(n(2(L0)) = m(L£7) = 7 und
es folgt E—ZU: (kz) (50 = 2(k(£(20))) = 2(20) = 20. O
Somit haben wir eine wohldefinierte Multiplikation von rationalen Zahlen

mit Vektoren. Ist nun eine Zahlengerade g, O, E' mit Einheitsvektor ¢ = O—E>

gegeben, so konnen wir demnach der rationalen Zahl = den Skalar r mit ré' =
z

Z¢ zuordnen, also £ als Skalar auffassen. Da wir die Teilung von Vektoren
ebenso wie die Streckung nach dem Prinzip des Strahlensatzes erklért haben,

folgt
i

v=1rv fallsré= —¢&

S |w

n
d.h. die Multiplikation mit solchen rationalen Skalaren r stimmt mit der
eben beschriebenen Multiplikation mit rationalen Zahlen iiberein, wenn wir
rationale Zahlen mit den entsprechenden Skalaren identifizieren.

7.2 Ausblick

Um unserer Vorstellung der Zahlengeraden mit einer Anordnung oder Orien-
tierung gerecht zu werden, miissen wir einen weiteren undefinierten Grund-
begriff und die zugehorige Axiomatik einfithren. Und dies so, dass es mit der
fiir rationale Skalare aus Q iibertragenen Anordnung kompatibel ist. Dazu
kann man fiir jede Gerade eine 2-stellige Relation betrachten oder fiir belie-
bige Punkte die 3-stellige Relation @) liegt zwischen P und R. Mit beidem
kommt man zu demselben Ziel, die zweite Variante erscheint aber intutiver.

Dieses Ziel ist zunéchst, den Skalarenkorper als angeordneten Korper zu
verstehen, d.h. die aus der Analysis bekannten Grundregeln fiir den Umgang
mit der Relation “kleiner” bzw. “kleiner oder gleich” herleiten - den Begriff
des Betrages und die weiteren Regeln hat man dann so wie dort gehabt. Als
Anwendung, die in der linearen Optimierung relevant ist, betrachten wir im
néchsten Kapitel konvexe Mengen.

7.3 Zwischenrelation

Wir fithren einen neuen undefinierten Grundbegriff der Geometrie ein - eine
dreistellige Relation auf der Punktmenge. Stehen die Punkte P, @), R in dieser
Relation, so schreiben wir

e P|Q|R und sagen: @ liegt zwischen P und R
Wir fordern die Giiltigkeit der folgenden Axiome

Axiom 7.1 (Z0) Auf jeder Geraden gibt es mindestens 3 verschiedene Punk-
te
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(Z1) Liegt Q zwischen P und R, so sind P,Q, R kollinear und paarweise
verschieden

(Z2) Symmetrie: Liegt Q) zwischen P und R, so auch zwischen R und P

(Z3) Trichotomie: Vor drei verschiedenen kollinearen Punkten liegt genau
einer zwischen den beiden anderen

(Z4) Pasch: Sei A, B,C ein Dreieck. Dann tritt fir jede Gerade g, die AV
B in einen Punkt P zwischen A und B schneidet, genau einer der
folgenden Fille ein: C € g; es gibt Q) zwischen A und C' mit Q) € g; es
gibt Q) zwischen B und C' mit Q) € g.

7.4 Strecken
Sind P, ) Punkte, so definieren wir

e die Strecke [P,Q] ={R € P | R zwischen P und Q} U{P,Q}

e die offene Strecke |P,Q[= {R € P | R zwischen P und @}, auch das
Innere der Strecke [PQ)]

Aus der Symmetrie folgt sofort

[P, Q] = [@, P] und | P, Q[=]Q, P|
und wir haben
o () zwischen Pund R & Q€|P,R[ © Q€ [P,Rlund P#Q # R

Bei einem Dreick A, B, C heilen die Strecken [A, B, [A, C] und [B, C] auch
die Seiten des Dreicks. Das Axiom von Pasch liest sich dann so: geht eine
Gerade durch das Innere einer Dreicksseite, so geht sie durch die gegeniiber-
liegende Ecke oder durch das Innere (genau) einer der beiden anderen Seiten.

Lemma 7.2 Seien von den Punkten A, A', B, B' keine drei kollinear und sei
AV A" || BV B'. Liegt P zwischen A und B, so schneidet die Parallele g zu
AV A" die Gerade A’V B' in einem Punkt P’ zwischen A" und B’.

Beweis. Eine erste Anwendung des Axioms von Pasch auf das Dreieck ABB’
ergibt Q € gN]A, B[, eine zweite auf das Dreieck AB’A’ ergibt P’ € gn|A’, B'[.
O

7.5 Geordnete Mengen #

Eine Ordnung auf einer Menge M wird gegeben durch eine zweistellige Re-
lation < so, dass gilt

o reflexiv: x <x

o transitiv: r<yundy<z= r <z
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o antisymmetrisch: x <y<x =xr =y
e Trichotomie: Es gilt entweder x < y oder y < x

Man definiert dann
r<y Szrx<yundzxFy

und kann leicht zeigen
e irreflexiv: nie x < x
o transitiv: r<yundy<z= <z
e Trichotomie: Es gilt entweder x < y oder x = y oder y < x

Umkehrt bekommt man aus einer Relation < mit diesen 3 Eigenschaften
durch die Definition z <y < = < y oder x = y eine Anordnung.

7.6 Angeordnete Koérper

Ein Korper K ist angeordnet, wenn eine Ordnung der Menge K so gegeben
ist, dass gilt

e r<y=z+z2<y+z
e r<yund 0<z#0 =xz<yz
Es folgt dann leicht

e r =0oder 0 <z oder0< —z
e 0<zund <y =0<zx+y

e 0<zundO0<y =0<uzy

und man kann umgekehrt zeigen, dass fiir eine Menge K, = {xr € K |0 < =}
mit Bedingungen durch x <y < z =y oder y —x € K, eine Anordnung
von K definiert wird. Zudem gilt in jedem angeordneten Koérper

e 0«1

Wiére namlich 1 < 0,500 =1+ (—-1) < 04 (=1) = —1 und dann 0 <
(=1)(=1) =1, ein Widerspruch. [J Q ist ein angeordneter Kérper mit

z2 W
—<— mz<nw (z,w€Z, nméeNyy)
n_m

Dabei bezieht sich diese Aquivalenz auf die Anordnung von Z. Diese erhilt
man rekursiv so fiir n,m € N
0<n, m<n+lesm<noderm=n+1
—-m<-n<n<m, —-m<n

Fiir a in einem Koérper K und n € N definieren wir rekursiv

0a =0k, (n+1)a=na+a
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Lemma 7.3 In jedem angeordneten Korper gilt
(i) na =0 = n =0 oder a =0
(11) Zu a <b gibt es c mita <c<b

(111) Zu jedem a gibt es b mit a < b

Beweis. Zu (i). Sei 0x < a = la. Mit Induktion O < na = na + 0x <
na+a = (n+ 1)a. Ist a < Ok, so O < —a und na = —n(—a) < 0K.
Insbesondere gilt also 2(1x) # Ox und man kann die Gleichung 2z = d
durch z = (2(1g))~'d 16sen. Ist nun @ < b, so O < d =b —a und O < =,
also @ < ¢ < mit ¢ = a + x. Schliesslich gilt a < a + a falls 0 < a. OJ

Fiir —n € Z definiert man (—n)a = —(na) und kann dann wie in Kap.7.1
fiir jeden angeordenten Korper K eine Abbildung von ¢ : Q — K definieren
durch . .

o(—)=a< na=zlg, kurza=—lg
n n

Diese ist injektiv und iibertragt Addition, Multiplkation und Ordnung von
Q in die von K, ist also eine Einbettung und man kann Q mit seinem Bild
in K identifizieren.

In einem angeordneten Korper definiert man den Betrag |x| als |z| = x

falls 0 < x und |z| = —z sonst. Dann gilt

o z|<ye 0<yundz<yund —z <y

7.7 Anordnung der Zahlengeraden

Literatur: Karzel, Sorensen, Windelberg, Einfithrung in die Geometrie, Gottin-
gen 1973.

Satz 7.4 Wir fassen eine Gerade g mit den Punkten 0 # 1 als Zahlengerade
und damit als Skalarenkorper K auf und definieren eine Relation < durch

0€lp,q[ und 0€]l,p]
oder q€l0,p[ und 0€|l,p]

p<q<& p#qund oder p€l0,q[ und pe€|0,1] Jolls p # 0
oder p€l0,q[ und 1€|0,p]

0 ¢]1,q| fallsp=10

Dann ist < eine Anordnung des Kopers K so, dass 0 < 1, und so, dass fiir
alle p,q,r € K qilt

(a) q €lp,r[ & entwederp < q<r oderr <q<p

Die Anordnung und ist durch 0 < 1 und (a) sogar schon eindeutig bestimmdt.
Weiterhin gilt fir jede Zahlengerade ¢',0',1" nach (i) bzw. (ii) von Satz 4.4,
die entsprechend definierte Anordnung <' von ¢ = K’ und die Abbildung
¢: K — K' mit ¢(r) =1

r<s e r s

Kurz, ¢ ist ein Isomorphismus der angeordneten Korper K und K'.
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Korollar 7.5 (i) Dichte: Zu je zwei Punkten P # R gibt es einen Punkt
Q zwischen P und R.

(71) Unbeschrankthkeit: Zu je zwei Punkten P # @ gibt es einen Punkt R
so, dass () zwischen P und R.
(1ii) [P,Q]={rv+P|0<r <1} und|P,Q[={rv+ P |0<r <1} wobei

—

7= PO

Beweis folgt sofort aus dem Satz und Lemma 7.3. [J

7.8 Ein Lemma

Das Axiom von Pasch (Z4) wird oft so angewendet

In einem Dreieck A, B, C schneidet die Parallele zu BV C durch
einen Punkt von |A, B[ die Strecke |A, C[ im Inneren.

Lemma 7.6 Gegeben vier paarweise verschiedenen Punkte A, B,C,P auf
einer Geraden | so, dass P zwischen A und B liegt. Dann gilt

(i) P liegt zwischen A und C oder zwischen B und C.

(ii) Liegt P zwischen B und C, so liegt P nicht zwischen A und C.

Beweis. Wihle einen Punkt S nicht auf [ und g = BV.S. Sei h die Parallele
zu g durch P. Anwendung von Pasch auf das Dreieck APB und P = hN|A, B|
liefert Schnittpunkt @ = hNJA, S|.

Sei nun P ¢]A, C[ angenommen. Anwendung von Pasch auf das Drei-
eck ASC und @ = hNJA, S| liefert Schnittpunkt R = hN]S,C| oder Ry =
hNJA, C[. Im zweiten Falle wire P = h Nl = Ry also p €|A, C], ein Wi-
derspruch. Also haben wir den Punkt R = hN|S, C[. Anwendung von Pasch
auf das Dreieck SCB und R = hN|S, C| ergibt Schnittpunkt X = hN|B, C|.
Aber X =lNh = P also P €|B,C]. Damit ist (i) bewiesen.

Zu (ii). Anwendung von Pasch auf das Dreieck CBS und P = hN|B, (]
ergibt Schnittpunkt 7" = hN]C, S| Im Dreieck C'SA schneidet also h sowohl
JA, S| (in @) wie auch |C, S| (in T") im Inneren. Nach der Eindeutigkeitsausage
in Pasch kann dann A nicht auch |A, C im Inneren schneiden. Da P € h gilt
also P ¢]A,C[. O

7.9 DBeweis des Satzes *

Um die vielen erforderlichen Fallunterscheidungen handhaben zu koénnen,
setzen wir fiir a # b, ¢ auf g

(alb, ¢) = —1 € R falls a zwischen b und ¢
R 1 €R sonst

Die Definition von < liest sich dann so

(+) p<q@p7&q“nd{(0|1,q):1 falls p = 0

Aus den Axiomen (Z1-4) folgen
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(1) (alb,b) =1 = (ala,b)
(2) (alb,c) = (ale, b) fiir paarweise verschiedene a, b, ¢

(3) Fiir paarweise verschiedene a,b,c ist genau einer der Werte (alb, ¢),
(bla, ¢) und (c|a,b) gleich —1. Insbesondere (a|b, ¢) = —(b|a, ¢)(c|a, b).

(4) (alb, c)(alc,d) = (alb,d) falls a & {b, ¢, d}

(1), (2), (3) folgen jeweils aus (Z1), (Z2) und (Z3). (4) folgt aus (1) falls
I{b,c,d}| < 2. Andernfalls benutzen wir Lemma 7.6. Dazu bertachten wir
alle Wertepaare (1, +1) von (alb, ¢) und (alc, d). Fiir (=1, —1) folgt mit (i7)
und a = P, b= A, ¢c= B, d = C dass (alb,d) = 1. Fir (—1,1) folgt mit (7)
und a = P, b= A, c= B und d = C dass (a|b,d) = —1. Der Fall (—1,1)
folgt hieraus durch Vertauschen von b und d. Im Fall (1,1) sei schlieflich
(alb,d) = —1 angenommen. Mit a = P, b = B, ¢ = C und d = A bedeutet
das P €]A, BJ, also nach (i) P €]A,C[ oder P €]|B,C|[, d.h (a|c,d) = —1
oder (alb,c) = —1, ein Widerspruch. Also (a|b,d) = 1.

Wir zeigen nun
(b) entweder p < g oder ¢ < p falls p # ¢

Sind 0, p, ¢ paarweise verschieden, so nach (3) und (4)

(pl0,9)(0[1, p) = —(0|p, ¢)(q|0, p)(0[1, p) = —(q]0, p)(0lp, ¢) (0|1, p) = —(q|0, p)(0[1, q)

Fiir p = 0 und ¢ # 0,1 hat man nach (4) (0|1,¢) = (0/0,¢)(0]1,0). Also in
beiden Fillen nach der Definition entweder p < g oder ¢ < p.

Beweis von (a). Wir betrachten paarweise verschiedene p,q,r. Sei ¢ = 0.
Dann nach (4)

(qlp,r) = (4l0,p)(0[1, ¢)(q|0,7)(0]1,q)
also
(qlp,r) = =1 < (ql0,p)(0[1, ) = —(q|0,r)(0[1,q)
also p < ¢ < r falls dies = —1 ist, andernfalls r < ¢ < p. Fiir ¢ = 0 gilt nach
(4)
(Olp,r) = (01, p)(OI1, 7)

Also ist (a) bewiesen.

Es bleibt die Transitivitidt zu zeigen. Es sei p < ¢ < r, also nach (a) und mit
(3)
(¢lp,r)=—1, und (plg,r) =1

Fiir p # 0 folgt aus p < ¢ und mit (4)
—1 = (p[0,)(0[1, p) = (plg, r)(p|0, ¢) (0|1, p) = (p|0,7)(01, p)
Fiir p = 0 < ¢ folgt mit 1 = (0|q,r) und (4)

1= (0]1,9) = (0[1,¢)(0lg, ) = (O[1,7)
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Also in beiden Féllen p < r.
Zur Eindeutigkeit: Ist nun <’ eine weitere Anordnung mit (a), so gilt
-1 «0<1<2

=-1 ©0< <1
=—-1 <01

(c) 0<l<z < (1/0,2)
(d) 0<z<l < (x/0,1)
() x<0<1 < (0lz,1)

)

Fiir 1 < z folgt aus (c) (x]0,y) = (x]0,y)(x]0,1) = (z|1,y) mit (4) also

r<ye (zll,y)y=-1er<y
Fir 0 < x < 1 folgt aus (d) entsprechend z < y < (z]y,0) = -1 & x <y
und firy < Oaus (e) r <y <0< (ylz,0) = -1z <y < 0.

Korollar 7.7 Sei M eine Menge mit mindestens 3 Elementen und einer
Abbildung M3 — {1, —1} die (1)-(4) erfiillt. Dann ist die durch (*) definierte
Relation < eine Ordnung auf M und es gilt (a|b,c) = —1 genau dann, wenn
b<a<coderc<a<b.

Wegen (Z1) liefert unsere Definiton nun
p<0&0¢€ll,p|
0<p & p£0 & pel0,1] oder 1€ |0,p]

Zur Isomorphie der Zahlengeraden: Es gilt ¢(0) = 0’ und ¢(1) = 1. Ferner
sind die Ordungen auf ¢ und ¢’ nach derselben Formel mithilfe der Zwischen-
relation definiert. Nach Lemma 7.2 gilt aber

t€lr,s[e e,
Damit folgt die Isomorphie trivialerweise. Es folgt aber auch
(f) g€lr,s] & q+teft+r,s+t], q€lr,s] & q+tet+rs+i]
(g) q €]r,s[= qt €]rt,st[ fallst#0

Zu (f): Man gehe von ¢,0,1 durch Parallelverschiebung von 0 nach 0" zu ¢’
iiber und von da durch Parallelverschiebung von 0’ nach 0” = ¢ zuriick zu
9" = g. Aus q €]r, s| folgt dann ¢’ €]r’, §'[ und wieder ¢’ = g+t €]r”, "=
Ir+t,s+ s[. Zu (g): Betrachte ¢, 0/, 1" und ¢”,0”,1” mit 0 = 0/ = 0" und
t =1". Asu gin]r, s folgt dann, ¢’ €|r’, s'[ und ¢" = qt €)r”, s"[=]rq, sq|.

In der obigen Notation folgt (die umgekehrte Inklusion erhdlt man durch
Addtion von —q bzw. Multiplikation mit ¢=!)

(5) (alb,c) = (a+dlb+d,c+d)
(6) (alb,c) = (ad|bd, cd) falls d # 0

Der Beweis des Satzes ist nun komplett mit dem folgenden Lemma. [



7.9 Beweis des Satzes * 53

Lemma 7.8 Sei K ein Kiorper mit mindestens 3 Elementen und einer Ab-
bildung K* — {1,—1} die (1)-(6) erfiillt. Dann ist die durch (*) definierte
Relation < eine Anordnung des Kopers K.

Beweis.
(a) Esgilt 1+1#0in K.

Nach Voraussetzung haben wir ein a # 0,1. Aus 1+ 1 = 0 folgte x + = = fiir
alle x € K, also hier durch Addition von a+ 1 bzw. 1 ein Widerspruch zu (3)

(a]0,1)(0]1,a) 2 (1]a + 1,a)(1]0,a+ 1) 2 (1]a,0)

(b) (0]b,c) = —(0,—b,¢c) fiir b, c # 0.

Nach (3) ist genau einer der Werte (0|1, —1), (1| — 1,0) und (—1/0, 1) glech
—1, nach (6) gilt (1] —1,0) = (—1]1,0) also

—1 = (0[1,-1) 2 (0[p, =) © (0[5, €)(0] — b,)
(¢) (0]b,b+c)=(b+c|c,0) fiir b#0, c # —b
©) ©)
(0]b,b+¢) = (0| —b,—b —¢) = (b+ c|c,0)
Beachte im Folgenden, dass nach Definition
0<a < (0a,1)=1

(d) 0<b0<c =0<bc

1= (0/1,5) 2 (0, ¢,be) 2 (0]1,¢)(0]1, ¢) = (01, be)
() c£0<b = c<b+c
1=(0/1,0) 2 (el + ¢,b+¢) L (c]0,b + ¢)(c]1 + ¢, 0)
D (10,6 + )01, —¢) £ —(c|0,b+ ) (0[1, ¢)

f) 0£a<b = 0<b-—a

—1 = (a]0,b)((0]1,0) € (0]—a, b—a)(0]1, @) £ —(0la, b—a)(0[1,a) £ (0]1,b—a)
(g) 0£a<bundc# —a = a+c<b+c

—1 = (alo,b)(0]1,a) ® 4 cle,b+¢)((0[1,a) = (a + cle, b+ ¢) (0|1, a)(£1)?

© (a+cle,b+¢)(0|1,a)(0]a,a+ ¢)((a+ c|e,0) @ (a+¢c|l0,b+¢)(0]1,a+ c)
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7.10 Diskussion

Die Aussage
q €lr, sl g €l s

folgt direkt aus dem Axiom von Pasch. Aus der geometrischen Definition der
Operationen mittels Hilfsgeraden folgt dann

(f) q€lrsle grtelt+rs+t

(9) q €]r,s[= qt €]rt,st] fallst #0

Andererseits folgt schon in der Ebenen Lemma 7.6 allein aus den Axiomen
(E1-3) und (Z1-4), und dann auch (Z1-3) und diesem Lemma die Existenz der
Ordnung auf den Geraden. Definition und Beweis besteht im Wesentlichen
aus Fallunterscheidungen, die geschickt in die Funktion (a|b, ¢) kodiert sind.

Ist (z.B. durch Desargues und Pappus) garantiert, dass die Skalare auf
einer bestimmten Geraden einen Korper bilden, so folgt nun mit (Z1-3),
Lemma 7.6 und (f),(g) dass der Koérper angeordnet ist, wieder durch Rechnen
mit (alb, c).

Es bleibt offen, ob ein starker geometrisches Vorgehen bzw. Ausnutzen der
Vektorraumstruktur zu einem einfacheren Beweis fithren konnen. Ein erstes
Problem ist hier: warum gilt P € [-¢+ P, P + 7]7

8 Konvexe Mengen

Literatur, insbesondere auch zu konvexen Mengen und “elementarem” Beweis
von Caratheodory siehe: H.Lenz, Konvexitdt in Anordnungsrdumen, Abh.
Math. Sem. Univ. Hamburg, 62 (1992), 255-285

8.1 Definition und Beispiele

Wir betrachten Ebene oder Raum unter Annahme aller bisher erwidhnten
Axiome. Eine Menge M von Punkten, d.h. M C P ist konvez, wenn | P, Q[C
M (d.h. [P,Q] C M) fiir alle P, € M. Geraden und Ebenen sind konvex.
Ist g eine Gerade und < eine Anordnung, die sich ergibt, wenn man g als
Zahlengerade betrachtet, so sind zu jedem p € ¢ die folgenden offenen bzw.
abgeschlossenen Halbstrahlen konvex

{reglp<ri, {reglp<r}, {reglr<p}, {regl|r<p}

Ist g eine Gerade in der Ebene ¢ so setze P ~ @ <|P,Q[Ng = (. Nach
Pasch ist das eine Aquivalenzrelation. Sind Oy, O, € £ mit g # O; V O, und
g N [01,05] # 0 so hat man genau 3 Klassen: g und die beiden Halbebenen
{P| P~ O} und {Q | @ ~ O3}. In der Tat gilt nach Pasch fiir jeden
Punkt P ¢ g entweder P ~ O oder P ~ Oy und aus P ~ Oy, () ~ O, folgt
|P,Q[Ng # 0 (zunéchst |P,Q2[Ng = 0). Wir sagen auch, dass g die Punkte
P und Q trennt.



8.2 Konvexe Hiille 55

Entsprechend hat man zu einer Ebene ¢ im Raum und € N [@Q1, 0] = 0
die offenen Halbrdume

{Pgn[P,0] =0}, {P[gn[P,0] =0}

8.2 Konvexe Hiille

Lemma 8.1 Fiir Mengen M C C wvon Punkten sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent

(1) C ist kleinste M enthaltende konvexe Menge, d.h. C ist konvexr und
C C ' fir jede konvere Menge C" O M

(i) Man erhdlt C' aus M durch den folgenden AbschlieBungs- oder Erzeu-
guUNESProzess

Start Starte mit der Gesamtheit aller Punkten von M

Schleife Nimm zu allen Punkten P, (), die schon erzeugt sind, alle Punkte
von | P, Q[ hinzu

Weg Durchlaufe die Schleife unendlich oft.

Ziel Die dann erzeugte Punktmenge ist C'

Die Menge C' aus (i) bzw, (i) ist durch M eindeutig bestimmt (und existiert)
und heifit die konvexe Hiille K H (M) von M.

Etwas formaler beschreibt man den Erzeugungprozess rekursiv so
° MO = M

o M, 1= UP,QeMn[P’ Q] ={R|esgibt P,Q € M, mit R € [P,Q]}
o KH(M)=U,cxn M, ={P |esgibt n € Nmit P € M,}

Beweis. Setze C' = K H(M). Dann ist C' konvex: sind P,Q) € C, so P € M,
und @ € M, fir passende k,m € N, also P,Q € M, mit n = max{k,m}.
Nach Defintion [P, Q] C M, , fiir alle R € [P,Q)] folgt R € M,,; und
somit R € KH(M). Ist andererseits C' O M konvex, so folgt M, C C’
durch Induktion iiber n: My = M C C’ ist vorausgesetzt. Hat man nun die
Induktionsvoraussetzung M, C C’, so gilt fiir alle P,Q € M, auch P,Q €
', also [P, Q] C C" wegen der Konvexitdt von C’. Ist nun R € M, so
R € [P, Q)] fiir passende P,Q € M, ,also R € C'. Somit M, ,; C C’. Damit
ist (i) = (i) gezeigt.

Gelte umgekehrt (i) fiir C. Dann C C C' = KH(M), weil KH(M) O M
konvex, wie gerade gezeigt. Andererseits haben wir gerade auch KH (M) C C
gezeigt, also C' = KH(M). O Die abstrakte Sicht der Dinge beruht auf
Folgendem.

o Sind die Mengen M;, (i € I) konvez, so auch ihr Durchschnitt (., M;
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In der Tat, sind P, Q € (;c; M;, so P,Q € M; fir alle i € I, also [P, Q] C M;,
da M; konvex ist. Somit [P, Q] € (),c; M;. O Dann hat man die Existenz von
C aus (7) als Durchschnitt aller konvexen Obermengen von M:

c= (1
¢’oM konvex

8.3 Konvexe Hiillen endlicher Mengen

Lemma 8.2 Die konvexe Hiille der Punktmenge M = {Py,..., Py} ist
KHM)=Arty+ ... 47100+ P |0<r;undro+ ...+ 1, <1}
—_— —
wobet v; = Py P;. Wihit man einen Punkt O und p; = OP;, so gilt
KHM)={rmpi1+...+rUn+0[0<r; undry + ...+ 1, =1}
Es gilt KH(M) C M,,_1, falls M héchstens m Punkte enthdlt.

Sind in 3 Punkte nicht kollinear, so ist die konvexe Hiille das von ihnen
aufgespannte Dreieck. Sind 4 Punkte nicht komplanar, so ist die konvexe
Hiille das von ihnen aufgespannte Tetraeder. Beweis. Dass die erste und die
zweite Menge iibereinstimmen sieht man so: p; = 0+ p, P = p1+0, 01 =0
und somit

rpL+repet .o+ T+ O =1+ . )0 0+ U+ O

= TQUQ_'_ ...TnUm—FPl
falls 7 +ro+. . .41, = 1. Die Konvexitét sieht man nun so: Ist P = ), r;p;+O

und Q =), sp+0mit Y .1y =5 = l,sogiltfiirﬁ:P_CjundO <r<l1
dass

7”’(7—|—PI7”Z p2+Zr1pz+O erz (1 —=r)r)p; + O

i

und

Z(Tsi—i-(l—r)ﬁ):TZSi+(1—T)ZTi:r+(1—r)1:1

Durch Induktion zeigen wir schlieflich

KH({P,...,P,})={P | P€[P,,Q| firein Qe KH({P,...,Pn_1}) C M;,_1
Der Fall m =1 ist trivial. Im Induktiosnschritt setze O = P,,.1, Dann
KH({Py,...,P,,0})={riti+... 4710, +0[0<r;, m+...+1r, <1}

nach der ersten Beschreibung. Sind alle r; = 0 so sind wir wieder im Fall
m = 1. Andernfalls sei s = (r; +...+17,,)"", also s > 1. Dann ist

Q=srty+...+sr,0, +0 € KH{P,...,P,})
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nach der zweiten Beschreibung also
Qe KH{P,...,Pn}) C M, o

Induktionsannahme. Aber
1—
P=-0Q+0Q, )<s<l1
S

und somit P € [0, Q] C M,,—,. O

8.4 Satz von Caratheodory

Satz 8.3 Liegen alle Punkte von M in einem d-dimensionalen affinen Teil-
raum,
KH(M):Md: U KH({Plv"’apd—l-l})

Py,..Pg €M

d.h. man braucht nur d Iterationen im Erzeugungsprozess.

Der Beweis beruht auf den folgenden Aussagen
(1) Zu jedem n und P € M, gibt es ein endliches X C M mit P € X,,.

(2) Ist P=rpy+ ...+ Py + O mit 0 < r; und ry + ...+ 7y, = 1, ist
U; = p; — pp und sind die ¥, ..., ¥, linear abhingig, so kann man aus
{p1 + O,...,pm + O} eine hochstens m — 1-elementige Teilmenge X
auswahlen mit P € KH(X).

Sei ndmlich P € KH(M). Dann nach Definition P € M, fiir ein n, also
nach (1) P € KH({Fy,...,P,}) fiir passendes m und P; € M. Insbsondere
haben wir eine Darstellung P = mpy + ... + rpm + O wie in (2). Wihle m
minimal, insbesondere alle r; > 0. Ist m < d+1, so sind wir fertig und haben
insbesondere P € My nach Lemma 8.2. Sei alsom > d+1,dhm—2 > d. Da
mehr als d Vektoren linear abhingig sein miissen, kénnen wir (2) anwenden
und erhalten P in der konvexen Hiille von weniger als m Punkten aus M.
Widerspruch. Es folgt K H(M) C M,, also gilt Gleichheit.

Beweis von (1) durch Induktion tiber n. Trivial fiir n = 0. Ist P € M,,44, so
gibt es nach Definition Py, P, € M,, mit P € [Py, P,]. Nach Induktionsvoraus-
setzung gibt es endliche X; C M mit P, € KH(X;). Dann P € KH(X,UX>).

Beweis von (2)*. Nach Voraussetzung gibt es s; nicht alle < 0 mit
82172+...+Sm17m:6

Setze
S1 :—($2+...+Sm)

Dann
T1—|—...+7’m:1, Sl—|—...+8m:0

$51P1D2 + « . . + SpPm = 0
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Da nicht alle s; < 0 sind, gibt es ein s; > 0 und nach Umnummerierung
haben wir s, > 0 und :_Z minimal unter den  mit s; > 0. Setze

ti =T, — —S5;
m

Es folgt

t1ﬁ1+...+tmﬁm+0=2n@-—Z—:Zsi@+0:2ri@—6+ozp

t>0 firi=1,...,m, tl—l—...+tm_1:Zm—Z—:Zsi:Zm—O:l

aber auch t,, =0, dh. P€ KH({P,...,Pn_1}).

8.5 Caratheordory geometrisch

Wir wollen den Satz von Caratheodory in der Ebene geometrisch beweisen.
Dazu

(1) Ist P € KH(M) so P € KH(M') fiir eine passende endliche Teilmenge
von M

(3) KHMU{A}) = Z(M U{A}) falls M konvex
(4) KH({A,B,C}) = Z({[B,CTU{A})

(5) Sind D € KH({A,B,C})und S ¢ KH({A, B,C}) so gibt es fiir jedes
Pe[D,S|]\KH({A,B,C}) ein Q € Z{A,B,C}) mit P € [Q, 5]

(6) Zu P # @ gibt es R €| P, Q).

Beweis. (1) ist der triviale Teil des Beweises, (3) ist Aufgabe 5.1 der 6.Ubung,
(4) folgt daraus sofort.

Zu (5). Ist D € Z({A, B,C?}) so sind wir fertig. Anderfalls haben wir nach
(4) z.B. D €]C, F[ mit F' €]A, B[. Dann gibt es nach Pasch fiir BC'F ein
Q € g =DeS mit Q € Z({A, B,C}). Bzgl. der durch D < S gegebenen
Anordnung kann nicht P < @ gelten, da sonst P € KH({A, B,C}). Also
PelQ,s].

Zu (6). Nach (Z0) und (Z3) gibt es Punkte B €|A, C[. Sei g eine Gerade, die
BeC' in A schneidet - nach (E1-3) gibt es das. Dann gibt es nach Pasch fiir
jedes @ # A auf g ein R €] A, Q] - den Schnittpunkt der Parallelen durch B zu
QeC'. Sei h parallel zu einem solchen g und P # @ auf h. Sei @' der Schnitt
mit g der Parallelen durch @ zu PeA. Auf g haben wir R' €]A, Q'[, also
R €]P, Q)] als Schnitt mit h der Parallelen durch R’ zu PeA. Mit demselben
Argument kénnen wir nun die Behauptung fiir alle Geraden und alle ihre
Punkte nachweisen. [J

Lemma 8.4 (i) Zu n > 2 Punkten Q,...,Q, auf einer Geraden gibt
es stets einen von allen QQ; verschiedenen Punkt R so, dass eine der
Halbgeraden zu R genau einen der Punkte (Q; enthdlt.
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(1) Zun > 2 Punkten Py, ..., P, in der Ebene gibt es stets eine Gerade, die
keinen der Punkte P; enthdlt und so, dass eine der Halbebenen genau
einen der Punkte P; enthdalt.

Beweis. Zu (i). O.B.d.A. hat man eine Anordnung ¢; < ... < @, und nach
(7) kann man R €]Q1, Q2] wihlen.

Zu(ii). Da jede Gerade wegen (6) unendlich viele Punkte hat, gibt es nach
Satz 2.8 eine Gerade g, die keinen der Punkte Py, ..., P, trifft. Wenns die
nicht schon tut, wéhle man h |[f g und |} P,eP; alle (i # j). P,e H=h; || h
und Q; = g N h;. Wihle R € g nach (1) zu den @; und R € k || hy. Ist nun
R;; = kN PeP;, so gilt nach Lemma 7.2 R;; €|P;, Pj[& R €]Q;, Q;[. Also
liegt P in der einen, die P, ..., P, in der anderen Halbebene bzgl. g. [J

Satz 8.5 In der Ebene gilt: Ist P € KH(M) so gibt es A,B,C € M mit
Pe KH({A, B,C})

Beweis. Sei P € KH(M). Nach (1) 0.B.d.A. M endlich. Daher kénnen wir
mit Induktion iiber die Elementanzahl m von M vorgehen. Der Fall m < 3
ist trivial. Sei also als Induktionsannahme vorausgesetzt

o fiir alle N mit |[N| =m — 1 und alle P € KH(N) gibt es A, B,C € N
mit P € KH({A, B,C})

Sei nun |[M| = m und P € KH(M) gegeben. Nach dem Lemma gibt es
eine Gerade ¢ die keinen Punkt aus M U {P} enthilt, aber eine der beiden
Halbebenen H; und H, enthélt genau einen, z.B. H;. Das kann nicht der
Punkt P sein weil sonst M C KH(M) C Hy also P ¢ KH(M). Also {S} =
M N Hy und My = M N Hy hat m — 1 Elemente. Nach (3) gibt es

D € KH(M,) mit P € [S, D]
Nach Induktionsannahme gibt es
A, B,C € Mymit De KH({A, B,C})

Nach (5) gibt es Q € Z({A, B,C}) mit P € [Q, 5], also z.B. @ € [A, B] und
somit P € KH({S, A, B}) mit {S,A,B} C M. O

9 Archimedizidt und Vollstandigkeit

Die Erweiterung der Axiomatik fiir die Anordnung erfolgt in 2 Schritten. Er-
stens das Axiom von Eudoxos. Dessen metrische Form besagt, dass man mit
jedem Messstab jede noch so grofie Linge ausmessen kann, wenn man ihn nur
oft genug anlegt. Archimedes hat das bei Flichenberechnungen benutzt. Es
hat bewiesen, dass beim Kreis sich Umfang zu Durchmesser stets wie Inhalt
zu Quadrat des Radius verhélt und diese Konstante 7 mit grofler Genauig-
keit approximiert. Das Axiom von Eudoxos garaniert, dass es hochstens eine
Konstante gibt, die dieser Approximation geniigt.
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Andererseits gehort 7 wie /2 zu den geometrischen Grossen, die nicht
rational sind. Um deren Existenz auch axiomatisch einzufange, muss ein wei-
ters “Vollstandigkeitsaxiom” hinzukommen, das garantiert, dass die Appro-

ximation auch einen tatsidchlichen Wert hat, also in unserem Kontext einen
Skalar.

9.1 Intervallschachtelung

Eine Intervallschachtelung auf der Zahlengeraden ¢, 0,1 wird gegeben durch
zwei Folgen (a, | n € N) und (b, | n € N) von Skalaren so, dass gilt

e a, <a,<b, <b, fir allen <m

° Zujedemk>OinNgibteseinnENmitbn—ang%

d.h. die a, liefern eine aufsteigende untere Begrenzung, die b, eine absteigen-
de obere Begrenzung und die Grenzen kommen sich immer néher. Die Inter-
vallschachtelung ist rational. wenn alle a,,, b,, rational sind. Wir sagen, ¢ wird
durch die Intervallschachtelung approzimiert und wir schreiben [a,, b,], — ¢
, wenn a, < c <b, fiir alle n. Ein Skalar A ist _b)eschrdnkt, wenn es ein n € N
gibt mit |r| < n - geometrisch: R €] —n01, n01].

Lemma 9.1 Gelten die Aziome (Z1 —4), so kann jeder beschrinkte Skalar
durch eine rationale Intervallschachtelung approximiert werden.

Das Vorgehen um zu beschrénktem r eine approxierende rationale Intervall-
schachtelung zu finden, ist die fortlaufende Halbierung:

e Bestimme zp € Z mit 2z <r < zy+ 1
e Setze ag = zp und by = 29+ 1

o induktiva, =20+212'+...+2,2""<r<b,=a,und 0<b,—a, <
2—77/

e Rekursionschritt

— entweder a,41 = (a, +b,)/2 <r <b,.1 =0b, und z,,1 =0

—oder ayy1 =a, <1 <byr1 = (a,+b,)/2und 2,41 =1

9.2 Intervall-Vollstandigkeit

Axiom 9.2 (Z5). Zu jeder rationalen Intervallschachtelung auf einer Zah-
lengeraden gibt es einen Skalar, der durch diese approrimiert wird.

Gilt (Z5), so gibt es z.B. zu jedem a > 0 ein z so, dass |22 — a| < 7 fiir alle
k € Ng. Aber moglicherweise viele: Z.B. 2% = 1 fiir alle z;, die > ;9-107" <
x < 1 fiir alle n. Ein solches z kann man als 0,9 ansehen; ob es nur z = 1
gibt, bleibt hier offen.
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9.3 Archimedische Anordnung

Axiom 9.3 (Z6) Eudoxos: Zu paarweise veschiedenen Punkten O, P, Q) auf
einerﬁemden g gibt esn € N so, das Q) zwischen O und nv + O liegt mit
v=OP.

Anders ausgedriickt, auf jeder Zahlengeraden ¢,0,1 und fiir Skalare s und
0 < r gibt es n € N so, dass s < nr, d.h. der Skalarenkorper is archimedisch
angeordnet, wenn man das Axiom von Eudoxos voraussetzt.

Durch das Axiom von Eudoxos wird die Existenz unendlich kleiner und
unendlich grosser Skalare ausgeschlossen. Diese infinitesimalen Zahlen haben
fiir die Entwicklung der Differential- und Integralrechnung eine grosse Rolle
gespielt und sind in der Notation z.B. als dx noch présent - insbesondere
in den Anwendungen in Naturwissenschaft und Technik. Seit ca. 150 Jahren
hat sich jedoch die archimedische Sichtweise durchgesetzt, weil man in ihr
eher zu einer prazisen Darstellung kommt. Dennoch ist der Gebrauch infini-
tesimaler Grossen legitim, wenn er sich auf eine verldssliche Intuition oder
ein entsprechend entwickeltes logisches Instrumentarium stiitzt.

9.4 Archimedisch angeordnete Korper #

Die folgenden Postulate an einen angeordnetem Korper K sind alle dquivalent
(wir fassen Q als Teil von K auf):
(3) IsthKundgiltOSxS%fiirallenzlinN, so ist z = 0.

(3") Ist 2 > 0 in K, so gibt es ein n > 1 in N mit * <z

(4) Zu jedem = € K gibt es ein eindeutig bestimmtes z € Z mit
z<zx<z+1

(5) Sind a,b € K und a > 0, so gibt es ein m € N mit b < ma
(6) Zuallen a < bin K gibt es ¢ € Q mit a < ¢ < b
(7) Jede Intervallschachtelung approximiert hochstens ein Element von K

Ein angeordneter Korper, in dem (3)-(7) gelten, heisst archimedisch.

Die Bedeutung von (3,3’) bzw. (4,5) ist, dass es in K keine unendlich
kleinen bzw. grossen Zahlen gibt. (5) kann man auch so formulieren: Mit
einem Mafstab, sei er auch noch so klein, kann man durch hinreichend oft
wiederholtes Anlegen jede Linge iibertreffen. (6) liest man auch so: Q liegt
dicht in K. Aus (3) folgt sofort (7). Umgekehrt folgt (3) aus (7) (mit a, =
0, by = 1).

(3) ist dquivalent zu (3), da # £ 1 < 1 < z. Der Rest ist ndmlich
reine Logik: “Wenn Student z alle Ubungen bearbeitet hat, so besteht er die
Klausur” bedeutet dasselbe wie “Wenn Student z die Klausur nicht besteht,
so hat er mindestens eine Ubung nicht bearbeitet”.

Aus (3) folgt (4), daraus (5) und aus diesem wieder (3) d.h. sie sind
alle dquivalent: Hat man 2 > 0, so auch 1 > 0 und es gibt nach (3’) ein n
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mit % < %, also x < n. Wéhle das kleinste solche n und setze z = n — 1.
Ist x < 0, so bestimmen wir m € N mit m — 1 < —z < m und wéahlen
z = —m. Die Eindeutigkeit von z folgt mit elementarer Arithmetik. Hat man
a,b > 0, so bestimme nach (4) ein z mit z <z =2 < 2+1. Dann 0 <
also m = z+4+1 € Nund b < ma. Ist 0 < x, so gibt es nach (5) ein m mit
%gm-l, aulsom%rl < .

Zu (6): Seinun 0 < a < b. Nach (3’) gibt es n mit + < 3(b—a) und nach (5)
ein m mit a < m%. Wahlt man das kleinste solche m, so gilt a < mT“ < b. Ist
b < 0, so wihle man r € Q mit —b < r < —a und setze ¢ = —r. Umgekehrt
hat man nach (6) zu z > 0 ein ¢ € Q mit 0 < ¢ < z, also ¢ = = und
0< % <g<ux.

Dass es hochstens ein approximiertes Element in K geben kann, folgt
mit (3): gilt a, < z,y < b, fiir alle n, so gibt es zu jedem k ein n mit
|z —y| <b,—a, <4, als0 [z —y|=0und z =y. O

9.5 Reelle Skalare

Korollar 9.4 Gelten die Aziome (Z1 — 6), so approzimiert jede Intervall-
schachtelung genau einen Skalar.

Auf diese Weise hat schon Archimedes den Umfang bzw. Inhalt eines Kreises
mit Hilfe einbeschriebener von unten, umbeschriebener regelméssiger n-Ecke
von oben approximiert.

Satz 9.5 Sind K und K’ archimedisch und intervall-vollstindig angeordnete
Korper, so sind K und K' ismorph.

Insofern nennen wir den Skalarenkorper der Anschauungsgeometrie den Koérper
der reellen Skalare.

Beweisskizze. Seien K und K’ archimedisch und intervall-vollstéindig ange-
ordnet. Dann gibt es eine umkehrbar eindeutige Zuordnung r +— r’ zwischen
K und K’ so, dass

(r+s)=r"+s, (rs) =r's, r<sder<s

Wir diirfen annehmen, dass Q in K und K’ enthalten ist und definieren

r +— r’ genau dann, wenn es eine rationale Intervallschachtelung
gibt, die r in K und 7’ in K’ approximiert.

Wir zeigen nur, dass diese Zuordnung wohldefiniert ist. Seien a,,, b, und ¢, d,
rationale Intervallschachtelngen, die beide r in K approximieren, und in K’
die erste 17, die zweite r”. Dann ist max{a,, ¢, }, min{b,, d,,} eine gemeinsame
rationale Verfeinerung, die r in K approximiert und ein s € K’. Also appro-
ximieren sowohl a,,, b, als auch ¢,, d,, dieses s in K’. Wegen der Eindeutigkeit
(ii) gilt 7 = s und " = s, also ' =7r". O
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9.6 Konstruktion von R aus Q 7

Satz 9.6 Aus Q kann man mit den Mitteln der Mengenlehre einen archime-
disch und intervall-vollstindig angeordneten Korper konstruieren.

Beweisskizze. Gegeben eine Intervallschachtelung a,, b,,. Gilt
a, <a, <b, <b, firallen

so ist al, b auch eine Intervallschachtelung und eine Verfeinerung von a,, b,

Wir sahen, dass aus dem Archimedischen Axiom schon die Approximati-
on durch rationale Intervallschachtelungen folgt. Dies erlaubt uns, eine jede
Intervallschachtelung a,, b,, bei der nicht schon eines der a,, oder b, selbst
approximiert wird (weil ay = a,, fir alle k > n bzw. by, = b, fir alle k£ > n) |
durch eine rationale Intervallschachtelung a! , b/, zu verfeinern, fiir die zusétz-
lich gilt

fiir alle n gibt es k mit a/, < aj, < by <V,

Sind némlich af,...,al, und bf, ..., b schon definiert, so gibt es nach Vor-
aussetzung m > k > n mit

a, < ap < apm < by < b <0

“Wihle” nach (6) (und dem Prinzip ist der bedingten Auswahl) rationale
a,., und 0/, mit

Qp+1 S ag S a;H—l S A, S bm S b/n+1 S bk S bn+1

Ein intervall- vollstdndig angeordneter Korper lédsst sich nun aus der Menge
der Intervallschachtelungen von @Q durch Abstraktion konstruieren, wobei
zwei Intervallschachtelungen identifiziert werden, wenn sie eine gemeinsame
rationale Verfeinerung haben. [J

9.7 Ordnungs-Vollstandigkeit *

Ist Teilmenge X einer geordneten Menge M und b € M, so ist b eine obere
Schranke von X, falls x < b fiir alle x € X und kleinste obere Schranke oder
Supremum von X, man schreibt b = sup X, falls b obere Schranke von X ist
und b < ¢ fiir jede obere Schranke ¢ von X. Ersetzt man in der Definition
des Supremum iiberall < durch >, so erhélt man die Definiton von Infimum.

Lemma 9.7 Fiir einen angeordneten Korper K sind die folgenden Aussagen
dquivalent

(i) Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge von K besitzt ein Su-
premum

(i1) Jede nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge von K besitzt ein
Infimum
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o Sind X und Y nichtleere Teilmenen von K so, dass x < y fiir alle
reXyeYsogibteseinze Kmite <z<yfiralexe X,yeY.

Ein solcher Koérper heifit ordnungs-vollstindig angeordnet. (iii) wurde von
Dedekind (Was sind und was sollen die Zahlen, Braunschweig, 1887) zur
Konstruktion von R durch Schnitte in Q benutzt: Paare (X,Y") nichtleerer
Mengen rationaler Zahlen mit z < y fiir alle x € X,y € Y. Jeder solche
Schnitt bestimmt dann genau eine reelle Zahl.

Beweis. (i) = (7i1): Sei x < y fiir alle x € X,y € Y. Da Y # () gibt
es nach (i) z = sup X, und nach Defintion des sup gilt = < z < y fir alle
r € X,y €Y. (iit) = (i). Sei X # () nach oben beschrankt. Dann ist die
Menge Y aller oberen Schranken von X nicht leer und nach (i) gibt es ein
zmit x < z <y fiirallez € X,y € Y. Dann z = sup X nach Definition des
sup. Die Aquivalenz von (ii) und (iii) geht analog. O]

Satz 9.8 Fin angeordneter Kdorper ist ordnungs-vollstindig genau dann, wenn
er archimedisch und intervallvollstindig angeordnet ist.

Beweis. Sei K ordnungs-vollstdndig angeordnet. Sind 0 < a und b gegeben,
so haben wir zu zeigen, dass es ein m € N gibt mit b < ma, also b < ma+a =
(m + 1)a. Angeommen, das ist nicht der Fall. Dann na < b fiir alle n € N
und somit n = n - 1x < ¢ = ba~! fiir alle n € N. D.h. die Teilmenge N von
K ist nach oben beschrankt und hat nach Voraussetzung (i) ein Supremum
s =supN. Dann ist s — 1 < s. Da s die kleinste obere Schranke ist, ist s — 1
keine obere Schranke von N und es gibt somit ein n € N mit s —1 < n. Dann
aber s = s—1+1<n+1¢€N, also ist s doch keine obere Schranke von
N. Widerspruch. Ist eine rationale Intervallschachtelung a, < b, gegeben,
so gibt es nach (7ii) ein z € K, das durch diese approximiert wird - wihle
X ={a,|neN} Y ={b,|neN}

Umgekehrt sei K archimedisch angeordnet und jede rationale Intervall-
schachtelung approximiere mindestens ein Element von K. Wie oben be-
merkt, konnen wir dann jede Intervallschachtelung durch eine rationale ver-
feinern und diese (und somit auch die zuerst gegebene) approximiert nach
Voraussetzung mindestens ein Element von K. Sei nun X # 0 mit oberer
Schranke b gegeben. Wahle ayp € X und by = b. Nun geht es rekursiv weiter,
d.h. es seien ag < ... < a, in X und b, < ... < by obere Schranken von X.
Ist a, = by, so a, = b, = max X = sup X. Andernfalls sei ¢, = %(an + b,),
d.h. das arithmetische Mittel von a,, und b,,.

e Wir setzen a,, = a, und b, = ¢, falls ¢, obere Schranke von X ist,

e andernfalls wahlen wir a,; > ¢, in X und setzen b,.1 = b,.

Damit erhalten wir eine Intervallschachtelung so, dass a,, € X und b,, obere
Schranke von X. Wie bemerkt, approximiert die mindestens ein Element s
von K, wegen (7) also genau eines. Insbesondere a, < s < b, fir alle n.
Angenomme, es gibt x € X mit s < z. Wihle (mit Archimedes) n mit
% <x—s. Nunb, >z und b, —a, < %, also a,, > s, Widerspruch. Also ist
s obere Schranke von X. Angeommen, es gibt obere Schranke ¢ von X mit
¢ < s. Wéhle (mit Archimedes) n mit % <s—c. Nuna, <cundb,—a, < %,
also b, < s. Widerspruch. Somit s = sup X. [J
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9.8 Diskussion: Skalarenkorper

Wir haben zunéchst jede beliebige Gerade durch Auszeichnung zweier Pukte
0 und 1 zur Zahlengeraden gemacht und Addition, Multiplikation und Anord-
nung ihrer Elemente, wie auch deren Multiplikation mit Vektoren, durch die
Geometrie definiert und auf der Grundlage geeigneter geometrischer Axiome
gezeigt, dass wir zunéchst einen Korper, dann einen angeordneten Korper
und schliefflich einen archimedisch und vollstéindig angeordneten Korper er-
halten. Ein abstrakter algebraischer Satz besagt, dass ein solcher vollstéindig
angeordneter Korper bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

Mindestens ebenso wichtig ist aber der Umstand, das die Definition der
Struktur auf der Zahlengeraden nicht von den gewé#hlten Hilfspunkten und
Geraden abhingt und dass der isomorphe Ubergang von einer Zahlengera-
den ¢ zur anderen, ¢’, konkret in der Geometrie gegeben (auch ohne die
Voraussetzung der Vollstédndigkeit) und durch die Zuordnung 0 — 0, 1 +— 1/
eindeutig bestimmt ist. Diese Isomorphie der Zahlengeraden innerhalb einer
gegebenen Geometrie erlaubt den Begriff des Skalars zu bilden:

unter der Isomorpie r +— 7’ einander entsprechende Punkte ver-
schiedener Zahlengeraden bestimmen denselben Skalar

Bei dieser Entsprechung bleiben die folgenden Relationen invariant
r+s=t rs=t, r<s, riv=u

d.h. hat man die Entsprechungen r < ', s <+ ¢’ und t < t’ so folgt

/

r+s=ter+'sd=t rs=tesr'/s=t r<ser s

rv=w<r'v=1a

Damit erhélt man mit dem Korper K der Skalare und der Gruppe V der
Vektoren einen K-Vektorraum und die Moglichkeit, die Methoden der Ana-
lytischen Geometrie einzusetzen. d.h. Koordinatensysteme einzufithren und
durch Beziehungen zwischen Koordinaten geometrische Sachverhalte auszu-
driicken.

Mit den Grundbegriffen: Punkt, Geraden, Ebene, inzidiert, zwischen und
ihren Axiomen haben wir somit die Begriindung der affinen und vektoriellen
Geometrie des Anschauungsraums - noch nicht fassbar sind dabei Begriffe
wie: Lange, Winkel, Fldche, Volumen, Orientierung. Fiir diese sind weitere
Grundbegriffe und Axiome erforderlich.

10  Kongruenz

Wir setzen nun die Axiome (E0), (E1), (E3) der Inzidenzgeometrie der Ebene
voraus sowie die Axiome der Zwischenbeziehung. Das Parallelenaxiom (E2)
wird zunéchst nicht vorausgesetzt, aber das Lemma 7.7. - damit haben wir
die Aussagen iiber die Anordnung auf Geraden.



66 10  KONGRUENZ

10.1 Halbgeraden und Winkel
Zu zwei Punkten OP ist die Halbgerade bzw. der Strahl OVP definiert als

o =0VP ={X |0, P, X kollinear, O €]X, P[}\ {0} ={X €¢| 0 < X}

bzgl. der durch O < P bestimmten Anordnung. Insbesondere ist o ist konvex
und es gilt
OVP = OVX fiir alle X € OVP

Der Scheitelpunkt O = O, ist durch die Menge o eindeutig bestimmt: Sind
P#Qino,s00 € PVQ, O g X,Y|[firalleY,Y €0
Die Menge

OVP = (OVP)\ (OVPU{0} = {X € OVP | X < O}

ist entweder leer oder die entgegengesetzte Halbgerade und dann = O\7Q fiir
jedes ihrer Elemente Q). Es gilt

O €)Y, X[, O ¢]X, Z] fiir alle Y € OVP, X,Z € OVP

Ein Winkel ist ein Paar (o, 7) von Halbgeraden, notiert als Zo7, mit demse-
blen Scheitelpunkt O = O, = O,. Wir schreiben auch

/AOB = ZOVA,OVB
- insbesondere ist AOB ein Dreieck. Also
/AOB = /AO'B & O =0, OVA = OVA und OVB = OVB'

Die Gerade g trennt die Punkte P und QQ wenn P # @ und (PVQ)Ng €]P, Q.

10.2 Kongruenzaxiome

Als neuen Grundbegriff fithren wir die Kongruenz PQ = RS von Pfeilen
ein - wir sagen auch die Strecken PQ) und RS sind kongruent. Vorausgesetzt
werden dann die folgenden Axiome

Axiom 10.1 (K1) = ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Pfeile
(K2) AB=BA
(K3) Aus AA = BC folgt B=C

(K4) Zu Punkten A # B und C und Gerade g durch C gibt es genau 2
Punkte D, D" mit AB=CD = CD’

(K5) Sind A, B,C 3 kollineare Punkte mit AB = AC so A €|B,C|

(K6) Sind A, B,C bzw. A', B', C" jeweils 3 kollineare Punkte mit AB = A'B,
BC = B'C' und B €]A,C[< B €]A', ('], so gilt AC = A'C'
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(K7) Zu jedem Dreieck ABC und Punkten A’', B mit AB = A'B’" gibt es 2
Punkte C',C" mit AC = A'C' = A/C" und BC = B'C' = B'C"

(K8) Fiir jedes Dreieck ABC und Punkte D, A’, B',C,D" mit D € AVC,
AB = A'B', BC = B'C' , AC = AC', AD = A'D’ und BD = B'D’
gilt CD = C'D/

(K9) Sind 4 Punkte mit AC = AC" und BC' = BC" gegeben, so trennt die
Gerade AVB die Punkte C' und C’

Es folgt:

o Fiir alle O # P ist OVP nichtleer und es git ¥ mit O €]y, P|.

Beweis. Nach (K4) gibt es genau 2 Punkte X,Y auf OVP mit OX = OY =

OP und nach (K5) O €]X,Y[. O.B.dA. X = Pund dann Y € ovP. O
Wir schreiben A, ... A, = A} ... A; falls A;A; = AJA] fiir alle 4, 5

10.3 Kongruenz auf Geraden

(0) Sind A, B, C 3 kollineare Punkte und gilt AC' = AC’ und BC = BC’
so gilt C' ="’

Beweis. Angenommen C' # C’. Nach (K9) gibt es P = (AVB) N (C\W(') €
|C,C"[. Es gilt P = C, da C auf beiden Geraden liegt. Also C' €]C, "],
Widerspruch. [

(1) Seien A # B und C' # D Punkte. Dann gibt es jeweils genau ein
B' € AVB und B" € AVB mit CD = AB' = AB"

Beweis. Nach (K4) gibt es genau 2 Punkte X,Y auf A/B mit AX = AY =
CD. U

(2) Seien A, B, C 3 kollineare Punkte und A’B’ = AB. Dann gibt es genau
einen Punkt ¢’ € AVB' mit A'/C' = AC, B'C’ = BC und fiir diesen
gilt A €|B,C[& A €]B,C].

Beweis. Nach (1) gibt es eindeutig bestimmte X € AVB und Y € A'VB
mit A’X = A'Y = AC. Nun A’ €]Y, B'[ und A’ ¢]X, B'[, also kann man C’ €
{X,Y} eindeutig so wéhlen, dass A €]B,C[< A’ €]B',C'[ und A'C' = AC.
Mit (K6) folgt B'C" = BC. Die Eindeutigkeit folgt aus (0). O

(3) Seien A, B, C' 3 kollineare Punkte und ABC' = A’B’C’. Dann sind auch
A'B'C" kollinear und A €|B, C[<]A €]B'C'|.

Beweis. Nach (2) gibt es C” € g = A’ v B’ mit A/C" = AC' = AC, BC" =
B'C'= BC und A €|B,C[& A’ €]B',C"[. Nach (0) folgt " =C". O
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10.4 Kongruenz von Winkeln

Lemma 10.2 Fiir Winkel Zot und Zo't’ mit Scheitel O bzw. O’ sind die
folgenden Aussagen dquivalent

(i) Es gibt Ac o, Ber, A€o und B € 7 mit 0DA=0B=0A =
O'B" und AB=A'B’

(17) Fir alle A€o, Ber, A€o und B' € 7" mit OA=0B =0'A" =
O'B’ gilt auch AB = A'B’

Definition 10.3 Die Winkel ZoT und Zo't’ sind kongruent, man schreibt

Lot = La'T', wenn (i) bzw. (i) gilt

Beweis. (i) = (ii). Seien Ay € 0, By € 7, Aj € ¢/ und B}, € 7/ mit OA, =
OBy = O'A) = O'B) und AyBy = A}B|, gegeben. Seien A € o, B € T,
A€o’ und B’ € 7' mit OA=0OB=0'A'=0'B'. Nach (2) gibt es By € T,
Al € ¢’ und B] € 7' mit

OA=0B, =0'A, =0'B]

A€]0, Ao & B €)O,By[ & A €0, Aj| & Bj €]0', By

Mit (K6) folgt
AAy = BBy = A} Ay = BB

und mit (0)
Bi=B, A=A, B =8

Durch zweimaliges Anwenden von (K8) erhalten wir

ABy= A'B); und dann AB= A'B
(i) = (i). Wahle A € o. Nach (1) gibt es jeweils B € 7, A’ € ¢’ und
B' € 7' mit OA = OB = OA’ = OB’. Nach Annahme (i7) gilt dann auch
AB=A'B.0O

(4) Die Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Winkel
und es gilt LZAOB = ZBOA.

Beweis: (K1) und (K2). O

(5) Sei O, A, B ein Dreieck, A’ # O und LAOB = ZA'’OB, Dann gilt
OVA = OVA' oder (OVB) trennt A und A'.

Beweis. Nach Voraussetzung 0.B.d.A. OA= 0B = OA' und AB = A'B mit
4 verschiedenen Punkten. Mit (K9) folgt die Behauptung. O
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10.5 Kongruente Dreiecke

Fiir ein Dreieck ABC notieren wir die Winkel wie tiblich als
a=/CAB, f=/ABC, v=/BCA

Satz 10.4 Fliir zwei Dreiecke A, B,C und A’, B',C" sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent

(SSS) (A, B,C) = (A", B',C")
(SWS) AB=A'B', AC=A'C" und o = o/
(WSW) AB=A'B', a=d und = [
Definition 10.5 Dreiecke wie 1m Satz sind kongruent

Beweis. Aus (SSS) folgt (WWW), also (SWS) und (WSW) (Charakteriserung
der Winkelkongruenz durch das Lemma). Ebenso (SSS) aus (SWS). Bleibt
zu zeigen. dass (SWS) aus (WSW) folgt. Nach (1) gibt es C” € AV mit
A'C" = AC. Nach dem schon gezeigten (SW.S) = (S5S5) = (WWW) haben
wir LA, B',C" = ' =2 3. A" ist der Schnittpunkt von A’V B’ und A" v C’
und A" €]C", C"] da es Scheitel der Halbgeraden ist. Also kann A’V B’ nicht
die Punkte C’" und C” trennen. Mit (5) folgt B’V ¢ = B’V C” und daher
Schnittpunkt ¢’ = C” mit A’ v C = A" v C”. Somit A'C' = A'C" = AC. O

10.6 Neben- und Scheitelwinkel

Gilt O €]A, B| so sind die Winkel ZAOC und COB Nebenwinkel von einan-
der. Sind A, O, A; und C, O, C jeweils kollinear, so sind die Winkel ZAOC
und ZA,0C, Scheitelwinkel voneinander.

Satz 10.6 Nebenwinkel kongruenter Winkel sind kongruent. Scheitelwinkel
sind zueinander kongruent.

Beweis. Sei ZA'O'C" und ZC'O’ B’ ein weiteres Paaar von Nebenwinkeln und
LAOC = ZA'0'C’. O.B.d.A.

OA=0C=0B=0'A=0C"=08B

und aus der gegebenen Winkelkongruenz folgt AC' = A’C’. Dann mit (K8)
auch BC = B'C’, also ZBOC = ZB'O'C". Die Aussage iiber Scheitelwinkel
folgt, da ZAOC und ZA;0C] beide Nebenwinkel von ZCOA; sind. [J

10.7 Orthogonalitét

Seien g und h Geraden mit Schnittpunkt O. Dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent

(i) Es gibt P, P’ auf g mit O €|P, P'[ und @ # O auf h mit OP = OP’
und QP = QP’
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(ii) Firalle P, P" auf g mit O €]P, P'[ und @ # O auf h gilt OP = OP' =
OP = QP

(iii) Fir alle P, P auf g mit O €]P, P'| und Q # O auf h gilt QP = QP =
OP =0P

(iv) Fiir alle P € g\ {O] und Q € h\ {O} gilt ZOVP, OVQ = LOVP, OVQ
(v) Es gibt P € g\ {O] und Q € h\ {O} mit LOVP, OVQ = LOVP, OVQ

Treffen diese zu, so stehen g und h senkrecht oder orthogonal zueinander und
man schreibt g L h. Die durch A bestimmten Nebenwinkel ZQOP = ZQOP’
an g sind rechte Winkel.

Beweis. Aus (i) folgt (v) wegen (SSS) = (SWS). Aus (v) folgt (iv)
trivialerweise. Aus (iv) folgen (i7) und (i7i) wegen (SWYS) = (SSS). Aus
(77) bzw. (iii) folgt (i) indem man vermége (K4) P und P’ mit OP = OP’
wihlt. 0. Da ZOVP, OVQ als Scheitelwinkel zu ZOVP, OVQ kongruent ist,
folgt mit Satz 10.6

eglh&shlyg

Satz 10.7 Zu jeden Punkt P und jeder Geraden g gibt es genau eine Gerade
h (geschrieben h ={P L g} mit P € h und h L g.
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Beweis.
1. Lot fallen. Sei P ¢ g. Wiahle A # B auf g. Nach (K7) gibt es genau ein
P’ # P mit PAB = P'AB und nach (K9) trennt g die Punkte P und P’, d.h.
es gibt S € g mit S €|P, P'[ Mit (SWS) folgt PAS = P'AS Also SP = SP'.
Nach Def. (i) der Orthogonalitit gilt g L h = PVP' = PVS. Nach Symmetrie
h L g. Der Punkt S € g fiir den die Nebenwinkel der Geraden PVS mit g
kongruent sind, heifit Fuflpunkt des Lotes von P auf g

2. Lot errichten. Sei P € g. Wihle @ € g und félle das Lot auf g mit Fupunkt
S. Ist § = P so ist man fertig. Andernfall gibt es nach (K7) R # R’ mit
PSQ = SPR = SPR' . Also ZSPR = ZSPR' und der zweite ist Scheitel-
winkel des Nebenwinkels des ersten, also alle kongruent. Also PVR 1 g.

Eindeutigkeit. Seien A,k L g und P = g Nk = g N k. Angenommen h # k.
Wiéhle P # A € h. Nach (K4) gibt es Q # Q' auf ¢ mit PA = PQ = PQ’
und nach (K5) P €]Q, Q’'[. Da A € k schneidet k nach Pasch entweder |A, Q|
oder A, Q'[. O.B.d.A. B € kN|A, Q'[. Wegen h,k L g gelten APQ = APQ)'
und BP(@Q) = BP(Q)'. Daher

/AQ'P = /AQP = /BQP = /BQ'P.

Da nach (Z3) Q = gN AVB €] A, B[ trennt g die Punkte A, B nicht, also nach
(5) QVA = QB und es folgt A = AVB N QVA = AVBONB = B € k, ein
Widerspruch.

Seien h, kperpg und P € hNk, P& g. Sei S =hNgund T = kN g.
Nach (K7) gibt es P'ST = PST, P’ # P. Insbesondere /P'ST = ZPST.
Wihle U € g mit S €]U, T[. Dann gilt fir die Nebenwinkel ZP'SU = ZPSU.
Wegen h L g gilt ZPST = ZPSU und somit ZP'ST = ZP'SU. Also ' L g
fir ¥ = PVS. Nach dem schon behandelten Fall (fur S) folgt A’ = h, also
h = PVP'. Ebenso K = PVP'. [J.

Korollar 10.8 (i) Ausg L h und g L k folgt h || k

(17) Existenz von Parallelen. Zu jeder Geraden g und Punkt P gibt es min-
destens eine Parallele durch P zu g

Beweis zu (i). Angenommen P € hNk. Dann h = k wegen der Eindeutigkeit
der Senkrechten. [

10.8 Mittelpunkt

M € AVB heisst Mittelpunkt von AB wenn AM = MB. Die Senkrechte
m = {M L AVB} heisst dann Mittelsenkrechte.

Satz 10.9 Zu je 2 Punkten A, B gibt es genau einen Mittelpunkt M und es
gilt M €]A, B|. Fir die Mittelsenkrechte gilt m = {C | AC = BC'}.

Beweis. Wahle P ¢ g = AVB. Nach (K7) gibt es

BAP = ABD = ABD' also auch PDA = PDB
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und ¢ trennt D und D', O.B.d.A. trennt g auch D und P, also gibt es
M € gn|D, P[. Aus den Dreieckskongruenzen folgen

/BAD = ZABP und LZADP = Z/BPD

also MAD = M BP mit (WSW). Insbesondere AM = BM und M €A, B]
nach (K5). Die Eindeutigkeit folgt aus (0). O

Winkel zwischen orthogonalen Geraden sind rechte Winkel. Es gilt
e Je zwei rechte Winkel sind kongruent.

Fiir die Winkel an demselbe Geradenpaar g 1 h nach Definition. und Schei-
telwinkelsatz. Sei nun «, § ein Paar von Nebenwinkeln an ¢, und ¢ L A/
Trage a in O’ = ¢’ N A" an ¢’ an. Der zweite Schenkel von o/ = « bestimmt
eine Gerade k durch O’ und diese einen Nebenwinkel (#'. Nach dem Neben-
wikelsatz 3 = (', wegen g L h gilt « = 3 also o/ = . Somit & L ¢’ und
damit k£ = A’ nach Eindeutigkeit der Senkrechten. Also o' ein rechter Winkel
zug LA.O

10.9 Addition von Winkeln

Lemma 10.10 Es gelte ZAOB = LA'O'B" und /BOC = /B'O'C’ und
OVB trenne A und C, ebenso trenne ONB' die Punkte A" und C’'. Dann gilt
LAOC = LA O'C.

Beweis. O.B.d.A. OB = OB'. Errichte die Senkrechte ¢ in B zu OvB und und
¢ in B'zu OVB'. OBdA. Acg, Ceg, A €g und C' € ¢. Mit (WSW)
folgt AOB = AO’'B' und COB = C'O'B’. Mit (K6) dann AC = A’C" und
mit (SSS) schlieflich AOC = A'O'C’. [.

10.10 Stufen- und Wechselwinkel

Seien g, h Geraden und A = gNIl, B = hnNI. Seien S € gund T € h in
derselben Halbebene bzgl. [ und R € [, R ¢ [A, B]. Dann sind die Win-
kel ZRAS und ZRBT ein Paar von Stufenwinkeln - ebenso ihre Paare von
Neben- bzw. Scheitelwinkeln. Ein Scheitelwinkel des einen Stufenwinkels aus
einem Paar ist Wechselwinkel zum anderen. Und nach dem Satz tiber Neben-
und Scheitelwinkel bedeutet Kongruenz der beiden Winkel eines Paares auch
die Kongruenz der beiden Winkel jeden anderen Paares.

Lemma 10.11 Haben g und h ein Paar kongruenter Wechsel- bzw. Stufen-
winkel so g || h

Beweis. Seien kongruente Wechselwinkel mit obigen Bezeichnungen gegeben.
Gilt A = B, so folgt aus der Kongruenz ZRAS = ZRAT der Stufenwinkel,
dass ¢ = h, da S und T nicht durch [ getrennt werden ((5) aus 10.4). Ist
I L g,hsog | hmnach Kor.10.8. Sei also A # B und 0.B.d.A. | £ h, Es
gibt den Mittelpunkt M von AB und Lot k vom M auf h mit Fulpunkt D.
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Nach(K4-5) gibt es C' € k mit MC = MD und M €]C, D[. Die Dreiecke
BMD und AMC haben kongruenre Scheitelwinkel, sind also nach (SWS)
kongruent. Also ZCAM = ZM BD, W&hlt man X auf ¢ in der durch [ und
C bestimmten Halbebene, so ZMBD = £ZX AM als Wechselwinkel nach vor-
aussetzung, also ZCAM = ZXAM Da [ die Pubkte X und X nicht trennt,
folgt CVA = g. Nun ist ZAC'M zu seinem Nebenwinkel and g kongruente, da
k 1L hund ZACM = ZBM D nach der bewiesenen Dreieckskongruenz. Also
auch k£ L ¢ und somit ¢ || A nach Kor.10.8. OJ
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11  FEuklidische Geometrie

Aus den Axiomen (EO0), (E1), (E3) der Inzidenzgeometrie der Ebene, den
Axiomen (Z0-4) der Zwischenbeziehung, dem als Axiom verstandenen Lem-
ma 7.7 und den Kongruenzaxiomen (K1-9) haben wir gezeigt, dass es zu jeder
Geraden g und jedem Punkt P mindestens eine Parallele gibt. Die Forderung
der Eindeutigkeit der Parallelen ist jetzt also zum Parallelenaxiom (E3) dqui-
valent. Diese Axiom werden wir bis auf Weiteres zusétzlich voraussetzen. Wir
behandlen zuéchst wieder den ebenen Fall.

11.1 Stufen- und Wechselwinkel an Parallelen
Lemma 11.1 Aus g || h und k L g folgt k L h

Beweis. Aus k L g folgt k |J g also auch k |[fh. Sei P=¢gNkund Q =hNk
und [ die Senkrechte in @) auf k. Nach Kor.10.8 gilt [ || ¢ also | = h wegen
der Eindeutigkeit der Parallelen. [

Satz 11.2 Fiir 2 Geraden g, h sind dquivalent

(1) g |l h
(ii) g und h haben ein Paar kongruenter Wechsel- bzw, Stufenwinkel

(iii) Jedes Paar von Wechsel- bzw. Stufenwinkeln an g, h ist ein Paar kon-
gruenter Winkel

Beweis. (ii) folgt aus (iii) trivialerweise.

(17) = (¢) ist Lemma 10.11 (i) = (4i7). Sei g || h. Trage den Winkel ZRAS
in B an die Halbgerade BVA als Wechselwinkel an. Sei k die Gerade durch
den zweiten Schenkel. Nach dem schon Gezeigten k || g und k = h wegen der
Eindeutigkeit der Parallelen. Also sind die Wechselwinkel kongruent. [

Korollar 11.3 In einem Parallelogramm sind gegeniiberliegende Seiten kon-
gruent: Sind AVB || CVD und AVC' || BVD so gilt AB = CD

Beweis. Wir haben die Kongruenzen /BAD = ZADC und ZABC = BCD
von Wechselwinkeln an Parallelen. Also folgt ABC = DCB mit (WSW). O

Lemma 11.4 (SWW) Aus AB = A'B’, 3 = ZABC = (' = ZA'B'C" und
v=/BCA=+~=/B'C'A folgt ABC = A'B'C’

Beweis. Trage (3 als Wechselwinkel 3, = ZBC'D an C'B an. Der zweite Schen-
kel bestimmt dann die Parallele g durch C' zu AVB und wir haben den Wech-
selwinkel al; zu «. Entsprechend haben wir g] = ZB'C'D’ und o} zum
Dreieck A’B’C’. Nach Voraussetzung § = ' und v = /' Als Wechselwinkel
1 = = ' = B] und nach Addition LZABD = LZA’B'D’. Also fiir die Ne-
benwinkel a; = o und dann auch far ihre Wechselwinkel a@ = /. Nun folgt
ABC = A'B'C mit (WSW). O
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11.2 Kongruenz von Vektoren

Wir setzen nun auch die Axiome von Desargues und Pappus
und damit auch einen angeordneten Skalarenkorper K voraus

Archimedizitdt ist nicht erforderlich. Von der Vollstandigkeit setzen wir nur
voraus, dass K quadratisch abgeschlossen ist

Zujedem r > 0in K gibt es s € K mit s = r

Es sind gegeniiberliegende Seiten eines Parallelogramms kongruent und wir
kénnen nun dariiber reden, dass zwei Vektoren kongruent sind

i=b < a+ PP = b+ Q, Q fiir einige/alle Punkte P, Q

Lemma 11.5 d=b=ra=rb

Beweis. Sei A = @+ O, B = b+ 0, A = rd+ O, B' = rb+ O. Nach
dem Strahlensatz gilt AvB || AVB'. M Mittelpunkt von AB und g = OVM.
Aus der Ubung wissen wir, dass ¢ die Winkelhalbierende und die Hohe im
gleichschenkligen Dreieck AOB ist. g steht also auch auf AVB’ senkrecht. Sei
M' = hnNAVB'. Dann OM'A’ = OM’ B’ nach (WSW). Also OA’ = OB’. [

11.3 Orthogonale Vektoren und Richtungskomponente

Insbesondere gilt

i=ad,b=b=0,0+0,b+0=0"a +0,b +0 fir alle 0,0

Daher kénnen wir definieren: @ steht auf b senkrecht, a L g, falls @ = 0 oder
b= 0 oder OV@+ O L OVb + O fiir ein/alle O.

Damit konnen wir nun den auch physikalisch grundlegenden Begriff der
Komponente ¢ eines Vektor b in der durch einen Vektor @ gegebenen Richtung
definieren durch die Bedingungen

b
C=rifireinreR, (b—¢) La v/
a
c

In der Tat, ist @ # 0, so wihle man einen Punkt O und g als die Gerade durch
O mit_P){ichtungsvektor a und @ = b+ O. Dann ergibt sich ¢ eindeutig als
& = OR mit dem Fusspunkt R des Lotes von Q auf ¢. Ist @ = 0, so auch
=0.

o
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11.4 Langenmessung

Sei nun zusétzlich eine Langeneinheit festgelegt, z.B. dadurch dass wir einem
bestimmten Pfeil OF die Léange 1 zuschreiben. Um die Lange eines beliebigen

Vektors v = P_C)Z # 0 zu bestimmen, konstruieren wir auf der Geraden g
durch O’ = P und @ einen Punkt E' mit O'E’ = OF und E’ > O’ bzgl. der
Anordnung mit @) > O'. Wir setzen nun

—_—
|17]| = |PQ|=r mitd=rOF
Offensichtlich ist der Nullvektor 0 ist der einzige Vektor der Linge 0 und es
gilt . .
lall =[]l & @a=b

Wir konnen auch die Lédnge der Strecke P(Q) definieren

—
1PQ| = [|PQ
und haben
PQ = RS & |PQ| = |RS|
Lemma 11.6 (i) ||@ + b|| = ||@| + ||b]| genau dann, wenn es P gibt mit

-

a+Pela+b+ P, Pl
(i) ||rd|| = |r|- ||d]|, insbesondere ||”71?Hﬁ|| =1 falls @ #0.

Beweis. (i) folgt mit 10.3, (ii) sofort aus der Definition.

11.5 Skalarprodukt

—.

Das skalare oder innere Produkt (@ |b) definieren wir zunéchst fiir einen Spe-
zialfall durch folgende Beziehung

(€| b)e ist die Komponente von b in Richtung & falls ||&]| = 1

Erwiinscht sind fiir ein allgemein definiertes Skalarprodukt die Regeln

(1) (@lB) = @Fla)

(E2) (@|sb) = s(alh).

(E3) (@|b+c)=(alb)+(alc)
(E4) (a|a)>0fira+#0

Lemma 11.7 (E1-4) gelten, falls ||@|| = 1 - und in (E1) auch ||b]| = 1.

Beweis. Sei A =ad+ O, B = b+ O und P FuBipunkt des Lotes von B auf
OVA. Also nach Definition (@ |a) = 1.

Zu (E1): Sei @ der FuBipunkt des Lotes von A auf OvB. Dann AOQ = BOP
nach (SWW) und somit (7 |b) = (b|@).

Zu (E2): Sei C = §+4 O und @ der Fufipunkt des Lotes von C auf OVA.
Dann sind CVQ und BVA parallel, also nach dem Strahlensatz O_C)Z = sd.
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Nach Defintion s = (@| sb).

Zu (E3): Sei D = @+ B = @+ b+ O und g das Lot von C' auf OVA mit
Fulpunkt Q). Sei h = BV a + B die Parallele zu OVA durch B. Dann nach
Lemma 11.1 R = gNh FuBpunkt des Iit)es von C auf_h). Also P—Cj — BR. Die
Skalarprdukte erhélt man nun durch OP = rd@ und BR = s§, also r = (@ b)
und s = (@| ). Aber (s +r)d + O :P_C)2+O—1)D—I—O:5+5—I—O und somit,
@b+ =r+s. 0

Da wir mit €' = ﬁé’ einen Vektor der Linge 1 erhalten, sind wir wegen (E1-2)
gezwungen, das SLalarprodukt so zu definieren

. 1 -
(@] b) = l|al[(5=alb)
1l

Lemma 11.8 (E1-4) gelten fiir das so definierte Produkt.

Beweis. Seien @ = ¢ und und b = ¢f mit el = ||/} = 1. Dann

(@|8) =aes T(E10) =2 11| [) =m1 rt( ) =p2 t{f @) =acs (b]a)

)
= 7(€]5) + (€18 =aes (@|5) + (@] D)
(@] @) =qer r(€| @) =p1 r(@| &) = r*(€]&) =1" >0

P=0osr=0sd=re=0 O

@- b ist eine andere Schreibweise fiir das Skalarprodukt.

11.6 Geometrische Begriffe aus dem Skalarprodukt
(1)

a|b 1~ 1 R
<|TLJH2>£ = (H 7 a|b) il a ist die Komponente von b in Richtung @
a a a

) (@la) = |lall?,
3) llall = /(@ | a)

(4) (@|b) =0 genau dann, wenn @ L b
(1) folgt sofort aus der Definition, (2) mit (E2) und (E1). (3) ist dann klar.
(4) aus (1).
Wir haben somit eine Charakterisierung von Lénge und Orthogonalitét in
der Begrifflichkeit von Vektorraum und Skalarprodukt - d.h. eines Inneren-
Produktraums. Ist K = R so spricht man von euklidischem Vektorraum. Die
folgenden Herleitungen erfolgen in diesem Rahmen, d.h. fiir endlichdimensio-
nale Vektorrdume iiber angeordneten quadratisch abgeschlossen Kérpern mit

Skalarprodukt aus den Axiomen (V1-8) und (E1-4) und dem obigen Charak-
terisierungen als Definitionen.
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Satz 11.9 Pythagoras
la+8]” = lla|l” + Bl]* < aLb
Beweis als Ubung.

Beispiel. Die Mittelsenkrechten eines Dreie(&s schneiden ich in einem Punkt.
Beweis. Gegeben Dreieck ABC' setze b= AB und ¢ = AC. Dann die Seiten-
mittelpunkte von AB, AC bzw. BC' gegeben als

- 1. 1 -

§b, 50, 5(6“‘5‘)
Sei P der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten auf AB und AC' (den gibts,
weil sonst AVB || AC'). Setze
1 —

1 1
P=AP, T=p— b @=p-58 i=5(0+0)-p

v und w sind nach Konstruktion Richtungsvektoren fiir die Mittelsenkrechten
auf AB bzw. AC und es gilt

(il ¢~ B) = 56+ |e— ) — (7] )

= S+ elE-a - @1 + (5l
1o o 1. o~ 1.
= S(E1B) +(e15) — F1e) — (@19) — (5 + 018 + (e + @]
1 - oo oo 1
= S~ 1) — (3818 — @15 + (5210 + (]2

1, - 1- 1
= SO — 1) = 5181+ 51T = 0

Hier geht es einfacher durch mehrfache Anwendung von Pythagoras.

11.7 Ungleichungen”

Satz 11.10 e (b—7) L @ und ||b— 7| = min{||b — \a|| | A € K} fir
- (a

2
\/1

€= pd Lot
b — \a| = ||b— & genau dann, wenn \@ = &
o (@B < fall- 2l Cauchy-Schwarz

und Gleichheit genau dann, wenn @ || b

o ||@+0b|| < || + o] Dreiecksungleichung
und Gleichheit genau dann, wenn @ = 0 oder b = rd@ mit r > 0
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—

Beweis. Pythagoras: als Ubung. Lot: (@|b— & = (@] b) — (@|& = 0 und nun
mit Pythagoras [[b—cl|? < ||b—2l|>+||c—\d]||? = ||b—c+c—Aa||* = ||[b— ).
Und Gleichheit gilt genau dann, wenn ||c — )\a|| = 0.

Cauchy-Schwarz: Ist @ = 0 oder b = 0, so ist die Behauptung trivial.
Andernfalls kénnen wir nach der Bilinearitéit ||b]| = 1 annehmen. Setze p =
(@|b). Dann 0 < ||@ — pb|* = (@ — pb|d — pb) = al]* — p(@|b) — p(b| @) +
P2||b||1* = ||d@]|* — p?, also |p| < ||d]|. Und es gilt |p| = ||d|| genau dann, wenn
|@ — pbl| = 0.

Dreiecksungleichung: ||@+ b||2 = (@ | @) + (@ |b) + (b| @) + (b| b) < ||@||> +
211a@|||]| + 1|61 = (||@|| + ||b]))% Da beide Seiten der Dreiecksungleichung > 0
sind, folgt diese durch Wurzelziehen. Gilt die Gleichheit, so folgt (@|b) =
|@]| - |b]|, also nach Cauchy-Schwarz @ = 0 oder b = rd. Dann aber r||b]|> =
l|@|| - ||]] > 0 und somit r > 0. O

11.8 Orthonormalbasen

Vektoren €7, €, der Ebene bilden eine Orthonormalbasis, wenn sie Lénge 1
haben und paarweise aufeinander senkrecht stehen, d.h.

Yoy |1 fallsi=j
<€i"fﬂ')“{o falls 7 # j

Dass sie insbsondere eine Basis « bilden, ist geometrisch klar. Bilden a;, ds
eine Basis einer Ebene, so erhélt man eine ON-Basis mit

— — \ =

——d, wobel dy = dy — (€] | d2)é}

1
A
Die Koordinaten von Vektoren, Skalarprodukt und Lénge berechnen sich
nun fiir ¥ = x1€; + x2€; und § = y1€1 + Y265 einfach so

Yi = (&|y)
= T1Y1 + Toy2

12l = at+ a3

Das zweite rechnet man einfach nach, das dritte folgt dann sofort, ebenso
das este (indem man ¢€; fiir ¥ einsetzt - hier kann man auch geometrisch
argumentieren).

B
&
|

(2161 + 2262 [ 1161 + 122) = Z i€ | Y;€5) leyy € | €5)
&3

11.9 Normalenvektoren von Geraden®

Sei ein Punkt O der Ebene als Ursprung ausgezeichnet. Zu gegebenem Skalar
d und Normalen-Vektor il # 0 betrachten wir die Punktmenge

g={T+0[(x|n)=d}
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Durch Multiplikation von 77 mit :t”Tl” kénnen wir erreichen, dass gilt

|17 =1, d>0 Hessesche Normal(en)form
Dann ist g die Gerade mit Paramterdarstellung
ri+A wobei0£7 Lii, d=di, A=da+ O

In der Tat, 7, ¥ ist eine Basis, d.h. mit der eindeutigen Darstellung 7 =
r1m+x90 gilt (| 7) = x1 und somit (¥ | 77) = d genau dann, wenn ¥ = x,0+d.
Geht man von einer Parameterdarstellung o'+ A mit A = d + O aus, so
bestimme man 0 # ¢+ L ¢ und dann 7 = :tﬁﬁl so, dass d = (@ | ) > 0.
d ist der Abstand der Geraden g von Punkt O. Hat man einen Punkt
P =p+ 0. soist (p| )7l + O der FuBpunkt des Lotes von P auf die Gerade
durch O mit Richtung 7, also

d— (p| ) Abstand des Punktes P = p'+ O von der Geraden g

Ist zudem eine Orthonormalbasis €7, €5 der Ebene gegeben, so schreibt sich
die Hasische Normalenform in Koohrdinaten bzgl. dieser so

g ={z1€1 + 2265 + O | x1ny + 2905 = d} wobei 77 = ny€} + nyés

12 Projektive Geometrie und homogene Koordinaten

Homogene Koordinaten sind von Vorteil bei der Beschreibung von Objek-
ten oder Abbildungen in der affinen Ebenen oder Raum - sie erlauben eine
einheitlche Behandlung des Punkt- und des Vektoranteils eines Koordinaten-
systems.

Dei Idee stammt aus der Kunst des zentral-perspektivischen Zeichnens.
Ist eine Ebenen P im Raum und ein Zentrum Z oder Augpunkt ¢ P gegeben,
so gibt es eine 1-1-Entsprechung zwischen Punkten P auf P und Geraden
[ durch Z mit [ |f P: P = [ NP. Und diese Geraden koénnen durch ihre
Richtungsvektoren beschieben werden.

Geraden [ || P kann man dann als unendlich fernen Punkte oder Flucht-
punkte zur Ebene P hinzunehmen - parallele Geraden bestimmen denselben
Fluchtpunkt. Dadurch wird die affine Ebene P zur projektiven Ebene erwei-
tert.

12.1 Projektive Ebenen

Eine projektive Ebene ist gegeben durch eine Menge P* von Punkten, und G*
von Geraden und Inzidenzrelation € zwischen Punkten und Geraden so, dass
gilt

(P0O) Auf jeder Geraden liegen mindestens 3 Punkte

(P1) Durch je 2 Punkte geht genau eine Gerade
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(P2) Je zwei Geraden haben genau einen Punkt gemeinsam
(P3) Es gibt 4 Punkte, von denen keine 3 kollinear sind.

Wegen (P1) und (P2) kénnen wir die Inzidenz in der Tat als Elementbezie-
hung sehen.

12.2 Projektive Erweiterung affiner Ebenen

Satz 12.1 Sei (P, G, €) eine affine Ebene. Zu einer Geraden g bezeichne
II,={h e G| h| g} die Parallelschar zu g. Sei go, die Menge der Parallel-
scharen von Geraden. Setze

g =gU{ll,} firgeG

P*=PUg¢gs, G"'={9"| g € G} U {9}
Dann gilt

PeP,geG, und Peg oder
Peyg < P€ gy, g€ Gund P=11, oder
P e gy und g =g

und es ist (P*,G*, €) eine projektive Ebene und es gilt
(*) gllheg"Nh" € go

Ist umgekehrt eine projektive Ebene (P*, G*, €) und Gerade go, € G* gegeben,
so erhdlt man eine affine Ebene (P, G, €) mit

P=P"\gooy G={9"NP|g" €G", 9" # goo}
eine affine Ebene (P, G, €) und es gilt (*).

Beweis. Sei eine affine Ebene gegeben. Zu (P0): Nach (E0) gibt es mindestens
2 Punkte aus P auf g, der dritte Punkt ist dann II,.

Zu (P1). Seien P # @ in P*. Liegen beide in P so gibt es nach (EI)
eindeutig bestimmtes g € G mit P,Q € g mit P,Q € g*. Liegt P € P und
Q =11, € G, so g* eindeutig bestimmt mit P, Q) € g*. Liegen beide in g, so
ist das die eindeutig bestimmte Gerade.

Zu (P2): Hat man g # h in G so entweder g | h und gNh = g* N h* oder
g | hund g*Nh* =11, Ist g € G und h = g, so g N h =1I,.

Zu (P3): Wir haben 3 nicht kollineare Punkte P,Q, R in P. Sei S der
Schnittpunkt der Parallelen zu PV @ durch R bzw. zu PV R durch (). Dann
sind keine 3 aus P, @, R, S kollinear.

Umgekehrt sei eine projektive Ebene gegeben. Ist g € G, so g = ¢*\ {II,}
mit ¢g* € G*, also nach (P0) mindestens 2 Punkte in g.

Zu (E1):Sind P # @ in P, so gibt es nach (P1) genau ein Gerade g* € G*
durch P, @, also g die eindeutig bestimmte Gerade in G durch P, Q. (x) gilt
nach (P2).
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Zu (E2): Sind P € P und g € G gegeben, so gibt es nach (P1) genau eine
Gerade h* durch P und II,. Enthélt i einen Punkt () von g, so haben ¢* und
h* die Punkte @ und II, gemeinsam, also g* = h* nach (P2) und g = h. Also
h || g. Fiir jedes k || g mit P € k gilt dann wegen (x) und (P2) auch II, € £,
also nach (P1) k = h.

Zu (E3): Sind 4 Punkte P, @, R, S nach (P3) gegeben, so liegen hochstens
2 auf g. Liegen z.B. R, S auf g, so sei g* die Gerade durch P und R und T’
ein dritter Punkt auf ¢*. Dann T' € P weil sonst ¢ = go. Also P, Q,T nicht
kollinear. [.

12.3 Projektive Ebene im 3-dimensionalen Vektorraum

Satz 12.2 Sei V' ein 3-dimensionaler Vektorraum, z.B. der Raum der Vek-
toren eines 3-dimensionalen affinen Raums (P, G, €) - und diese kann man
als Ortvektoren bzgl. eines Ursprungs Z sehen.

Dann bildet die Menge P* der 1-dimensionalen Untervektorriume (d.h.
Geraden durch Z) als Punktmenge und die Menge G* der 2-dimensionalen
Untervektorraume (d.h. Ebenen durch Z) als Geradenmenge mit der Inklu-
ston C als Inzidenz eine projektive FEbene.

Wahlt man eine Ebene P im Raum mit Z ¢ P, so erhdlt man 1-1-
Entsprechungen

o zwischen Punkten P € P und Geraden | des Raumes mit Z € | || P
bzw. deren Richtungsvektoren v gegeben durch

P=INP, |=ZVP, P=ri+ZcP

e zwischen Geraden g in der Ebene P und Ebenen € mit Z € € || P bzw.
2-dimensionalen Untervektorraumen U ausgenommen der Richtungs-
raum Uy von P.

g=ecNP, e=9gVZ g={ri+Z|uel ri+ZecP}

Uber diese Entsprechung ist (P#,G#, C) zur projektiven Erweiterung der af-
finen Ebene P isomorph:

e Die unendlich fernen Punkte entsprechen den Geraden | || P durch Z,
d.h. den 1-dimensionalen Untervektorrdumen von U,

e Die unendlich ferne Gerade entspricht dem Untervektorraum Uy bzw.
die zu P parallele Ebene durch Z.

e Die Geraden g,h in P sind parallel, genau dann, wenn sie denselben
(1-dimensionalen) Richtungsraum in Uy haben.

Beweis. (P#,G#,C) ist projektive Ebene: In jeder Ebene durch Z gibt es
mindestens 3-Geraden durch Z, also gilt (P0). 2 Geraden durch Z spannen
genau eine Ebene auf, also gilt (P1). 2 Ebenen durch Z schneiden sich in
genau einer Geraden, also gilt (P2). Es gibt eine Ebene nicht durch Z und in
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dieser mindestens 3 nicht kollineare Punkte P, @), R. Sei S der Schnittpunkt
der Parallelen zu PV @) durch R bzw. zu PV R durch (). Dann sind keine 3
aus P, Q, R, S kollinear. Die Verbindungsgeraden mit Z ergeben 4 Punkte in
P#, von denen keine 3 kollinear sind.

Die angegebenen 1-1-Entsprechungen und damit die Isomorphie sind of-
fensichtlich. 1.

12.4 Homogene Koordinaten

Korollar 12.3 In der Situation des Satzes gibt es eine 1-1-Entsprechung
zwischen Koordinatensystemen « : Oy, dy, dy der affinen Ebene P und Basen
Q : dp,dy,ay des Vektor-Raumes, gegeben durch

—
Gy = Z0,, Ou=idy+ 7

Fiir einen Punkt P € P gilt dann

1
P“z(il) o PY=7= |1 wobei P =%+ Z
2
T2

Multipliziert man das Koordinatentripel mit r # 0 so erhélt man

r Yo
rry | = | y1 | mit yo # 0
TZ2 Y2

und aus diesem die urspriinglichen Koordinaten (in der Standardform), indem
man durch g, dividiert. Da es also auf eine solche Multiplikation mit r # 0
nicht ankommt, spricht man von homogenen Koordinaten.

12.5 Matrizen und Basistransformation im Vektorraum

Basistransformation haben wir schon in Kap.6 diskuiert. Um mit 3 Koor-
dinaten effizient zu arbeiten, sollten wir die Matrixnotation einfithren: Eine
3 x 3-Matrix T iiber dem Korper K wird so notiert:

t11 ti2 t13
T = |ty ta t

t31 t32 133

und das Produkt mit einer 3-Spalte so ausgerechnet

T t1121 + 1222 + t1323
T ) = tgll’l + tggl’g + t23$3
T3 13171 + t3272 + t3323

Es gilt das Assoziativgesetz (AB)x = A(Bx).
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Bei einer Basistranformation sind die Koordinaten der Basisvektoren der
neue Basis 3 : by, b, b3 bzgl. der alten Basis « : dy,ds,ds gegeben - wir
notieren sie als die Spalten der Transformationsmatriz

T=,Tp

Dann kénnen wir aus den neuen Koordinaten #° bzgl. der neuen Basis 3 die
Koordinaten #* bzgl. der alten Basis « so berechnen

7 = JT7"

- der Beweis ergibt sich daraus, dass wir die gj entsprechend der Spalten als
Linearkombinationen
bj - tljajl + tgjag + tgjag
schreiben und dann in
= 1'151 + 1'252 + 1’353

einsetzen und alles ausmultiplizeren und dann nach den a@; zusammenfassen.
Fiir 2 x 2-Matrizen entsprechend.

12.6 Homogene Koordinatentransformation

Betrachten Wir_’nu_r} fiir die affine Ebgne Wﬁben ein zweites Koordinaten-
system (3 : Og, by, by und den Vektor by = ZOg, so hat die Transformations-
matrix fiir die zugehérigen Basen & und 3 von V' die Form
) 1 0 0
odp=alz= |t tn ti
loo o1 t22

tin ti2
= T
(t21 t22)
die Transformationsmatrix fiir die Basen & : @y, d> und E : 51,52 des Rich-
tungsraums Uy der affinen Ebene und

1o
v= (1) =0

sind die affinen Koordinaten des neuen Ursprungs von P bzgl. des alten Koor-
dinatensystems a von P. Fiir eine Punkt P transformieren sich die homogenen
Koordinaten also so

Dabeli ist

1 0"

& _ popb_
P& =, TsP? = (m T

) po mit Nullzeile 0*

Bei genauem Hinsehen besagt das gerade (falls man die homogenen Koordi-
naten in der Standardform benutzt) , dass

P = Jvg+ &T5P"
entsprechend der bekannten Transformation fiir affine Koordinaten. Der Vor-

teil ist die einheitliche Notation fiir die Basistransformation einschlielich des
Wechsels des Ursprungs.



12.7 Matrixprodukt und inverse Matrix 85

12.7 Matrixprodukt und inverse Matrix

Das Produkt von 3 x 3-Matrizen (fiir 2 x 2 Matrizen alles entsprechend) ist
so definiert:

aix a2 a3 bii bz big
A-B= o1 Q922 (A23 : b21 b22 b23
a31 32 a33 bsi b3z bss

a11011 4 a12ba1 + aizbs1  ajibia + aiabye + a13bse  a11013 4+ ai3bas + aizbss
= | a21bi1 + agebar + agsbsi  ag1bia + agabog 4 agsbss  ag1biz + assbas + assbss
azi1biy + asobar + assbsi  agibia + agaboe 4 assbss  asibiz + assbas + assbss

bll b12 b13
- (A b21 A b22 A b23 )
b31 b32 b33

d.h. man multipliziert jede Spalte von B mit A und macht aus diesen Spalten
die Spalten von AB. Es gilt das Assoziativgesetz A(BC) = (AB)C.

Die Matrix
100
E={0 10
0 01
heifit Einheitsmatriz und es gilt
FA=AFE=A

Hat man Matrizen AB mit AB = BA = E, so sind A und B invers zuein-
ander und bestimmen sich wechselseitig eindeutig. Man schreibt B = A~}

und A = B~!. Gibt es zu A eine inverse Matrix, so heifit A invertierbar. Es
geniigt, dass AB = E oder dass BA = F.

12.8 Umgekehrte Basistransformation

Hat man in einem Vektorraum Basen o und 3 gegeben, so kann man natiirlich
in beiden Richtungen transformieren

7 = JT37°, 3 = 5T,
Es folgt durch nochmaliges transformieren
P = gT, % = gT, T3, 7 = JT33° = T sT02"

also
Lo oI =FE

indem man fiir  die Vektoren aus 3 einsetzt
odppl, =FE

indem man fiir Z die Vektoren aus « einsetzt. Also sind Transformationsmat-
ruizen invertierbar und es gilt

6To=oT5',  oTp= pT,"
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12.9 Orthogonale Matrizen und Transformationen

Zu einer 2 x 2-Matrix

A= ai; a2 ist At — ai; a21
21 Q922 Q12 Q22
ist die transponierte. Die Matrix A ({iber einem quadratisch abgeschlossenen
angeordneten Korper) ist orthogonal falls
A'A=F
also insbesondere A invertierbar.

Lemma 12.4 Sei d : dy,dy Orthonormalbasis der euklidischen Ebene. Dann
ist die Basis 3 : by, by orthonormal genau dann, wenn die Tranformations-
matriz 15 orthogonal ist.

Beweis. Wir haben nach Defintion der Transformationsmatrix
bi = ti1Gy + to1da, by = t12a1 + ool

und, weil @, @y orthonormal ist,

(B[ B1) = 6, + 131, (B | Ba) = 1, + 13,
<51 ‘ g2> = t11t12 + ta1tao, <52 | 51> = totes + tiotor
also o o
&T‘Z&TE _ <é1 | ljl) @1 \ [12)
’ (B2 | B) (s | Bo)

und daraus folgt die Behauptung. [

Fiir eine orthogonale Matrix gilt auch AA' = F - das folgt wenn man A
als Transformationsmatrix in der einen, A! in der umgekehrten Richtung
auffasst.

12.10 Affine Matrizen

Affine 3 x 3-Matrizen sind von der Form

t A

Lemma 12.5 Produkt and Inverse of affiner Matrizen, falls existent, sind
wieder affin

10 (10Y [ 1 0 1o\' ([ 1 o
s B) '\t A) " \s+Bt BA)" \t A) ~\-A't A

Hier wird das Prinzip der Matrixmultiplikation einfach auf die Blocke ange-
wendet.

(1 0 ) mit A € K**? and t € K2, 0* Nullzeile

Korollar 12.6 Inbesondere gilt also fiir die Transformation homogener Ko-
ordinaten

~ ~ 1 0* 1 0"
— _1 — ==
ila= (T5)" = (_ T s aTﬁ‘l) - (— 3Ta aVp 6Ta)
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13 Affine Abbildungen

Wir wollen Abbildungen ¢ : P — P der (euklidischen) affinen Ebene P in sich
betrachten und unter Zuhilfenahme der Vektorraumstruktur V' des Raumes
beschreiben. Vieles geht allgemeiner fuer desarguessche affine Ebenen. Fiir
den eukldischen Raum geht alles analog, nur mit 1 Dimension mehr.

13.1 Beispiele
. Identische Abbildung ¢ = idp mit ¢(P) = P

—_

2. 7Zu jedem Vektor v ist die Verschiebung oder Translation ¢ = 15

P— 13(P)=v+P

3. Punktspiegelung an O mit ¢(Z + O) = —=Z + O.
4. Zentrische Streckung an O um r mit ¢(Z+ O) = rZ + O.

5. Spiegelung an Gerade durch O mit Normalensvektor 7

o(Z+0)=(Z—2(n|2)yn)+ O

6. Gleitspiegelung: ¢(Z+0) = (&) + v+ O wobei o Spiegelung an Gerade
durch O mit Richtungsvektor
7. Drehung mit Zentrum O um Winkel w
¢(P) =Q « |0Q|=|0P|, ZQOP =w

allerdings braucht man hier noch den Begriff der Orientierung - an-
schaulich: gegen die Uhr

13.2 Affine Abbildungen
Eine Abbildung ¢ : P — P heisst affin wenn gilt

APQ = RS = \o(P)p(Q) = 6(R)4(S) fiir alle P,Q,R,S € P, \€ K

Korollar 13.1 Die Hintereinanderausfihrung von affinen Abbildungen ist

affin.

Satz 13.2 Fine injektive Abbildung ist affin genau dann, wenn sie Geraden
auf Geraden abbildet und erhdlt Parallelitit und Streckungsverhdltnisse.

Beweis. Sei ¢ affin. Sei g die Gerade durch P, @ und h die durch ¢(P), ¢(Q).
Liegt R auf ¢, so gibt es A mit PR = APQ, also ¢(P)p(R) = Ad(P)d(Q) und
somit ¢(R) auf h. Andererseits lidsst sich jeder Punkt auf h auf eindeutige
Weise so darstellen. Also h = ¢(g). Ist ¢’ parallel zu g, wird ¢’ von Punkten
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R, S mit RS = P—Cj aufgespannt, also ¢(g’) von ¢(R), ¢(S) und das ist parallel
zu h.

Umkehrung: Im Fall A = 1 geht es darum, dass Parallelogramme auf
Parallelogramme abgebildet werden - was aus der Annahme {iner die Abbil-
dung von Geraden folgt. Fiir allgemeines A gilt dann die Behauptung wegen
Erhaltung der Streckungsverhéltnisse. [J

Lemma 13.3 Sei O fest. Jede affine Abbildung ldsst sich eindeutig als Hin-
tereinanderausfihrung einer affinen Abbildung po mit Fizpunkt O und einer
Translation T schreiben

¢=T10do, mitT(0)=¢(0), do=7 "o

13.3 Lineare Abbildungen

Eine Abbildung ¢g : V' — V eines K-Vektorraums in sich ist linear, wenn fiir
alle Z,y € V und r € K gilt

Go(T + 4) = ¢o(T) + ¢o(¥), Go(rT) = r(do())

Satz 13.4 Sei O € P fest. Die (injektiven) affinen Selbstabbildungen ¢ :
P — P entsprechen umkehrbar eindeutig den (injektiven) linearen Abbildun-
gen ¢g : V. — V vermdége

P(@ + 0) = ¢o(Z) + ¢(0),  ¢o(Z) = #(0) ¢(Z + O)
Die lineare Abbildung ¢o hdngt nicht von O ab.

Beweis im injektiven Fall. Sei ¢ gegeben. Nach (A2) ist ¢y wohldefiniert
und eindeutig bestimmt. Die Definition von affiner Abbildung ergibt sofort
¢o(rZ) = roo(F). Anderserseits werden Parallelogramme wieder auf Paral-
leogramme abgebildet, also das mit Seiten O, Z + O und §+ O, 7 + iy + O,
auf das mit Seiten ¢(O), ¢(Z+ O) und ¢(y+ O), (7 + § + O). Es folgt

$o(T +9) + ¢(0) = ¢(T + 7+ O) = do(T) + ¢o(¥) + ¢(O)

also ¢o(Z + §) = ¢o(Z) + ¢o(Y).

Sei umgekehrt ¢ linear. Sei p'= OP usw. und Mq—p) =APQ = RS =5-T.
Dann

P(R)p(S) = (0)d(5) = ¢(0)p(R) = ¢o(5) = ¢o(F) = ¢o(5 —7)
= do(AMT = D)) = Abo(7 = P) = Ao(P)o(Q).

Weiterhin
T+ Q) =T+ T+ O) = ¢o(T + U) + O = ¢o(T) + (V) + O

= ¢o(T) + ¢(T+ O) = ¢o(7) + $(Q)

falls Q = 140, was die Unabhéangigkeit von der Wahl des Punktes O beweist.
O
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Korollar 13.5 Die affinen Abbildungen ¢ mit Fixpunkt O entsprechen um-
kehrbar eindeutig den linearen Abbildungen ¢o vermdige ¢(Z+O0) = ¢o(Z)+O

Ist O ein Fixpunkt von ¢ und wéhlt man diesen als Ursprung, so wird bei der
beliebten Identifikation von Punkten mit Ortsvektoren die affine Abbildung
¢ mit der linearen Abbildung ¢, identifiziert.

Korollar 13.6 FEine affine Abbildung ist injektiv, surjektiv bzw. bijektiv ge-
nau dann, wenn es die zugehorige lineare Abbildung ist.

13.4 Matrixbeschreibung

Matrixbeschreibung affiner Abbildungen der Ebene in homogenen Koordina-
tem bzgl. affiner Koordinatensysteme erweist sich als ein Spezialfall der Be-
schreibung linearer Abbildungen im 3-dimensionalen Vektorraum bzgl. der
zugehorigen Basen. Insbesondere gelten die aus LA bekannten Transforma-
tionsformeln. Hintergrund davon ist, dass man einer affinen Abbildung ¢ der
Ebene P (mit Richtungsebene Up) eine lineare Abbildung des ¢ des Vektor-
Raumes zuordnen kann mit

QE)+ZePtiri+ZecP, o) e U, fir @ € U

Satz 13.7 Seien « : O, dy,dy und [ : 05,51,52 Koordinatensysteme der
Ebene. Dann gibt es 1-1-Entsprechung zwischen affinen Abbildungen ¢ : P —
P und affinen Matrizen A gegeben durch

oy =irt, A= (y %) = e

Dabei gilt
600 = () A= (@l@)? (on(@)”

Im Falle o = B sind die Translationen 13 gekennzeichnet durch A = E
und t = 0%, die Abbildungen mit Fizpunkt O, durch t = 0.

Die nullte Spalte von A enthilt die g-Koordinaten des
Bildes des Urspungs von «, die Spalten von A enthalten
die -Koordinaten der Bilder der Basisvektoren von &.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass ¢(O,) = Og bzw. t = 0. Dann
kénnen wir ¢ durch die lineare Abbildung ¢, ersetzen und kennen fiir diese
die Behauptung aus LA I. Die Aussagen im Fall « = 3 sind offensichtlich.

Im allgemeinen Fall einer affinen Abbildung ¢ sei v = ¢(0,)Os und
Y = 15 0 ¢. Dann ¢(0,) = O und wir haben die Entsprechung

1 o
Ve = (0 A)
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Nun ¢ = Tgl o1 = 7_z o1 d.h. wirv haben die Entsprechung

3705 = G %)

und die Behauptung folgt mit
10"y _ (1 0"\ (1 0O B
t A) \t E 0 A
Korollar 13.8 Fine injektive affine Abbildung ist auch bijektiv.

Beweis: Die entsprechende Behauptung gilt fiir lineare Abbildungen. [

Korollar 13.9 Zu Dreiecken Py, P1, Py und Qq, Q1, Q2 gibt es genau eine
affine Abbildung ¢ mit ¢(FP;) = Q; fir i =0,1,2 und diese ist bijektiv.

Beweis. Die Dreiecke stehen in 1-1-Entsprechung zu Koordinatensystemen
a: Py, ByPy, PyP, und (3 : Qo, QoQ1, Qo). Die entsprechende Matrix ist hier
die Einheitsmatrix. [J

Korollar 13.10 Komposition und Inverse (bijektiver) affiner Abbildungen
sind affin und es gilt

(o) = %DB ‘3 Pa dﬁb_la = (dﬁba)_l

13.5 Transformation der Matrixbeschreibung

Wir wollen jetzt affine Abbildungen nur in der Form

beschreiben, also bzgl. jeweils desselbe Koordinatensystems in Ein- und Aus-
gabe. Dafiir betrachten wir den Wechsel von einem Koordinatensystem zu
einem anderen zu einer anderen. Hier gilt, wie wir wissen

fa? 5 2o I a
P* = [I3P” wobei 3= . v =(0g)".
v d‘Tg

Das folgt auch aus der bekannten Formel fiir lineare Abbildungen und dem
Unstand, dass

oI5 = T i
die Transformationmatrix fiir die Basen & und § von V ist. Es folgt
~ ~ 1 0"
e = (e £
BLa atp 1 1
Fiir eine affine Abbildung ¢ : P — P haben wir daher

o da= olp 055Ta

1 0\ (1 0%\ (1 0"\ _ 1 0*
v §)\t A) \w §) T\v+St-51ASy) SAS!

wobei S = 1=
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14 Bewegungen

14.1 Bewegungen und orthogonale Abbildungen

Eine Bewegung ist eine abstandserhaltende Abbildung ¢ : P — P der eukli-
dischen Ebene oder Raumes in sich

[9(P)p(Q)| = |PQ|  fir alle P,Q € P

Lemma 14.1 Die Hintereinanderausfiihrung von Bewegungen ist Bewegunyg.
Translationen sind Bewegungen.

Lemma 14.2 Jede Bewegung ist eine affine Abbildung.

Beweis. Wie wir schon wissen, kann Kollinearitdt durch Abstédnde ausge-
driickt werdn: @ zwischen P und R genau dann, wenn |PR| = |PQ| + |QR)|.
Somit werden Geraden in Geraden abgebildet. Kongruente Dreiecke werden
auf kongruente Dreiecke, also nach dem Satz iiber Wechselwinkel an Par-
allelen auch paralle Geraderin para_ll)ele Graden abgebildet. Es ist nun zu
zeigen, dass eine Beziehung RS = AP(Q) durch Abstédnde ausgedriickt werden

kann. Bestimme dazu Q' mit ITQ = )\P_C)Q. Dies bedeutet
e |PQ'| =|PQ|+ |QQ| im Falle A > 1
o |[PQ|=|PQ|+|QQ]im Falle 0 <\ <1
o |[QQ'| = |Q'P| + |PQ)| im Falle A < 0

O

14.2  Orthogonale Abbildungen

Eine lineare ¢ : V' — V eines euklidischen Vektorraumes V' ist eine ortho-
gonale Abbildung, wenn eine der folgenden dquivalenten Aussagen gilt (die
Aquivalenz ergibt sich daraus, dass die Linge aus dem Skalarprodukt defi-
niert werden kann und umgekehrt - (Z| ) = (|17 + ¢]* — |Z|* — |¥]?)

o (0(T)|6(7) = (| firalle Z, 7€V o |(F)| = || fir alle 7 € V

Korollar 14.3 Fine affine Selbstabbildung ¢ : P — P der euklidischen Ebene
ist genau dann eine Bewegung, wenn die zugehdrige lineare Abbildung ¢
orthogonal ist.

Beweis. |Z] = (0,24 O], |¢o(Z)| = [¢(O)p(Z+ O)| und die Behauptung
ist klar. [J Beispiele von Bewegungen mit Fixpunkt O sind in der Ebene
Drehungen und (senkrechte) Spiegelungen an einer Geraden, sowie Gleit-
spiegelungen.
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14.3 Matrixbeschreibung

Fiir eine lineare Abbildung ¢ : V' — V eines endlichdimensionalen euklidi-
schen Raumes sind dquivalent

(1) ¢ ist orthogonal
(2) Das Bild einer/jeder ON-Basis ist ON-Basis
(3) Bezgl. eines/jedes Paares von ON-Basen ist ,¢3 orthogonal

Beweis.1 = 2 ist trivial. 2 = 3. Die Spalten der Matrix g¢, von ¢ bzgl.
der ON-Basen «, 3 sind die Koordinaten der Bilder ¢(¢€;) der ON-Basis « :
€, ..., e, also orthonormal, da die ¢(€;) eine ON-Basis bilden. Also ist 3¢,
orthogonal.

3= 1. Sei A = 3¢, orthogonal. Dann

(0(@) | () = (D(T)7) ¢(§)" = (AT*)" Ag™ = (I*) A" Ag™ = (I°) Ey* = (T )

Korollar 14.4 FEine orthogonale Abbildung ist durch die Bilder von dim V —
1 unabhdingigen Vektoren schon zweideutig bestimmt - eindeutig bei Vorgabe
der Orientierung.

Korollar 14.5 FEine affine Abbildung der Ebene ist genau dann eine Bewe-
gung, wenn sie bgzl. eines orthonormalen Koordinatenssystems durch eine
affine Matrixz A mit orthogonaler Matriz A beschrieben wird

14.4 Determinante?

Fiir eine reelle 2 x 2-Matrix A definieren wir
det A = aj1a92 — az1a12
Satz 14.6 det E =1, det(AB)=det A det B, detA = detA

Beweis. nachrechnen. [ Wir vermerken die wichtigen Spezialfille

Korollar 14.7

1
A)=r"det A Al = —— “1A8) = A).
det(rA) =r"det A, det et A det(ST AS) = det(A)
Korollar 14.8 Fiir eine lineare Abbildung ¢ eines 2-dimensioalen Vektor-
raumes hdingt det ¢, nicht von der Basis o ab.

Beweis. Transformationsformel und Kor.14.7. 0 Wir definieren dies als die
Determiante det ¢ der Abbildung. Die anschauliche Bedeutung des Betrags
der Deteminante in der Ebene ist die Flache der Bildes des Einheitsquadrats,
d.h. “VergroBerungsfaktor”.

Korollar 14.9 FEine injektive affine Abbildung der Ebene ist entweder ori-
entierungserhaltend oder orientierungsumkehrend, d.h. es gilt det ¢ > 0 oder
det p <0
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14.5 Klassifikation ebener orthogonale Abbildungen

Korollar 14.10 Fiir Orthonormalbasen o und (3 : 51, b giltdet § = det(gl.l;g) =
det (5 b2) = +1

Beweis. B = (b b9) ist orthogonal, also B' = B~! und (det B)? = det B det Bt =
det BB'=det E =10

Eine Ortientierung wird durch die Vorgabe einer Orthonormalbasis « festge-
legt. Eine Orthonormalbasis 3 ist dann genau dann positiv orientiert, wenn
det 8 = 1, andernfalls negativ orientiert.

Satz 14.11 FEine orthogonale Abbildung ¢ im 2-dimensionalen euklidischen
Vektorraum g¢ilt entweder det ¢ = 1 und es handelt sich um eine Drehung
oder det ¢ = —1 und es ist eine Spiegelung an einer Geraden

Beweis. Wir benutzen wieder mal Ortsvektoren und legen eine positiv ori-
entierte ON-Basis €7, &, fest. Das Bild 51,52 ist wieder eine ON-Basis und
positiv orientiert, falls det ¢ = 1. Die Koordinaten der Bilder der Basisvek-
toren bestimmen sich dann laut Drehmatrix

cosw —sinw
sinw  cosw
Ist det ¢ = —1, so ist 51, 52 negativ orientiert und somit
(*) 461, gg = 481, 51 —90° = 482, 51

Andererseits |b; — | = |¢(by) —bs|, also ¢(by) = &;. Entsprechend ¢(by) = &.
Wegen (*) ist die Winkelhalbierende g zu €;,b; auch die zu by, € und es
handelt sich somit um die Spiegelung an g - weils fiir die Basis stimmt.

14.6 Klassifikation der ebenen Bewegungen

Eine Gerade [ ist Fizgerade unter der Bewegung ¢ falls ¢ P auf [ fiir alle
Punkte P von .

Satz 14.12 FEine Bewegung in der euklidischen Ebene ist genau von eimen
der folgenden Typen und der Typ ist durch die Anzahl der Fixpunkte bzw.
Fizgeraden bestimmit

1. Identitdt: mindesstens 3 nicht kollineare Fixpunkte

2. Echte Translaation: kien Fixpunkte, midenstens 2 Fizgeraden. Die Fix-
geraden bilden eine Parallelschar.

3. Echte Drehung: genau eine Fizpunkt. Orientierungserhaltend

4. Spiegelung: midenstens 1 Fixpunkt, genau eine Fixgerade. Die Fizgera-
de besteht genau aus den Fizpunkten.
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5. Echte Gleit(Schub)Spiegelung: keine Fizpunkte, genau eine Fizgerade.

Beweis. Jede affine Abbildung hat die Form ¢ = 7 o ¢ wobei 7 Translation
und ¢o mit (beliebig vorgegebenem) Fixpunkt O. Hier ist ¢ Bewegung ¢ und
somit ¢p entweder Drehung p mit Zentrum O und Winkel w oder Spiegelung
o mit Achse [ durch O. O.B.d.A. ist keines von 7, p, o die Identitat. Sei 7 = 73

Bzgl. 7 o p kann man eineﬁadius und Punkte P, @) auf den Kreis um O
so, dass p(P) = Q und £ = QP. Dann ist P Fixpunkt und ¢ Drehung mit
Zentrum P und Winkel w, weil p = ¢ und ¢ denselben Linearteil ¢y haben.

Sei o Spiegelung an [. Zerlege ¢ = {1 + t, mit ; senkrecht zu [ und &,
parallel zu [. Dann ist 7;; o 0 Spiegelung an der Geraden [’ || [ durch (den
Fixpunkt) %ﬂ +0O wieder wegen des Linearteils ¢g. Definitionsgeméaf ist dann
T oo = T o7, o 0 Gleitspiegelung an I’ mit Schubvektor ty. O

Korollar 14.13 Sei 7 Translation. Ist p Drehung, so auch 7o p. Ist o Spie-
gelung, so ist T o g Spiegelung oder Gleitspiegelung.

14.7  Ahnlichkeitsabbildungen

Satz 14.14 Fliir eine bijektive affine Abbildung ¢ der euklidischen Ebene sind
die folgenden Aussagen dquivalent

(i) Es gibt ¢ >0 mit |¢(P)p(Q)| = c|PQ| fir alle Punkte P,Q
(i) LPp(A)p(B)p(C) = LABC fiir alle Dreiecke ABC

(1ii) Es gibt eine orthogonale Abbildung 1o und Konstante r > 0 mit ¢g =
o

Eine solche Abbildung heiBt Ahnlichkeitsabbildunyg.

Beweis. (i) = (i7). Sei |BA| = |BC|. Es folgt |¢(B)o(A)| = |¢(B
c|BA|. Wihle A" auf ¢(B)Vé(A) und C’ auf ¢(B)Ve(C) mit |
|¢(B)C'| = | BA|. Nach dem Strahlensatz folgt |A'C’| = 1[¢(A)¢(C)
Also Z¢(A)¢(B)d(C) = LABC.

(74) = (4i7). Wihle orthonormales Koordinatensystem O, €, €;. Dann ist
és + O, O, €, + O ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck, also auch sein
Bild ¢0(&)+0, O, $o(&1) +O. Also ¢o(¢;) = cb; mit Orthonormalbasis by , bs.
Sei also ¢ die orthogonale Abbildung mit ¢ (&;) = b;.

(111) = (i). Setze ¢ = r. Wegen ¢ = 7 o ¢p gilt |p(0) d(T + O)| =
l¢o(@)l = lrvo(D)]| = cllo(@)]| = el 7] = c|lOZ + O|. O

Eine affine Abbildung ¢ mit Fixpunkt O ist eine zentrische Streckung, falls
es r # 0 gibt mit ¢y = rid (vgl. Kap.4.11)

)e(C)] =
(B)A'| =
| = [AC].

Satz 14.15 Jede Ahnlichkeitsabbildung ist von genau einem der folgenden
Typen

(1) echte Translation
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(2) Drehstreckung (o p, wobei ¢ zentrische Streckung und p Drehung, beide
mit demselben Fizpunkt

(8) Schubklappstreckung 70 ¢ o 0 mit Spiegelung o and I, zentrischer
Streckung ¢ mit Fixpunkt auf | und Translation mit Schubvektor v par-
allel [,

(1) und (2) sind orientierungserhaltend, (3) orientierungsumkehrend. (3) enthélt
die Klappstreckungen als Spezialfall mit ¥ = 0 d.h. mit Fixpunkt O. In (2)
und (3) hat man die entsprechenden Bewegungen als Spezialfall mit r = 1.

Beweis wie bei Klassifikaion der Bewegungen: ¢ = 7 o ¢ wobei ¢o Dreh-
streckung bzw. Klappstreckung mit Fixpunkt O. Ersteres als Ubung 12.3.1.
Sei also ¢o Klappstreckung an ¢ mit Streckfaktor r. Es geniigt, den Fall ¢
senkrecht zu [ zu betrachten. Hier hat man Klappstreckung an I’ || [ durch
(den Fixpunkt) Hilt: + O wieder wegen des Linearteils ¢y = r¢ mit ortho-
gonalem v und det ¢ = —1. [J

14.8 Bestimmung

Eine affine Abbildung ¢ ist durch ihren Linearteil ¢y und das Bild ¢(P)
eines einzigen Punktes P schon eindeutig bestimmt. Aber wie macht man
das konkret? Wir wollen das fiir Ahnlichkeitsabbindungen untersuchen. Dazu
benutzen wir anstelle der linearen Abbildung ¢q die affine Abbildung ¢o mit
do(Z+ 0) = ¢o(¥) + O, die den (beliebig vorgegebenen) Fixpunkt O hat. Es
sei der Punkt P und sein Bild ¢(P) gegeben.

e Sei ¢p Klappstreckung mit Achse g und Streckfaktor » > 0. Dann ist ¢
Schubklappstreckung mit Faktor r» und es sind Achse und Schubvektor
zu bestimmen.

Wir ziehen die Parallele ¢’ zu g durch ¢(P) und fillen das Lot [ auf ¢’
—
mit Fulpunkt S. Sei §= P.S und

1
A= S+ P
r+1
Dann ist die Parallele ¢” zu g durch A die Achse der Schubklappspie-

gelung ¢.

e Sei ¢p Drehstreckung mit Zentrum O, Winkel w und Streckfaktor r.
Dann ist ¢ Drehstreckung mit Winkel w und Faktor r und es ist das
Zentrum Z zu bestimmen. Ist ¢(P) = p, so P = Z. Sei also ¢(P) # P.
Ist w € {0° 180°}, so liegt Z auf der Geraden durch P¢(P) und man

_— — _— —
bestimmt Z nach Z, ¢p(P) = rZP falls w = 0° nach Z,¢(P) = —rZP
falls w = 180°.

Sei also w # 0°,180°. Dazu eine Hilfskonstruktion: Wir bestimmen
¢o(Q) fir einen beliebigen Punkt @@ # O. Also ZQO¢(Q) = w und
|0 o(Q)| = r|OQ)|. Dann ist Z bestimmt durch

LPY(P)Z = £Q¢(Q)0, Zo(P)PZ = 26(Q)Q0
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d.h. als Z = ¢(0), ¢ die eindeutig bestimmte orientierungerhaltende
Ahnlichkeitsabbildung mit ¥(Q) = P und ¥(4(Q)) = ¢(P).

14.9 Komposition

Lemma 14.16 Der Linearteil der Komposition ist die Komposition der Li-

nearteile: (1 o ¢)o = 1o © ¢o.

Beweis. (¢ 0 ¢)(7 + O) = ¢(o(T + O)) = ¥(¢o(T) + ¢(0)) = tho(do(¥)) +
W(¢(0)) = (o 0 ¢o(Z)) + (¥ 0 ¢)(0)). O

Korollar 14.17 1. Die Komposition von Drehstreckungen ist Drehstreckung
2. Die Komposition von Drehstreckung und Translation ist Drehstreckung

3. Die Komposition von Schubklappstreckung und Translation ist Schub-
klappstreckung

4. Die Komposition von 2 Schubklappstreckungen ist Drehstreckung oder
Translation. Sie ist Translation genau dann, wenn die Linearteile der
Faktoren zueinander invers sind.

Wir schreiben

e po(w,r) fiir ein Drehstreckung mit Winkel w, Faktor r und Zentrum O

e oo(d,r) fir eine Klappstreckung mit Achsenrichtung a@, Faktor r und
Fixpunkt O

Lemma 14.18 1. Tg30Ts = Tgew

2. oo(d,r) o1y = 1g00op(a,r) mitw = og(d,r)(V)

3. po(w,r)o 15 =Tg0 po(w,r) mit & = po(w,r)(V)

4. po(W',r") 0 po(w,r) = po(w +w',rr')

5. po(w,r)oop(d,r) =oo(po(%,1)(d@),rr’)

6. oo(d,r') o po(w,r) = go(po(5%,1)(@), 1) = —po(w,r) 0 0o (d, 1)
7. oo(d@,r") ooo(d,r) = po(w,rr’) mit w = Zad'

8 mil=14

9

10. oo(d,r
Beweis. Zu 2 und 3 beachte (¢p o 73)(0) = ¢o (T4 O) = ¢o(7), also
¢O O Ty = Tw © ¢O mit W = ¢0(6)

Eine Drehstreckung bzw. Klappstreckung ist durch Fixpunkt und Bild eines
weiteren Punktes eindeutig bestimmt. Damit verfiziert man ;eicht 4-7 und
9-10. O
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Korollar 14.19 Sei O beliebig vorgegeben. Jede Ahnlichkeitsabbildung ¢ lisst
sich eindeutig schreiben als

¢ =150 po(w,r) oder ¢ =150 00(d,r)

Um Inverse oder das Produkt von zwei auf diese Weise gegebenen Abbildungen
lassen sich mit obigen Relationen berechnen

14.10 Orthogonale Abbildungen im Raum?

Satz 14.20 Sei ¢ eine orthogonale Abbildung eines 3-dimensionalen eukli-
dischen Raums und A = ¢, bzgl. einer Basis . Dann det A = +1 und es
gibt es eine ON-Basis [3 : W, Wa, W3 mit

detA 0 0
o5 = 0 cosw —sinw
0 sinw cosw

Jenachdem ob det A = 1 oder —1 handelt es sich um Drehung bzw. Drehspie-
gelung mit Winkel w und Achse w,. Ist a-ON-Basis, so ist A orthogonal,

Korollar 14.21 (Euler) Eine Bewegung mit Fizpunkt ist Drehung oder Dreh-
spiegelung.

Korollar 14.22 Die Inversen von Drehungen sind Drehungen, von Dreh-
spiegelungen sind Drehspiegelungen. Die Hintereinanderausfihrung zweier
Drehungen bzw. zweier Drehspiegelungen ist eine Drehung

Lemma 14.23 Zu jeder orthogonalen Abbildung ¢y des Raumes gibt es einen
Vektor & # 0 mit ¢o(W) = 0.

Beweis. Wir diirfen det ¢y = 1 annehmen - sonst betrachten wir —¢g. Sei ¢
die zugehorige affine Abbildung mit Fixpunkt O. Wir wéhlen einen Punkt
A#O. Ist p(A) = A, sind wir fertig. Andernfalls setzen wir

B=¢(A), C=9¢(B)=0d(¢(A))
Insbesondere gilt B # C' und
|OA| =|0B| = |0C|

Sei zunédchst A # C' angenommen. Seien F; und F, die Mittelebenen senk-
recht auf der Strecke AB bzw. BC'

B ={P||PAl=|PBJ}, E»={P||PB|=|PC|}=¢(E)

Beide enthalten O, haben also eine Schnittgerade g. Sei nun P ein Punkt von
g. Dann folgt nach Definition von F;

|PA| = |PB| = |PC|
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Aus P € E), folgt ¢(P) € E5 und somit
[¢(P)B| = |o(P)C]
Schliesslich
[6(P)B| = |p(P)p(A)] = |PA]

und es folgt die Gleichheit aller dieser Strecken, insbesondere
|PB| = |6(P)B|, |PC|=[¢(P)C]
Weil O Fixpunkt ist, gilt auch
|PO[ = |¢(P)O

d.h. P und ¢(P) haben von den drei Punkten O, B,C jeweils denselben
Abstand - und diese liegen nicht auf einer Geraden weil |OB| = |OC]|. Da
die Orientierung erhalten bleibt, folgt ¢(P) = P.

Es bleibt der Fall, dass ¢(¢(A)) = A also ¢o(do(d@)) = @ fiir ein @ # 0.
Dann ¢(w) = o fiir @ = @ + ¢o(a@). O

Beweis des Satzes. Sei w; normierter Vektor mit ¢(w;) = 4w und
erginze zu ON-Basis (§ : Wy, W, ws. Es gilt fir ¢ = 2,3, dass (¢w; | W) =
+(pw; | pwy) = £(w; | Wy) = 0. Also hat ¢ bzgl. 3 die orthogonale Matrix

+1 0 0
A= 0 bir bio
0 bar by

Insbesondere ist B = (b;;) orthogonale 2 x 2-Matrix, Ist det B = 1, so B
Drehmatrix und ¢ Drehung bzw. Drehspiegelung mit demselben Winkel. An-
dernfalls beschreibt B eine Spieglung. Also gibt es ON-Basis ), ), W} so,
dass ¢ die folgende Matrix hat

1 0
0

0
0 -1

S = O

Durch Vertauschen ergibt sich die gewiinschte Form mit w = 7. [

14.11 Eulersche Winkel#

Satz 14.24 Zu zwei gegebenen aufeinander senkrechten Achsenrichtungen @
und b im Raum lisst sich jede Drehung in der Form ¢ = ¢3zopo0¢, schreiben,
wobei ¢1, ¢3 Drehungen um a und ¢o Drehung um b.

Beweis. Es geniigt zu positiv orientierten ON-Basen €; und ﬁ Drehungen
¢1,¢3 um €; und ¢y um €, so anzugeben, dass (b(ﬁ) = ¢; fiir ¢ = ¢p30 g0 ;.
Dazu wihle ¢, so, dass (;Sl(f)l € Rée; + Res. und ¢, so, dass ¢2(¢1(ﬁ)) = é].
Nun bilden &, ¢5(¢1(f2)), ¢2(61(f3)) eine positiv orientierte ON-Basis und
diese kann durch ¢3 in €}, €;, €3 iiberfithrt werden. [J
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Hat man Drehungen ¢, ¢3 um €3 mit Winkeln ¢ und w und ¢, um €] mit
Winkel 6 so erhélt man bzgl. dieser Basis die Matrix

cosw cosY — sinwsiny cosf —sinwcosy —coswsiny cos  sinysin b
coswsiny + sinw cosy cosf —sinwsiny + cosw cosy cosf — cos P sin b
sinw sin 6 cos w sin 6 cos

Hierbei ist ¢; die Drehung um €3 mit Winkel w, ¢5 die Drehung um €} mit
Winkel # und ¢3 die Drehung um €3 mit Winkel ).

Dieselbe Drehung (mit derselben Matrix) kann man aber auch als Hinterein-
anderausfiihrung x3 o x2 o x3 von 3 Drehungen um zwei der (mitbewegten)
Achsen aq, az eines Korpers sehen:

e a3 liegt in Richtung €5 und y; ist die Drehung um a3 mit Winkel v

e a; liegt nun in Richtung von xi(€7) und xs ist die Drehung um a; mit
Winkel 6

e a3 liegt nun in Richtung von y2x1(€3) und x3 ist die Drehung um ag
mit Winkel w

Das folgt sofort aus folgendem

Lemma 14.25 Sind bzgl. einer ON-Basis A und B die Matrizen der Dre-
hungen ¢ bzw. x um die Achse @ bzw. b mit Winkel w bzw. 0, so ist AB die
Matriz von p o ¢, wobei p die Drehung um ¢(b) mit Winkel 0 ist.

Beweis. Die ON-Basis sei ¢;. Die Matrix von p bzgl. der Basis ¢(¢;) ist B, da
qb(b) bzgl. dieser Basis dieselben Koordinaten hat wie b bzgl, &;. Die Matrix A
ist auch die Matrix der Basistransformation von der neuen Basis ¢(€;) zuriick
zur alten Basis €;. Somit hat p bzgl. der alten Basis die Matrix ABA™! und
po ¢ die Matrix ABA™'A = AB. (.

15 Determinanten in Ebene und Raum #

15.1 Orientierung

In einer Ebene oder im Raum wird eine Orientierung durch Auszeichnung
einer Basis und der zuléssigen Deformationen angegeben; dabei kommt beim
Anschauungsraum die “Rechte Hand Regel” zur Anwendung. “Orientierte”
Fléachen bzw. Volumina ergeben sich dann als Determinanten, axiomatisch
durch (D1-4) bestimmt. Eine Besonderheit des dreidimensionalen Raumes
ist das Vektor- oder dussere Produkt (besonders ist, dass es als Operation
im Raum verstanden werden kann). Als Koordinatensysteme benutzen wir
hier positiv orientierte Orthonormalbasen. Beziiglich eines solchen lassen sich
dann Determinanten und Vektorprodukt koordinatenweise berechnen.
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15.2 Flachen

Setzt man fiir Quadrate mit Seitenléinge 1 den Fléacheninhalt 1 fest, so ergibt
sich (nach Archimedes) der Fliacheninhalt eines Parallelogramms als gh, wo-
bei g die Lange einer (Grund)Seite und h die Lénge einer dazu senkrechten
Hohe bezeichnet. (Uberlegen Sie sich auch mal einen Beweis!) Wir definieren
die Determinante

det(@,b) = eF = ||@]|||b]| sin ¢

wobei ¢ der Winkel zwischen (den Ortsvektoren) @ und b ist, F' die Fliche
des von ihnen aufgespannten Parallelogramms und ¢ = 1 falls 0 < ¢ < 7
(Rechtssystem) bzw. € = —1 falls 7 < ¢ < 27 (Linkssystem). Es gilt fur
a, Z;, ¢, in der gegebenen Ebene gilt (vgl Fig.) die Scherungsinvarianz

- -

det(@, b + rd) = det(a, b) = det(@ + sb, b)

d.h. die Grundfliche dndert sich weder nach Betrag noch nach Vorzeichen,
wenn man b langs einer Parallelen zu @ schert, Weiterhin

(D1) det(a@, b+ @) = det(a, b) + det(@, @), det(b+ &, @) = det(b, @) + det(, @)
(D2 —3) det(@,rb) = rdet(a@,b) = det(rd@,b), det(d,a) =0
i 2 .

det(d@,b) = 0 < @b parallel , det(b, @) = — det(a, b)
wie man aus (D1-3) leicht beweist. Z.B. det(@, b+ra@) = det(a, b)+det (@, rd) =

det(@, b)+r det(@, @) = det(a@, b)+r0. Bei “=" muss man allerdings vorauset-
zen, dass es iiberhaupt Vektoren gibt mit det(Z, ¢/) # 0. Auch die Scherungs-
invarianz lasst sich aus (D1-3) herleiten. Wihlt man als Koordinatensystem

der Ebene eine Orthonormalbasis €7, €3, die ein Rechtssystem ist, so gilt
(D4) det(e,é3) =1

und man kann die Determinante aus den Koordinaten berechnen

a; by
as by

-

det(a, b) =

namlich det(a1€1 + a2€2,61€1 + b2€2) = det(alé'l + agég,blél) + det(a1€1 +
aggg, ngg) = det(alé'l, b1€1>+d€t(a2€2, b1€1>+det(a1€1, b2€2)+det(a2é’2, bggg) =
0+ agbl det(é'g, 51) + a1b2 det(é}, 52) + 0= —agbl + albg.

Umgekehrt wird durch die Auszeichnung einer Orthonormalbasis als Koor-
dinatensystem die Orientierung der Ebene angegeben und ein Flichenmafl
eingefiihrt

positiv orientiert >0
a,b < mnegativ orientiert » < det(d,b) =4 <0
linear abhéngig =0

= -,

Fliche Parallelogramm(a, b) = | det(d, b)|



101

15.2 Flachen
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15.3  Vektorprodukt

Ein Tripel unabhéngiger Vektoren bildet ein Rechtssystem im Raum, wenn
ihre Richtungen (in der gegebenen Reihenfolge) mit den Richtungen von
gestrecktem Daumen und Zeigefinger und abgewinkeltem Mittelfinger der
rechten Hand identifiziert werden konnen - Beweglichkeit des Daumens bis
zu 180° gegeniiber dem Zeigefinger vorausgesetzt. Entsprechend hat man
Linkssysteme fiir die linke Hand. Jedes unabhéngige Tripel von Vektoren bil-
det entweder ein Rechts- oder ein Linkssystem . Welche Hand die rechte ist,
ist mathematisch gesehen jedoch eine Frage der Definition: es wird irgendein
unabhéngiges Tripel zum Rechtssystem deklariert und dadurch die Orien-
tierung festgelegt. Alle anderen Rechtssysteme ergeben sich hieraus durch
Drehung des Tripels insgesamt und stetigen Scherungen eines der Vektoren
gegen die beiden anderen, bei denen die drei Vektoren in keinem Stadium in
eine gemeinsame Ebene zu liegen kommen. Wir definieren nun das Vektor-
oder dussere Produkt @= @ x b durch die Bedingungen

]| = |det(d, l;)|, &1 @b und @b, & Rechtssystem oder abhéingig.
Unmittelbar geometrisch einsichtig sind die Regeln
(G1—-2) @xb=0<« abparallel, axb=—bxa

G3) r(@xb) = (rd) x b=a x (rb)
Es folgt wie bei den ebenen Determinanten die Scherungsinvarianz

-

X (b+rd)=dxb=(d+sb)xb

(d.h. det(a, b), Normale und Orientierung bleiben unveréindert) und daraus
dann die Distributivgesetze

(G4) @x b+ =axb+axc (b+d xa=bxa+cxa.

Zum Beweis des ersten Distributivgesetztes diirfen wir zunédchst annehmen,
dass ||aH — 1. Nach Scherung darf man b | @ annehmen, ebenso & L @. Dann
liegen b und ¢ in einer Ebene mit Normale @ und man erhdlt @ x b a x c,
a x (b + €) in dieser Ebene, indem man b, ¢ und b+ @ jeweils um 900 dreht.
(vgl. Folie)

Eine typische Anwendugg des Vektorprodukts ist es, aus zwel nicht paralle-
len Richtungsvektoren b, ¢ einer Ebene einen Normalenvektor 77 = b x ¢ zu
berechnen. Wahlt man als Koordinatensystem des Raumes ist eine Ortho-
normalbasis « : €1, €3, €3, die Rechtssystem ist, so hat man

€1X€2:€3 _’Xé»g 51, _’3X€_»1:€_»2

und die Koordinatendarstellung

axb= &16253 + blaggg + agbggl — agbggl - bg&lgg - agblgg
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as by
asz bz
. asbs — asby a1 by 451 by
axb® = a3b1 — albg = — fir @ = ag ,ba = b2
asz by
a1b2 — a2b1 ay bl as bg
as by

Beweis durch Ausmultiplizieren (Ubung!)

15.4 Volumen

Nachdem das Volumen des Einheitswiirfels als 1 festgelegt ist, ergibt sich
das Volumen eines Spats zu “Grundflache mal Hohe”. Wir definieren nun die
Determinante oder das Spatprodukt als

det(a@,b,8) = (@x b | &) =€V,

wobei V' das Volumen des von (den Ortsvektoren) @, l;, ¢ aufgespannten Spats
ist und e = 1, falls @, I;,E' Rechtssystem, ¢ = —1, andernfalls. Wegen der
Eigenschaften von Vektor- und Skalarprodukt gelten die Regeln (D1—3) und
ihre Konsequenzen entsprechend, z.B. det(rd@ + s@,b,c)) = rdet(a,b, ) +
sdet(@,b,) d.h. Linearitit in der ersten Spalte und entsprechend in den
anderen Spalten. Bei zwei gleichen Spalten erhélt man in allen 3 moglihcne
Féllen Determinante 0. Es folgt Vorzeichenwechsel bei Vertauschung zweier
Spalten, z.B. det(l?, a,c) = — det(a, I;,c_) Also bleibt die Determinante bei
zyklischen Vertauschungen unverédndert.
Eine positiv orientierte ONB hat Determinante 1 und es gilt

ap by o
det(c?, b, 5) = | Q9 bg Cy | = a16203+b102a3+01a2b3—a3b201 —b302a1 —03a2b1.
az by ¢

Wir schreiben auch
det(d,b,c) = det A

mit der Matrix
a by
A = Q9 bg Cy
az by c3

Ersetzt man hier ¢; durch €;, so erhidlt man das Vektorprodukt a x b.

15.5 Ubersicht

Skalar mal Vektor ergibt Vektor: ra. Man konnte auch a@r = rd definieren.
Dann gelten alle Rechenregeln, es kann aber in einem Produkt nur ein Vektor
auftreten und dividieren darf man durch Vektoren auch nicht. Aber man darf
kiirzgn: Aus rd@ = rb folgt @ = b falls r # 0; aus ra = s folgt r = s falls
a# 0.
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—

Das skalare Produkt zweier Vektoren ist ein Skalar: (@ | by. Das Assoziativge-
setz fiir drei Vektoren: @(b | @) = (@ | b)@ gilt nur, wenn @ und ¢ parallel sind.
Kiirzen darf man Vektoren auch nicht (und erst recht nicht durch Vektoren
dividieren): Aus (@ | b) = (@ | @ folgt nur, dass @ auf b — & senkrecht steh.
Immerhin hat man noch Kommutativitidt und Distributivitat; und Assozia-
tivitat soweit nur zwei Vektoren beteiligt sind.

Das Vektorprodukt zweier Vektoren ist ein Vektor: @ x b im Raum. Statt Kom-
mutativitdt haben wir Antikommuativitit, statt Assoziativitit Grassmann.
Immerhin gilt noch das Distributivgesetz, und man kann Skalare herauszie-
hen. Aus @ x b=a x ¢ folgt nur, dass d, I;, ¢ linear abhéngig sind.

Die Determinante dreier (zweier) Vektoren ist ein Skalar Dabei muss eine
Orientierung des Raums (der Ebene) vorgegeben sein. Man hat die Linea-
ritdtseigenschaft in jeder Spalte. Aus det(d, 5,5) = 0 folgt nur, dass @, b, ¢
linear abhéngig sind, d.h. durch Pfeile in einer Ebene repréasentiert werden
koénnen,

Die Orientientierung der Ebenen bzw. des Raumes wird durch eine ON-Basis
festgelegt. Eine weitere Basis @y, ds bzw. @1, ds, ds ist dann positiv orientiert,
wenn det(dy,d2) > 0 bzw. det(dy,ds, ds) > 0, andernfalls ist sie negativ
orientiert. Im realen Raum konnen wir die positive Orientierung durch die
“Rechte-Hand-Regel” festlegen, fiir Ebenen in “Draufsicht” durch die “gegen-
die-Uhr-Regel”.

16 Projektive Réume?”

16.1 Axiome Beispiele

Projektive (lincidenz) Rdume sind so definiert

(P1) Durch je 2 Punkte geht genau eine Gerade.
(P2) Auf jeder Geraden gibt es mindestens 3 Punkte.

(P3) Sind die Py, Pi, Py, P; paarweise verschiedene Punkte und die [; Gera-
den P;, P,y (Indizes modulo 4), und haben [y, [, einen gemeinsamen
Punkt so auch [y, [3.

Die Aussage des Satzes von Desargues ist

(P4) Seien A, B,C und A’, B',C" Dreiecke und O ein Punkt so, dass jedes
Tripel O, A, A", O, B, B’ und O,C,C" aus 3 kollinearen Punkten be-
steht. Dan schneiden sich die die Geraden durch A, B bzw. A’, B’ in
eine Punkt @, @, die durch A, C bzw. A’,C’ in eine Punkt R, und die
durch B,C bzw. B',C" in P so, dass P, @, R kollinear sind.

Korollar 16.1 Die I- bzw. 2-dimensionalen Untervektorriume eine Vektor-
raums sind Punkte bzw. Geraden eines desarguesschen projektiven Raums,

d.h. es gelten (P1)-(P4).
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16.2 Projektiver 3-Raum

Eine Teilmenge S der Punktmenge P* eines projektiven Raums ist ein Teil-
raum, falls far alle P # @ in S, und kollineare P, @, R auch @ € S. Jede
Teilmenge X von P ist in einem kleinsten Teilraum enthalten, dem von X
erzeugten. Ein von 3 nicht kollinearen Punkten erzeugter Teilraum ist eine
Ebene. Wird P* von 4 Punkten nicht in einer Ebene erzuegt, so handelt es sich
um einen projektiven 3-Raum. Die folgenden Modifikationen der Axiome ei-
nes affinen 3-Raums folgen dann leicht aus (P1-3) - und sind eine dquivalente
Axiomatisierung

1. Eine Grade liegt in einer Ebene genau dann, wenn jeder ihrer Punkte
in der Ebene liegt

Je 2 Punkte liegen auf genau 1 Geraden
Auf jeder Gertaden gibt es mindestens 3 Punkte
Jedes Dreieck liegt in genau einer Ebene

Jede Ebene enthilt ein Dreieck

AR AN e S

Liegen 2 Punkte einer Geraden in einer Ebene, so liegt die Grade in
det Ebene

7. Je 2 Geraden in einer Ebene haben (genau) einen Punkt gemeinsam
8. Je zwei Ebenen haben genau eine Gerade gemeinsam

9. es gibt 4 Punkte, die nicht in einer Ebene liegen
Wir diirfen Graden und Ebenen wieder als punktmengen denken.

Korollar 16.2 Die Punkte und Geraden einer bestimmten Ebene im projek-
tiven 3-Raum bilden eine projektive Ebene.

Lemma 16.3 Scheiden sich 2 Geraden im projektiven 3-Raum in 1 Puunkt,
so liegen sie in einer eindeutig bestimmten Ebene.

Beweis. Sei P der Schnittpunkt von [ und h (eindeutig nach Axiom 2), @
eine weiterer Punkt auf [, R auf h. P,Q, R ist nach Axiom 2 ein Dreiech und
bestimmt die Ebene 7 by nach Axiom 4. Also liegen [ und h nach Axiom 6
in 7. [

Lemma 16.4 Im projektiven 3-Raum schneiden sich eine FEbene und eine
Gerade nicht in dieser Ebenen in genau einem Punkt.

Beweis. Wahle P auf 7 ncith auf [. Dann liegen P und [ in einer eindeutig
bestimmten Ebene 7’. 7 und 7’ schneiden sich nach Axiom 8 in einer Geraden
h. Die Geraden [ und h schneidcen sich in einem Punkt () nach Axiom 7. Q)
leigt auf m und [ und ist nach Axiom 5 dadurch eindeutig bestimmt. [J

Ist eine Ebene 7 und ein Punkt Z nicht auf m gegeben, so gibt es nach dem
Lemma zu jedem Punkt P # Z einen eindeutig bestimmten Schnittpunkt
¢P von m und der Geraden durch Z, P. Diese Abbildung ist eine Zentral-
projektion und bildet Geraden nicht durch Z auf Geraden in 7 ab.
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16.3 Desargues’ Theorem

Satz 16.5 (P4) gilt im jedem projektiven Raum der 4 nicht komplanare
Punkte enthdlt.

Beweis. Alle zu betrachtenden Punkte liegen in dem von O, A, B, C' erzeugten
Teilraum. Also muss man nur den 3-Raum behandeln. Die zwei Dreiecke
bestimmen Ebenen 7 und 7’. Da sich die Greaden durch A, A’ und B, B’ in
O schneiden, liegen nach Lemma 16.3 die Punkte A, B, A’, B’ in einer Ebene
und es folgt, dass die Gerdaen h durch A, B und A’ durch A’, B’ sich in einem
Punkt @ schneiden (Axiom 7). Da A, B auf 7 liegen liegt A in 7 nach Axiom
6 und @ auf m nach Axiom 1. Entsprechend, Q auf 7’. Ebenso folgt dass R
und P beide auf 7 und 7’ liegen

Sei nun 7 # 7’ angenommen. Nach Axiom 8 schneiden sich diese Ebenen
in einer Geraden [ und alle 3 Punkte ), R, P liegen auf dieser Schnittgeraden.

Sei nun 7 = 7'. Withle Z nicht auf 7 und A als dritten Punkt auf der
Gerade durch A, Z sowie A’ als Schnittpunkt der Geraden durch O, A und
Z, A'. Durch Anwendung der vorhergegenden Falles auf die Dreiecke A, B, C
und A, B’,C" erhilt man kollineare Punkte P,Q, R. Die durch Z und =
gegeben Zentralprojektion lisst B, C, B',C’, O, P fest und bildet A auf A,
A auf A’ ab sowie das kollineare Kollineare Tripel P,Q, R auf das Tripel
P, @, R, das somit auch kollinear ist [J.

Analog zu den Ebenen kann man jeden affinen Raum zu einem projektiven
Raum erweitern. Um die erste affine Version des Satzes von Desargues zu
beweisen, wihle O als Fernpunkt der Parallelschar zu der Geraden durch
A, A" - die auch die Geraden durch B, B’ und C, (" enthilt, da Parallelitét
transitiv ist. Sei () der Fernpunkt zu der Parallelschar der Geraden durch
A, B und A’, B’, R den zu der Schar durch B,C und B’,C’. Der Satz von
Desargues fiir projektive 3-Réume impliziert, dass sich die Geraden durch
A,C und A’,C" in einem Punkt P schneiden, der mit @, R kollinear ist.
Also ist P auch ein Fernpunkt und die Geraden durch A, C' und A’, C' sind
parallel. Also ist auch A, A’,C,C" ein Parallelogramm. Die zweite Version
geht analog.

Korollar 16.6 Jeder affine 3-Raum ist desarguesch und somit isomorph zum
affinen Raum eines 3-dimensionalen Vektorraums.

Beweis. Die projektive Erweiterung ist desargues’scvh, also auch der affine
Raum - wie gerade gezeigt. Die Koordinatisierung in Kap. 4 und 5 l&sst sich,
wenn man rechts und links sorgféltig auseinanderhélt, ducrhfithren. [J Der
Skalarenbereich ist aber i.A. nicht kommutativ, also ein Schiefkorper.

16.4 Pappus-Pascal

Das Axiom von Pappos kann man aus den Kongruenzaxiomen ebenso wie aus
den Anordnungs- und Vollstandigkeitsaxiomen herleiten. Wir wollen letzte-
res skizzieren: Aus der geometrischen Definition der der Multiplikation von
Skalaren liest man ab (mithilfe des Axioms von Pasch): liegt r zwischen a
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und b und s zwischen ¢ und d, so liegt rs zwischen ac und bd. Setzt man
voraus, dass n¥ = 0 nur gilt, wenn n = 0 oder 7= 0 (was nicht ohne Weite-
res aus den Anordnungsaxiomen folgt, aber selbst ein plausibles Axiom ist),
so ist Q auf natiirliche Weise in den Skalarenschiefkérper eingebettet. Mit
dem Axiom von Eudoxos-Archimedes folgt, das man jeden Skalar r durch
eine rationale Intervallschachtelung approximieren kann r zwischwn a, und
b,. Ebenso s zwischen ¢, und d,,, also rs ebenso wie sr zwischen a,c, und
b,d, und es folgt rs = sr.

17

Riickblick

e Ausgangspunkt war, wie bei Euklid die elementaren geometrischen

Objekte, zunédchst nur Punkte und Geraden und deren Inzidenz. Die
grundlegenden Beziehungen zwischen diesen Objekten werden durch
Axiome festgehalten (die den Grund-Konstruktionen von Euklid ent-
sprechen) - das fiihrt ist die Definiton der Klasse der affinen Ebenen.
Zwei Axiome spielen eine Sonderrolle

— Das Parallelenaxiom

— Das Axiom von Desargues

Die Axiome erlauben, Vektoren durch Abstraktion nach einer Aquiva-
lenzrelation einzufiihren, das Antragen von Vektoren an Punkte und die
Addition von Vektoren zu definieren und zu zeigen, dass man so eine

kommutative Gruppe erhélt. Diese Gruppe wirkt auf der Punktmenge
(U,P)— U+ P

In einem weiteren Schritt werden Skalare als Punkte auf Zahlengeraden
die Multiplikation Skalar mal Vektor eingefiihrt und die Unabhéngig-
keit von der Wahl der Zahlengeraden gezeigt. Daraus wird die Multipli-
kation von Skalaren definiert, die Addition erfolgt vektoriell. Es folgt,
dass die Skalare einen Schiefkorper K bilden und die Vektoren eine Vek-
torraum V. Die Geraden sind dann von der Form {rv+ P | r € K}.
Somit sind die Ebene, die den Axiomen geniigen, genau die affine Ebe-
nen 2-dimensionalen Vektorrdumen. Das Axiom vonm Pappos-Pascal
ist gleichbedeutend zur Kommutatividt von K.

Entsprechendes gilt fiir affine Rdume hoherer Dimension - hier muss
man auch Ebenen als grundlegende Objekte betrachten und die Axio-
matik entsprechend einrichten. Das Ergebnis ist der Koordinatisierungs-
satz. Dieser erlaubt dann, geometrische Sachverhalte durch Koordina-
ten zu erfassen.

Ein weiterer geometrischer Grundbegriff ist die Zwischenrelation fiir
Punkte. Diesen diskutieren wir unter der Voraussetzung, dass K kom-
mutativ ist, und wéhlen eine entsprechende Axiomatik, Dann erhilt
eine eindeutig bestimmte Anordnung auf K so, dass p zwischen ¢ und
r genau dann, wenn ¢ < p < r oder r < p < q. Umgekehrt liefert der
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affine Raum zu einem Vektorraum iiber einem angeordneten Korper
ein Modell.

In diesem Rahmen kann man konvexe Mengen definieren. Die Konvex-
geometrie ist aber eine eigensténdige Disziplin, die auch mit eineger
eigenen Axiomatik aufgebaut werden kann. Wichtiger sind aber An-
wendungen z.B. in der Optimierung.

Das Axiom von Eudoxos-Archimedes und das Axiom der Intervall-
Vollstéandigkeit erlauben, K als den angeordneten Korper der rellen
Zahlen zu verstehen.

Die Kongruenzgeometrie setzt weder Parallelenaxiom noch Desargues
voraus, jedoch den Begriff der Anordnung und damit die Axiome und
eine wichtige Folgerung (hier Lemma 7.6). Der neue Grundbegriff ist
die Kongruenz von Strecken, dazu die passenden Axiome. Kongruenz
von Winkeln wird definiert. Auf dieser Grundlage kénnen die Kon-
gruenzsitze SWS und WSW fiir Dreiecke, die Sétze iiber Neben- und
Scheitelwinkel, Existenz und Eindeutigkeit von Loten und Streckenmit-
telpunkt bewiesen werden. Die Axiomatik ist jedoch so weit gefasst,
dass sie auch hyperbolische Ebenen als Modelle zulésst.

Euklidische Geometrie ist Kongruenzgeometrie mit Parallelenaxiom.
Hier kénnen die Sétze iiber Stufen-und Wechseklwinkel an Parallelen
bewiesen werden und Parallelgramme durch die Kongruenz gegeniiber-
liegender Seiten charakterisiert werden. Mit den Axiomen von Desar-
gues und Pappos (die mit einiger Miihe hier herleitbar wiren) kann man
euklidische Geometrie auch mit Vektoren betreiben: Nachdem Léangen-
messung durch Festlegung einer Langeneinheit eingefiihrt ist, wird das
Skalarprodukt ausgehend von der Komponente eines Vektors in einer
Richtung definiert. Umgekehrt kann man aus mittels des Skalarpro-
dukts wieder die Begriffe der euklidischen Geometrie definieren.

Als geeignete Koordinaten fiir affine Geometrie werden homogene Ko-
ordinaten eingefiihrt: die Ebene wird als eine Ebene im Rﬂl)m verstan-
den und die Punkte P der Ebene durch die Vektoren ZP bestimmt
- Z ein fester Punkt ausserhalb der Ebene. Hintergrund ist die Geo-
metrie der Perspektive und die Erweiterung der affinen Geometrie zur
projektiven durch Hinzunahme von (unendlich fernen) Fluchtpunkten.

Ein besonderer Vorteil sind einheitliche Matrixbeschreibungen von Ba-
sistransformationen und affinen Abbildungen - beide kénnen im Fall der
Ebene als Spezialfille von Basistransformationen bzw. linearen Abbil-
dungen im Raum der Vektoren verstanden werden. Gemetrisch sind die
bijektiven affinen Abbildungen dadurch charakterisiert, dass sie Gera-
den auf Geraden abbilden und Parallelitdt sowie Streckungsverhéltnis-
se erhalten. Wichtigstes Hilfsmittel zur Klassifikation ist der eindeutig
bestimmte Linearteil.
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Von besonderem Interesse in der euklidischen Geometrie sind die Be-
wegungen oder Kongruenzabbildungen - die abstandserhaltenden Abbil-
dungen. Diese sind affin und haben orthogonalen Linearteil. Es folgt,

dass es sich in der Ebene um Translation, Drehung oder Gleitspiegelung
handelt.

Ahlichkeitsabbildungen sind winkelerhaltend - Aquivalent: sie verandern
Abstéinde um einen konstanten Faktor. In der Ebene handelt es sich
umd Translation, Drehstreckung oder Schubklappstreckung.

Jedes Dreieck in der Ebene wird durch eine eindeutig bestimmte bi-
jektive affine Abbildung auf ein gegebenes zweites Dreieck abgebildet.
Diese Abbildung ist Ahnlichkeitsabbildung bzw. Bewegung genau danmn,
wenn die Dreiecke dhnlich bzw. kongruent sind.

Im Raum gilt das Satz von Desargues (muss also nicht axiomatisch
gefordert werden) - ein einfecher Beweis benutzt die Erweiterung zum
projektiven Raum. Der Satz von Pappos folgt dann im Rahmen der
Anordnungsaxiome durch Approximation der Skalare druch rationale
Intervallschachtelungen.
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