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,Nichtlinearen Optimierung

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren))
Gegeben sei die streng konvexe quadratische Funktion ¢ : R® — R, q(y) = cl'y + %yTC'y. Zur
Bestimmung des eindeutigen globalen Minimums von ¢ betrachten wir das

Verfahren der konjugierten Gradienten:

1. Wahle yg und berechne gg := ¢ + Cyp. Falls go = 0: STOP mit Ergebnis yq.
Sonst setze dy := go und k := 0.

T
2. Berechne ay, := —2:9%
k I Cdy,

Falls gx+1 = 0: STOP mit Ergebnis yg41.

und setze ypi1 := Y — apdy sowie grr1 = g — apCdy.

T
g g
3. Berechne (3 := k;k%gzﬂ und setze dg41 = gry1 + Brdg.

4. Ersetze k£ durch £+1 und gehezw 2.
Zeigen Sie:
a) Solange g # 0 ist, gilt:
i) dy # 0,
ii) Vig1 := span{go, Cygo,...,C* g0} = span{go, ..., gr} = span{dy, ..., dy},
iii) Die Vektoren dy,...dy sind paarweise C-konjugiert, d.h.

dYCd; =0 firallei# j, 0<4,j <k,

iV) gk+1_LVk+1 .

b) Es gilt q(yr+1) = mingey, ., ¢(yo +y). Und das Verfahren berechnet in héchstens n Schritten
das globale Minimum von gq.

Aufgabe G2 ( Konvergenz des Newtonverfahrens in R )
Sei z* eine m-fache Nullstelle der Funktion F € C™1(R).
(a) Bestimmen Sie die Konvergenzordung des Newtonverfahrens

_ F(a)
F'(x)

Th+1 = Tk

in Anhéngigkeit von m und im Falle linearer Konvergenz die Konvergenzrate.



(b) Betrachten Sie nun das folgende verédnderte Newtonverfahren :

nF(ﬂfk)
F'(x)

Tyl = Tk — (n>1).

Fiir welche m konvergiert dieses Verfahren? Bestimmen Sie fiir die m, fiir die das Verfahren
konvergiert, die Konvergenzordnung in Abhéngigkeit von n.

Hinweis: Benutzen Sie die Taylorentwicklung von F'(z) und F’(z) mit Entwicklungspunkt z* und

1+ 0(y)
—==14+0(y) .
1+ 0(y) )
Hausiibung
Aufgabe H1 (Modifiziertes Newton-Verfahren) (10 Punkte)

Sei die Funktion f : R? — R definiert durch f(z1,x2) := 2] — 32% + 2 + 22%. Wir betrachten das
Newton-Verfahren zur Minimierung der Funktion f(x) mit der folgenden Modifikation: Falls die
Hessematrix V2 f(x,) nicht positiv definit ist, so soll die modifizierte Newton-Richtung

sk = — (V2 f(x) + pd) "'V f (1)

verwendet werden, wobei I die Einheitsmatrix im R? bezeichnet. Hierbei soll iy, so gewéhlt werden,
dass die Matrix V2 f () + pxd positiv definit ist. Hierzu wihlen wir py, so, dass gilt:

s > uw+ maX{O, _)\min(VQf(xk))})

mit einer Konstante u > 0.

(a) Berechnen Sie die ersten beiden Schritte dieses Verfahrens mit dem Startpunkt zo = (3,1)7.
Verwenden Sie zur Wahl von py, die Konstante ¢ = 1 und bestimmen Sie die Schrittweiten
1

nach der Armijo-Regel mit den Parametern v = 7 und 3 = % .

(b) Skizzieren Sie die Hohenlinien von f und zeichnen Sie im Startpunkt x( die klassische Newton-
Richtung, den negativen Gradienten und die Richtungen aus Aufgabenteil (a) ein.

Aufgabe H2 (Inexaktes CG-Newton-Verfahren) (10 Punkte)
Wir betrachten inexakte Newton-Verfahren zur Minimierung einer zweimal stetig differenzierbaren
Funktion f : R® — R. Um eine inexakte Losung der Newton-Gleichung zu berechnen, kann man
das CG-Verfahren (siche Gruppeniibung) verwenden, welches fiir symmetrische, positiv definite
Matrizen C' € R™*", die Losung eines Gleichungssystems Cy = —c liefert. Hierbei wird in hochs-
tens n Schritten die streng konvexe Funktion p(y) = ¢’y 4+ 3y’ Cy minimiert.

Die Idee ist nun, das CG-Verfahren auf die Funktion gx(s) := V f(z4)7s + 357 V2 f (2x)s anzuwen-
den und abzubrechen, wenn das Residuum ||V f(x1) + V2 f(z1)s||2 klein genug ist. Damit erhalten
wir eine niherungsweise Losung der Newton-Gleichung V2 f(x1)s = —V f ().

Im allgemeinen Abstiegsverfahren Algorithmus 3 verwenden wir also zur Berechnung der Suchrich-
tung sj das folgende modifizierte CG-Verfahren:

Inexaktes CG-Newton-Verfahren zur Bestimmung der Suchrichtung:
Seien a, v € (0, 1) beliebig fest.

1. Wahle yo = 0, setze go = V f(zx) und do := Vf(zx), 7:=0



2. Falls ||gjll2 < min{v, ||V f(zg)||2}|V f(zk)|2 : (relatives Residuum klein genug)
STOP mit s, = y;.

Falls deQ f(zx)d; < 0: (Richtung nichtpositiver Kriimmung)
STOP mit Ergebnis s, = y; — Sgn(Vf(fL'k)de)HVf(fEk)”QII;ﬁ.

97 9j
TV (epd; S0P Yj+1 = Yj — ogdj und gji1 = gj — a; V2 f(zr)d;.

Sonst: Berechne a;; =
Falls —Vf(xr)Ty;41 < min{a, |V (@) |2 IV F (@) |l2]lyjs1ll2: (Abstiegsrichtung wird
unzureichend)

STOP mit Ergebnis s;, = y;.
T .
3. Berechne §; := % und setze djy1 := gj41 + B;d;.
5 95
4. Setze j := j + 1 und gehe nach 2.
Zur Bestimmung der Schrittweite werde die Armijo-Regel mit Parametern v € (0, %) und
B € (0,1) verwendet. Sei nun oy € R" und die Niveaumenge Ny(x) kompakt. Ausserdem diirfen
Sie folgende Ungleichungen ohne Beweis verwenden:

., IV £ (1) |12
—Vf(zx) sk > 1+2HV2f(afi)H2 B
und
- |1V f (ax) |12
_Vf(l'k) Yj 2 1_’_2||v2f(x]z)”2. (2)
Zeigen Sie:

(a) Es gilt:||sg]l2 > 8[|V f(xk)|l2 und ||y;ll2 > 6||V f(zk)]|2 , mit einem § > 0.
Hinweis: Nutzen Sie die Kompaktheit der Niveaumenge N¢(zg) und die Ungleichungen (1)
und (2).

(b) Die erzeugten Suchrichtungen sind zuléssig. (Zeigen Sie, dass die verallgemeinerte Winkelbe-
dingung erfiillt ist.)
Hinweis: Nutzen Sie die Ergebnisse aus a).

(c) Die mit der Armijo-Regel erzeugten Schrittweiten oy, sind zuléssig.

(d) Ist V2f(z) positiv definit und gilt zx — 7, so konvergiert x;, — & Q-superlinear oder sogar
Q-quadratisch, falls V2 f(z) in einer Umgebung von Z lokal Lipschitz-stetig ist .
Hinweis: Zeigen Sie, dass es ein K > 0 gibt, so dass das inexakte Newton-CG-Verfahren in
allen Iterationen k > K des Abstiegsverfahrens nur abbricht, wenn das Residuum klein genug
ist — mit Hilfe von Ungleichung (2). Zeigen Sie nun, dass die Voraussetzungen des Satzes 2.9.1
ii) bzw. iii) fir F(z) = V f(x) erfiillt sind.

(e) Fiihren Sie jeweils zwei Schritte des Abstiegsverfahrens mit der obigen Suchrichtungsbestim-
mung fiir die Funktionen fi(z) = 2?2 + 1023 mit Startpunkt xp = (10,20) und fa(z) =

z} — 223 + 23, mit Startpunkt zo = (3, 5) durch.



