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1. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE, WIEDERHOLUNG

Die Gegensténde der linearen Algebra sind Vektoren, Mengen von Vektoren (Vektorrdume) und
lineare Abbildungen.

1.1. Was sind Vektoren?
Antwort Nr. 1: Vektoren sind Objekte Z, die eine Richtung im Raum und eine Léinge besitzen:
“Pfeile”, “Richtungsvektoren”, “freie Vektoren”.

Beispiel. In der Physik: Kriften Geschwindigkeiten (Magnet)-felder, Wellenvektoren, Verschiebungen
im Raum sind freie Vektoren.

Bemerkung. Richtungsvektoren kann man

(i) mit einer Zahl (Skalar) multiplizieren, d.h., verlingern, verkiirzen, umdrehen;
(ii) addieren durch Zueinanderhéngen:

Beispiel. Newton, Lex quartia: Das vierte Newtonsche Gesetz (Superpositionsprinzip), besagt,
dass Kréfte wie Vektoren sich addieren.

1.2. Was sind Vektoren?
Antwort Nr. 2: Vektoren sind Punkte im Raum relativ zu einem “Nullpunkt” 0. Diese Art von
Vektoren nennt man “Ortsvektoren”, sie werden folgenderweise symbolisiert:

/i’
0

Bemerkung. Richtungsvektoren kann man

(i) mit einer Zahl (Skalar) multiplizieren, d.h., verlingern, verkiirzen, umdrehen;
(ii) mithilfe Parallelogrammen addieren:

b 4

8
+
<y
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Beispiel. Wir platzieren in den Punkt ¥ eine Masse m; und in den Punkt i eine Masse mso. Den
Schwerpunkt § dieser Konfiguration rechnet man so aus:

F— mlf + ng

mi + mo '

=



2 WAS SIND VEKTOREN?

Beispiel. Betrachte ein Dreieck mit Ecken 6, Z und ¢. Auf jeden dieser Ecken stelle jeweils einen
Masse von 1/3. So ist der Schwerpunkt:

Beispiel. Sei T eine Drehung des Raumes um 0. Dann gilt:

() TO) = AT(@),

(i) T(Z+9) = T(Z) + T(9).
1.3. Was sind Vektoren?
Antwort Nr. 3: Vektoren sind Elemente in R™ oder C", also n-Tupel von Zahlen & = (21,22, ..., Zn),
x; € R (oder C). Diese Art von Vektoren nennt man Koordinatevektoren.
Bemerkung. Koordinatenvektoren kann man

(i) mit einer Zahl A (Skalar) multiplizieren:

Mz, 22,00y Tn) = (A1, Ao, ..o, AZy);
(ii) Addieren:
(xlaan" .,l’n) + (ylayQa" 7yn) = (xl +y17$2 +y25"'axn +yn)7

Beispiel. Koordinaten in der Ebene F5 oder im Raum Fjs.
Beispiel. Zwei Substanzen haben spezifische Warme ¢; und ¢ sowie spezifische Gewichte ¢g; und gs.
Wenn wir die Materialen im Verhéltnis aq, g > 0, a; + ao = 1 mischen, so ergibt sich eine Substanz
mit
Spezifische Warme: g =191 + aags
Spezifische Gewichte: c= a1c1 + agcs.

Wie muss man fiir vorgegebene g und ¢ mischen? Dies Frage fithrt zu linearen Gleichungssystemen.
Bemerke, dass die Abbildung
T:RQ%R% &:(a17a2)’_>T(a17042):<g70)
erfiillt
(i) T(\@) = AT (ax),
(ii) T(@+ p) =T(@)+T(5).
Unser Problem ist also ein & € R? mit T'(@) = (g, ¢) zu finden.

Beispiel. Stellen wir uns die folgende Situation vor. Ein Teilchen befindet sich in einem der fiinf
vorhandenen Késtchen, und in jeder Zeiteinheit springt es in ein benachbartes. Wir wissen aber nicht
in was die genaue Regel fiir seine Bewegung sind, nur die Wahrscheinlichkeiten fiir die mo6glichen
Spriinge sind bekannt. Die Késtchen nummerieren wir wie folgt durch:

1 2 3 4 )

Ist das Teilchen
e in 2,3, 4, so springt es nach links bzw. nach rechts mit Wahrscheinlichkeit %;
e in 1, so springt es nach rechts (also nach 2) mit Wahrscheinlichkeit 1;
e in 5, so springt es nach links (also nach 4) mit Wahrscheinlichkeit 1;
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1 1
1 2 2 2
1 1 1 1
2 2

Weifl man zu Beginn den Startpunkt, so weil man nach n Zeiteinheiten nur Wahrscheinlichkeiten
D1, D2, D3, P4, ps fiir den Aufenthalt in Késtchen 1,2,3,4,5. So ist 9= (p1, p2, p3, P4, P5) ein Vektor mit

5
Pi > 07 und sz = 17
i=1

ein so genannte Wahrscheinlichkeitsvektor. Dieser Vektor beschreibt die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung des Teilchen. Ist " = (p1,p2, ps, pa,ps) der Wahrscheinlichkeitsvektor zum Zeitpunkt n, so
ist

T(p) = (3p2:P1 + 3P3, 5P2 + 5P4, 5P3 + D5, 5Pa)
der Wahrscheinlichkeitsvektor zum Zeitpunkt n+ 1. Bemerke wieder, dass T' die folgenden Eigenschaf-
ten hat:

(i) T(Ap) = AT (p),
(ii) T(F+ ) = T(®) + T(q).
Typische Fragestellungen sind:

1. Gegeben p zum Zeitpunkt n was wahr der Wahrscheinlichkeitsvektor eine Sekunde frither? (Dies
fithrt wieder zu einem Gleichungssystem.)
2. Gibt es einen invarianten Wahrscheinlichkeitsvektor 7€ R®, d.h. ' mit T'(p) = p?

1.4. Was sind Vektoren?

Antwort Nr. 4: Vektoren sind Objekte, die man addieren und mit einem Skalar multiplizieren
kann. Um dies prézis zu machen brauchen wir eine kleine Exkursion in Algebra. Sammeln wir zunéchst
welche gemeinsame Eigenschaften die Addition und Multiplikation von Zahlen haben. Addition + und
Multiplikation - sind beide Operationen (Abbildungen) auf einer Menge, die zu zwei Elementen ein
weiteres zuordnen. Sie erfiillen die Folgenden:

(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c

(a-b)-c=a-(b-c)=a-b-c } Assoziativitét;

d.h. egal wie wir Klammern einsetzen (die Elemente gruppieren) das Resultat bleib dasselbe, deswegen
ist die Schreibweise eigentlich ohne Klammern auch sinnvoll.

O+a=a+0=a

loa—a-l=a } Einselement;

d.h. es gibt ein Element, so dass die Operation mit diesem Element gar nichts tut: “seine Wirkung ist
neutral”; Deswegen heiflt so ein Element auch neutral, neutrales Element.

a+(—a)=(-a)+a=0

=g l.g=1

v Inverselement;
a-a

Statt b + (—a) schreibt man auch b — a.

Definition. Sei G eine Menge und m : G x G — G eine Abbildung (Operation) mit folgenden
Eigenschaften:
(G1) m(a,m(b,c)) = m(m(a,b),c) gilt fiir alle a,b,c € G.
(Assoziativitit)

(G2) Es gibt ein Element e € G mit m(a,e) = m(e, a) fiir alle a € G.
(Existenz des neutralen Elements)
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(G3) Fiir alle a € G gibt es b € G mit m(a,b) = m(b,a) = e (e is das Element aus (G2)).
(Existenz des inverses Elements)

So heifit G (oder (G, m)) eine Gruppe. Gilt ferner m(a,b) = m(b,a) fiir alle a,b € G, so heiit die
Gruppe kommutativ oder Abelsch.

Statt m(a,b) ist manchmal bequemer a - b, ab oder a + b zu schreiben. Ubrigens ist ein neutrales
Element eindeutig, so redet man iiber das neutrale Element e der Gruppe G, und es wird manchmal
auch als 1 oder als 0 bezeichnet.

Beispiel. Wie wir das oben besprochen haben, sind (R, +) und (R \ {0}, ) beide kommutative Grup-
pen.

Auf R sind die Addition und Multiplikation durch die Distributivgesetz verbindet:

Definition. Sei K eine Menge versehen mit zwei Operationen “+” und “”; so dass (K,+) eine
kommutative Gruppe mit neutralem Element 0, und (K \ {0},-) eine kommutative Gruppe (mit
neutralem Element 1) ist, und so dass
(a+b)-c=a-c+b-c firallea,b,ce K gilt.
(Distributivitét)
So heifit (K, +, ) ein Korper.
Beispiel. Jede der Folgenden Mengen ist ein Koérper:

1. Q mit + und -, der Kérper der rationalen Zahlen.
2. R mit + und -, der Korper der reellen Zahlen.
3. C mit + und -, der Kérper der komplexen Zahlen.

Besonders wichtig sind (fiir uns) R und C.

ACHTUNG: ab jetzt bezeichnet K immer einer der beiden Korper C oder R. Wir werden die
Notation K fiir einen allgemeinen Korper behalten.

Definition. Ein Vektorraum V iiber einem Korper (K, +,-) ist eine kommutative Gruppe (V, +)
versehen mit einer weiteren (skalaren) Multiplikation - : KxV — V| so dass die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(S1) Firalle \,p € K und Z € V gilt (A+p) - Z=X-TF+ p - 7.

(S2) Firalle \e Kund Z, 7€ Vgilt A- (Z+9) =A-Z+ X ¢

(S3) Firalle \,pe Kund Z € V gilt (A-p)-Z=X-(p-2).

(S4) Fiir alle Z € V gilt 1-Z = & (wobei 1 das neutrale Element in (K \ {0},-) bezeichnet).

ACHTUNG: + und - haben zwei Bedeutungen, wie A + g und A - p fiir Skalaren, und A - &
und Z + ¥ fiir Vektoren! Aus dem Kontext ist es aber immer eindeutig welche Bedeutung dann zu
verstehen ist.

Die Elemente eines Vektorraums heifien Vektoren. Das neutrale Element der Gruppe (V,+) heifit
auch 0-Vektor, notiert: 0.

Bemerkung. Esist 0-7=0, u - 0=0, (—=1)¥ = —v=das inverse Element zu 9. Die Gleichung

ist eindeutig 16sbar mit
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Definition. Seien V und W Vektorrdume. Eine Abbildung
L:V W

heifit lineare Abbildung, oder linear, falls fiir u,v € V, A € K gilt
(L1) L(\0) = AL(0),

(L2) L(V+ ) = L(V) + L(w).
Eine lineare Abbildung heifit auch Vektorraum-Homomorphismus. Ist L zusitzlich injektiv und
surjektiv (also bijektiv), so heift L ein Vektorraum-Isomorphismus. (Bijektiv bedeutet also: (1)
injektiv: L(Z) = L(J) genau dann, wenn £ = ¢ und (2) surjektiv: fiir jedes W € W existiert ¥ € V
mit & = L(¥).) Falls W = K so heifit L eine Linearform. Die Menge aller linearen Abbildungen von
V nach W wird als .Z(V, W) bezeichnet.

Definition. Sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K. Eine nicht leere Teilmenge Vy C V heifit
Untervektorraum (oder einfach Unterraum, oder linearer Teilraum), falls gilt

(TR1) @€ Vp und A € K implizieren \i € Vp (abgeschlossen bzgl. skalarer Multiplikation),
(TR2) u,7 € Vo impliziert 4+ ¥ € Vj (abgeschlossen bzgl. Addition).
Definition. Sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K, und seien o4, ...,7, € V. Falls

U= MU+ ...+ A\pp

fiir geeignete \; € K, so heiflit ¢ eine Linearkombination der Vektoren i, ...,4,. Die Zahlen
A, ..., A, heiflen die Koeffizienten in der Linearkombination.

In dieser abstrakten Definition sind alle vorherigen Beispiele enthalten. Sie ermdglicht es aber auch,
diejenige als Vektoren zu interpretieren, an die man vorher gar nicht gedacht hatte.

1.5. Was sind Vektoren?
Antwort Nr. 5: Auch Funktionen kann man addieren und mit Zahlen multiplizieren.

Beispiel. Betrachte die Mengen
P := {Polynome p: K — K}
Py := {Polynome p: K — K : Grad(p) < n},

wobei K den Koérper R (oder C) bezeichnet. Mit p; + pa (Addition) und Ap (skalarer Multiplikation)
wie iiblich sind P, P,, Vektorrdume.

Ist p ein Polynom n-ten Grades, dann definiert
a(z) = p(z = 20)
fiir z € K fest auch ein Polynom n-ten Grades.
Beispiel. Die Translation S,, um z
S, : P— P (oder P, — Pp)
definiert durch

Sz (p) = p(z = 20)
ist also eine Abbildung.

Klar ist:
S20(Ap) = AS2, (p)
Sz (P1+p2) = Sz(p1) + S (p2)
ist lineare Abbildung.
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Aus der Schule wissen Sie:
Polynome kann man differenzieren:

prp
und es gilt
(Ap)" = N’
(p1 +p2) = pi + ).

Ist Gradp = k, dann ist Gradp’ = k — 1 (falls p #konstant). Also:

D:P—7P (oder P, —+P,), D:p—yp
ist eine lineare Abbildung. Genauso ist die k-te Ableitung

D*:P, =P,

linear und ebenso z.B. der “Differentialoperator”

T:D+2D*+4D% :prs p/ +2p" +4p”.
Aufgabe. Sei pg ein Polynom. Finde Polynom p, so dass p’ + 2p” + 4p”" = py (d.h. 16se obige
Differentialgleichung). Diese Aufgabe fiihrt zu einem linearen Gleichungssystem Tp = T'py.

Die abstrakte Definition eines Vektorraumes erlaubt es, sehr verschiedene Objekte als Vektorraum
zu erlauben und die Methoden und Anschauungen der linearen Algebra und Geometrie zu verwenden.

1.6. Kartesische Koordinaten (Vorldufiges). Zeichnen wir in der Ebene (Raum) einen Null-
punkt 0 aus, so wird jeder Punkt der Ebene ein Ortsvektor. Wir erhalten F5, F3, wenn wir ein
rechtwinkliges Koordinatensystem durch 0 legen. So lassen sich jedem Punkt & zwei (drei) Koordina-
ten (z1,72) € R? (oder (x1,22,23) € R® zuordnen). Wir nennen x1, x5 (oder z1,xs,x3) die kartesi-
schen Koordinaten von . Umgekehrt erhilt R?/R? die geometrische Interpretation einer Ebene/eines
Raumes.

Analog kann es natiirlich sein (x1,...,2,) € R™ oder sogar aus C" als die Koordinaten eines Ortsvek-
tors in einem abstrakten Raum aufzufassen und geometrisch zu denken. (Vgl. Raum-Zeit-Kontinuum
in der Relativitéts-Theorie.)

Durch die Einfiihrung von Koordinaten werden die geometrische Probleme zu analytischen/algebra-
ischen Problemen.

Diese Idee stammt von Rene Descartesﬂ (lat. Cartesius) (1596 La Haye/Touname - 1650 Stockholm).

1.7. Parameterdarstellung von Geraden. Sei V ein Vektor-
raum, stellen wir uns vor: V = E5 oder Es. Fiir 7 € V ist

Go ::{)\f:)\EK}

= Menger der Punkte auf der Ursprungsgerade durch ¥ /
= Gerade durch 0 und # . 0

Wir behalten das Wort “Gerade” auch im allgemeinen bei.

G

Gerade durch zwei Punkte & und g: Offenbar gilt:
y=7+(y-7),
G:={Z+\NJ—F): A€ K} = Gerade durch 0 und 7 —

verschoben durch Z.

<y
|
8

Verbindungsstrecke zwischen £ und -

(=1

8

{F+AF-2):0< A<} ={(1-NZ+A7: 0< A< 1},
Zum Beispiel Mittelpunkt: 2 + 14

1La Geometrie, 1637.
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Bemerkung. In Koordinaten sieht das so aus:

() 1-() oH{() (D rer)

Beispiel. Legen wir eine Masse m; in # und eine Masse in 3. Dann ist der

mit+moy  oma mo

Schwerpunkt s T+ y
my 4+ mo my + mo my + me

Definition. Eine Menge M C R? heifit konvex, falls fiir alle z,y € M die Verbindungsstrecke
zwischen x und y in M liegt.

konvex nicht konvex

1.8. Parameterdarstellung von Ebenen. Sei V = Fj
(oder “grosser”) und seien %y, %2 € V. Dann ist

VO I:{)\fl + ‘LLfQ : A,,U, S K}
= Menge der Punkte in der Ebene durch 6, Z1 und o

Ebene durch drei Punkte %y, Z1, 22 kann man folgender-
weise definieren:

1% Z:{.’I_fo + A(:E’l — SE"()) + u(,’fg — fo) P WIS K}
= Menge der Punkte in der Ebene durch 6, T1 — Zo und Ty — Ty,

verschoben durch Zy.

(Auch fiir beliebiges V' nennen wir E eine Ebene.)

1.9. Hyperebenen. Es geht gerade so weiter: Seien
T1,...,%, € V, dann heifit

H0:{)\1:5'1+)\252+...+>\nfn:)\¢EK,i:LQ,...,n}

= Hyperebene durch 0 und 71, ..., Z,
H, = {fo+)\1(fl—fo)+...+/\n(fn—fo)I)\i EK,’L'ZI,Q,...,TL}
= Hyperebene durch die Punkte o, ¥, ..., %,

Nebenbei ist Hy C V ein Untervektorraum, aber Hy im All-
gemeinen nicht. Man bezeichnet H; manchmal als affiner
Teilraum.

1.10. Wie lang ist ein Vektor? (Norm).

Antwort: Das héngt ganz von seiner Bedeutung ab!

Beispiel. Beitrachte ein Populationsmodel in n Stidten.
Seixz; >0,71=1,2,...,n, die Grofie der Population in Stadt “i” zu einem bestimmten Zeitpunkt. Ein
sinnvolles Maf fiir die Lénge/Grosse des (21, xa, ..., z,) € R™ kdnnte

1+ 2o+ ...+,
sein.

Beispiel. In einer Schraubenproduktion sollen Schrauben der Lange 5cm produziert werden.
Sei ¢; die wirkliche Lénge der i-ten Schraube, x; = ¢; — 5 ihr Fehler. Ein sinnvolles Maf} fiir die
Lénge/Grosse des Fehlervektors (z1, xa, ..., ,,) € R™ kénnte

max{|xi| 1< < n}
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sein.
o - . . . Yy
Beispiel. Sei 7 = (71, 22) € R? die Koordinaten eines Orts-
vektors (in FEy).
Ein sinnvolles Ma8 fiir die Linge/Grosse von # konnte EEYS 7
(21, 22)| = /2] + 23 5> B
. : L1
sein. : :
Definition. Sei V ein Vektorraum iiber K (= R oder C). Eine Abbildung
I-1:V—=R
heifit Norm, falls fiir jedes &, € V und A € K gilt
(N1) [|Z]] >0, |Z]| =0« & =0 (Positivitit)
(N2) [[AZ]| = |A] - || 2] (Homogenitt)
(N3) 1+ g1l < IZ]| + [|7]] (Dreiecksungleichung)

Bemerkung. Wir interpretieren ||Z]| als die Lénge des Vektors & und ||# — ¢/|| als Abstand zwischen
den Vektoren Z und .
Denn:

d:V xV:(Z,9) = dZ ) = |7 -7
ist Metrik (siehe Analysis I) auf V.
Definition. Ist || - || Norm auf V, so heisst

{FeV |7 <1}

Einheitskugel (zur Norm || - ||).

Bemerkung. 1. Einheitskugeln sind nicht immer rund (siehe unten). Ist ||Z|| = 1, so heiit # ein

Einheitsvektor. Ist & # 0, so ist = Einheitsvektor.

Izl

2. Die Einheitskugel ist konvex. (Dies folgt aus (N2) und (N3).)

Beispiel. Sei V = R"™ oder C".

1. |[(z1,. .., 20)|1 = 21| 4 ... + |2n| ist Norm. (Ubungsaufgabe)

2. ||[(x1,. .., 20) |00 := max{|z;]| :i =1,2,...,n} ist Norm. (Ubungsaufgabe)

3. |[(z1,.- -, @) |2 == /]z1]2 + ... + |2,]? ist Norm und heit die Euklidische Norm auf R" bzw. auf
C™ ((N1),(N2) sind klar, (N3) nicht ganz).

Die Einheitskugel:

fiir die || - ||-Norm fiir die || - ||2-Norm fiir die || + ||oo-Norm

= J

Definition. Sobald man eine Norm hat, kann man sagen was Konvergenz ist: Eine folge Z,, € V
heifit konvergent gegen Z, in Notation lim, Z, = &, falls fiir alle ¢ > 0 existiert ein Grenzindex
no € N, so dass fiir alle n > ng gilt ||Z, — Z|| < e (siehe Analysis I).

1.11. Winkel. Sei V ein Vektorraum iiber R und seien Z, 7 € V. Die Vektoren 0, Z, § spannen eine
Ebene auf, die wir mit der Euklidischen Ebene F5 identifizieren wollen. Also o0.b.d.A kénnen wir uns
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das folgende Bild vorstellen:

<y

8

Wir definieren den (orientierten) Winkel Z(Z, %) zwischen Z und ¥ als den kleineren Winkel von &
nach ¢ mit positiver Orientierung, also entgegen dem Uhrzeigersinn. Zum Beispiel

Winkel = +7 = +45° Winkel = —T = —45°

y Z

k]
N
1

8
<

Bemerkung. Es gilt natiirlich |Z(Z, )| < 7.

Satz. Sei 0 # & = (x1,...,2,) und 0 # 7= (y1,...,Yn), dann gilt

Ty T2Y2 .+ Tpln
[1Z]]2]|%2

Beweis. Siehe Janich Seite 39. n

cos(£(Z,9))

1.12. Das Standard-Skalarprodukt. Sei V =R" oder C". Fiir & = (21, ..., 2,) und § = (Y1, .., Yn)
setze

<f,:lj> =T1Y1 +X2y2 + -+ TpYn

das Standard-Skalarprodukt von 7 und y. Bemerke, dass die komplexe Konjugation nur im Falle
K = C notig ist. Wir setzen weiterhin

|13 = (&, 2).
Das Standard-Skalarprodukt erfiillt offenbar fiir &, 7,7 € V und A, u € R (oder C) die Folgenden:

(SP1) (& + i, 2) = A&, 2) + (7. )
(SP2) (7.7) = (§.%);
(SP3) (#,Z) >0, und (¥, Z) = 0 genau dann, wenn & = 0.
Das Standard-Skalarprodukt erfiillt also
(@,9) = [|Z]l2 - |1F]l2 - cos £(Z,7)

und somit die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

(@3 < 11Z]l2 - [171]2-
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Definition. Die Vektoren # und ¢ heiflen orthogonal (oder

senkrecht), falls (Z,7) = 0 gilt (wir schreiben Z L ). \

Sind & und ¥ orthogonal, so gilt:

S - S oo S o " S _ T+y g
17+ 415 = (F+ 7,7+ 9) = (Z,2) + (Z,9) + (4, 7) + (7.9)
= (7,3 + (7.5) + 0+ 0 = |73 + 173 [
Dies ist der Satz von Pythagoras. &

1.13. Zur geometrischen Interpretation des Skalarprodukts.
1. (Z,7) = 0 heifit also ZL§. Seien T := (z1,22) € R? §:= (—x2,21) € R%. Dann gelten
LY, (Z,9) = v102 — v2m1 =0, Z(Z,7) =90° und |[|7]]2 = |72

Wir sehen also

i ?,” ist Einheitsvektor in dieselbe Richtung wie g, “Einheitsnormalenvektor”.
Yli2
,!“7 = (_x2a fL'l)
T = (z1,22)
90°
2. Wir wissen bereits (7, §) = ||Z]2[|7]|2 cos ¢. Ist @ Einheitsvektor, d.h. ||@]|s = 1, so ist

(7, %) = ||yll2cos ¢
und somit (7, ©)T ist orthogonale Projektion von § auf die Gerade G = {A\Z: A € K}.

/y
e G

>

g.&z T

Sei nun # beliebig aber nicht 0. Dann gilt:

(¥, 7)
11l

= [|yl[2 cos .

Daraus folgt

W & (G5 . .

= = = = T =Y.
1Z02 122 11213

D.h. 71 = orthogonale Projektion von ¢ auf die gerade G = {\Z: A € K}.
Setze nun

R

2 =Y—Y1 =Y — - xZ.

12113

Dann gilt

—

Y=11+ijo mit ¢, TLip
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und ¢; und Z parallel (¢ || ©), d.h. §1 und Z liegen beide auf einer Urpsrungsgeraden (sind also
skalarer Vielfacher von einander). Denn

Lo T - I T
<y27$> = <y_ = Q?,J)> = <y,$>— = <Z‘,J)>:0
113 1113
Dies ergibt die orthogonale Zerlegung von ¥ lingst Z.

—

—

Y2
¥

@
121l

1.14. Nochmal Geraden und Ebenen. Sei 0 # d = (a1,as) € R? gegeben. Setze
Gy == {)\Ei: A€ ]R} = Gerade durch Ursprung und a.

Behauptung. Setze b= (—aa,a1). Die Gerade G ist alternativ gegeben durch:
Go={7: (Z,b) =0}
Beweis. "C”: Ist & = A\, so gilt
(Z,b) = (M@, b) = M@, b) = X-0=0,
also G ist in der Menge auf der rechten Seite enthalten.

?D7: Sei #Lb und betrachte die orthogonale Zerlegung von & lingst a:

—

=2 + Ty = d+ A20.

Es gilt nun:
0 = (Z,b) = \o||b]|3, und somit Ay =0, d.h. &= \@.
Also ¥ € G. m
Sei jetzt a € R und setze
. b
0 - — U ——_—
1213

Dann gelten die Aquivalenzen:

- - - -

(@) =a <<= (Z,b)=(To,b) <= (T—7ob) =0.
Das bedeutet:
G:={TeR?: (T~ Fp,b) =0} = {Z: (Z,b) = a}

= Gerade mit Ursprungsvektor @ verschoben durch Zy.

1.15. Hesse’sche Normalform (einer Geraden). Sei b € R2 mit b # 0. Setze

—

b
161l

= normaler Einheitsvektor in Richtung b.

—.

Setze ferner o := (Z,b). So kann man die obige Gerade auch folgenderweise darstellen:
G={@: (@) = =1
Diese heifit die Hesse—INormalform der Geraden G. Dabei heifit 77 ein Normalvektor der Geraden.
Analog in R? (und R™). Sei 7 € R mit ||7i]|2 = 1 und sei a € R. Wir haben:
Eq:={z €R":(Z,i) =0} = (Hyper)ebene “durch Ursprung” senkrecht zu i
E:={ZeR": (& i) = a} = {Vektoren & € R" mit orthogonaler Projektion auf i gleich (Z, )}

= (Hyper)ebene senkrecht zu @ durch afi.
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Dies bedeutet: eine Hyperebene in R™ kénnen wir mit der Gleichung
(&, 1) = «a,

beschreiben (die Hesse-Normalform), wobei die Hyperebene senkrecht zu 7 steht (7 ist ein Nor-
malvektor der Hyperebene), und der Abstand zwischen der Hyperbene und dem Ursprung ist a.

1.16. Kanonische Basis. In V =R" (oder C") seien

e; :=(1,0,0,...,0), & :=(0,1,0,...,0), ...,é&,:=(0,0,0,...,1),
d.h. e; :=(0,0,...,0,1,0,...,0) e K".
T
i-te Koord.

Noch anders gesagt:

1 i=j . . R
€j = L= = Kronecker-Delta = die Koordinaten von €;.
0 sonst

Behauptung. Sei V =R" oder C". Ist Z € V, ¥ = (x1,...,2,), dann ist
(%, €;) = x1€1 + xa€iz + - - + TpCip = ;.
Das bedeuet:

=1 i=1

Diese Darstellung ist sogar wegen koordinatenweiser Addition eindeutig: Falls

n
T = E ;€
i—1

Dann gilt a; = z;.

Zusammenfassend: 7 ist also kanonischerweise Linearkombination der Vektoren €; : ¢ = 1,...,n.
Die Vektoren heissen €; kanonische Basisvektoren und {€},és,...,é,} die kanonische Basis in
K™. Die Zahlen z1, ..., z, heiflen die Koordinaten bzgl. der kanonischen Basis.

1.17. Orientierung.

1. Sei {€), &} kanonische Basis von R2. Bzgl. eines Nullpunktes 0 sei €2
&, ein Ortsvektor in Fs. Schaut man von 0 nach €1, dann sei €5 .
links von uns. Wir sagen das Koordinatensystem sei positiv orien-
tiert. Die Drehung von é€; nach €5 nach links definiert einen Dreh-
sinn/Orientierung zur Winkelmessung (dies haben wir schon festge-
legt). ]
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1. Sei {é}, &, &} kanonische Basis von R3. Bzgl. 0 sei &) ein Ortsvektor in E3 und
€> ein zweiter Ortsvektor senkrecht zu é€1: In der Ebene aufgespannt von €}
und €, seien €1, @ positiv Orientiert (siehe 1.). Nun sei €3 senkrecht zu dieser
Ebene und es zeige nach oben. (“€5 nach links” “&5 nach oben”). Dies definiert
die positive Orientierung des Raums (“Rechte-Hand-Regel”).

(=1}

—

€1

1.18. Vektoren und Linearformen. Sei V = K" und sei ¢ € V beliebig (K bezeichnet wie immer
R oder C). Setze
L,:V—=>K:Zw— (Z,0),
so ist L eine Linearform. Wir sagen, dass v die Linearform L, induziert. Umgekehrt sei
L:V K

eine Linearform, und sei {€}, €s,...,é,} die kanonische Basis in K”. Setze

v;:=L(€;) e K und ¢:= (v1,v9,...,v,) € K"
Es gilt
i=1 i=1 i=1
Wir haben also bewiesen:

Behauptung. Sei V = K"™. Dann gibt es eine 1 zu 1 Beziehung zwischen den Vektoren in V und der
Linearformen auf V.

(Dies ist ein Spezialfall von Satz von Riesz-Fréchet.)

Bemerkung. Der Raum

V* := L(V,K) := Linearformen auf V'
ist auch selber ein Vektorraum, und heifit der Dualraum von V. Die Vektorraum-Operationen sind
folgenderweise definiert: Fiir Ly, Lo € V* und A\ € K sei

(L1 4 AL2)(&) = L1 (%) + AL (Z).
Nach obiger Behauptung identifiziert man manchmal V' und V*.

Bemerkung. Zur Unterscheidung nennt man oft

e Vektoren in V' “Kontravariante Vektoren” oder “Kontravariante Tensoren 1-Stufe”.
e Vektoren in V* “Kovariante Vektoren” oder ” Kovariante Tensoren 1-Stufe”.

Ab jetzt schreiben wir Vektoren in V' als Spaltenvektoren, und Vektoren in V* als Zeilenvektoren:

T
To .
eV, (v,va,..,v,) € V™

Ln

1.19. Multilineare Abbildungen. Seien Vi,..., Vi, W Vektorrdume iiber dem Korper K.

Definition. Eine Abbildung
M:Vix...xVey—=W

heifit multilinear (genauer: k-linear), falls
R - S R -
M(xl,xg, ey L1, QT+ Yy L1y - ,a:n) =
OéM(.Tl,l'g, e ,l'i_l,.’ti,(ﬂi_._l, e ,iL’n) =+ M(l‘hl’g, ey Zi_l,yi,l'i+1, ey xn)

gilt fiir alle Z;,%; € V, 7 =1,...,n und fiir alle « € K. Fiir k = 2 heifit M bilinear. M heiit dabei
symmetrisch, falls

M(a‘:’l,...,fi,...,fj,...,fn):M(fl,...,fj,...,xi,...,xn)
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M heifit antisymmetrisch (oder: alternierend), falls
M(Zy,..., %, ..., &j,...,2n) = (“1)M (&1, ... Zj, ..., Ts,. .., 7n).

Fir V; =V, =--- =V}, heifit M ein Produkt. Ist W = K, so heifit M eine k-Form, Tensor k-ter
Stufe.

Beispiel. M :R" x R" - R (z,y) — (z,y) ist eine Bilinearform, also eine 2-Form.

1.20. Parallelogramme- und Kreuzprodukt in der Ebene.
Vorbemerkung: es gibt auch negative Flicheninhalte/Lingen wie z.B. beim Integral

/a " Hayde = — /b " Fw)da.

Um negative Fldcheninhalte interpretieren zu kénnen, braucht man die Orientierung des Raums.

Sei also Es die euklidische Ebene mit orientiertem Koordina-
tensystem. Z, ¥ € Fy haben Koordinaten (2) bzw. (Z;) Sei
¢ = Z(Z,3) = Orientierter Winkel zwischen Z und ¢. Wir
erinnern uns an die Definition: 3 := (_yzz) Dann gilt:

T
21ys — wayy = (T, ") = &2 - 7" |2 cos £(Z, ) /</WMM¢~
= [|#]a - [#]]2 cos(90° — ) i K

= [1Z]l2 - 7|2 sine

= Oberflache des durch & und g aufgespannten Parallelogramms.

Setze
R:R? = R% R()) :=—i*.
So ist R eine lineare Abbildung (eigentlich eine Drehung). Die Abbildung
b:RZxR? =R, b(&,7) = (Z, R{))
ist bilinear, und heifit das Kreuzprodukt von Z und y. Mit der obigen Notation gilt
b(7,Y) = T1y2 — T2y1,

und daraus folgt auch, dass b antisymmetrisch ist. Eine bequeme Merkregel (spiiter bekommt diese
auch ihre tatséchliche Bedeutung)

1 Y

bag =

‘ = T1Y2 — T2Y1-

1.21. Das Vektorprodukt/Kreuzprodukt im R3. Fiir

7= (i) €R?, und (g) €R?

z3

definieren wir das Vektorprodukt

T2Y3 — T3Y2
EXy:=|x3y1 —T1y3 | € R3.
T1Y2 — T2Y1
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Die Koordinaten sind also orientierte Oberflicheninhalte der an die Koordinatenebenen projezierten,
von & und ¥ aufgespannten Parallelograms.

""" Y
Eine formale Merkregel:
€1 € ¢
o ot o T2 I3 5 |1 T3 o |[T1 T2
T XY=|r1y T2 I3 :ely y —€2y y egy y .
2 3 1 3 1 2
Yr Y2 Y3

Rechenregeln. Fiir 7,7, 7 € R? und \ € R gelten:
1. (Z4+Y)xZ=FxZ+Yyx

Die Abbildung

ist also bilinear.
2. Die Abbildnug B is alternierend

3. (Zyklische Vertauschung)

Insbesondere

dh. Zxy L 27y
4. <£Z"><27,ﬂ:>(’l_)'> = <f,ﬁ><gva>_<fvg><gvﬁ>
5. (fxgj’)xé’:(gﬁ',é}g’— <g7,g>f
Beweis. 1) Folgt aus der Biliniaritit des Kreuzprodukts b auf R?. Betrachte nimlich die lineare Ab-
bildungen (die Projektionen auf die Koordinatenebenen)

Z1

L1 T L1 T T
P(n)=(2), P(2)=), P(s)=0).
Somit gilt
B(Z,y) = @ x i = &1b(P1(F), P1(Y)) — €2b(P2(T), P2(¥)) + €sb(Ps(Z), P3(¥))-
2)-5) Man zeigt diese Eigenschaften zunéchst fiir Z, ¢, 2 jeweils einer der Vektoren é7,és, 3. Dann

verwendet man 1), also die Biliniearitit von B, um diese Eigenschaften fiir beliebigen 7,7, Z € R? zu
zeigen. [

fxs=(§) = ()= (1) ==

<€1 X €2,€2> = 0, und <€1 X €Q,€3> = <€3,€3> =1.

Beispiel. Es gilt

[ =l=}

Also
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Geometrische Interpretation.
1. Zx 7 = 0 gilt genau dann, wenn 7 und ¢ parallel sind (also 0, Z, ¥ liegen auf einer Geraden). Denn:
Ist z.B. § = A, so gilt Z x § = A\(& x &) = 0. Umgekehrt: ist & x 7 = 0, dann gilt

0= (@ xy) x&= @8- 7,07 = 7,5 dh g= LIT
(Z,7)
also 0, # und 7 liegen auf einer Geraden, sind also parallel.
2. Esgit fxy L Zund & x ¢y Ly
3. Es gilt
||f>< g”% = <f>< :lj,f)( 27> = <faf><?7727> - <f727>2 =
= | ZI3I1713 — cos® Z(Z, PIZIETI3 = |1ZI3117]3 sin® £(Z, 7).

4. Wie wir es oben teilweise gesehen haben, es gelten:
€1X€2:€3, €2xé'3:€1, é'gxé’lzé'g,
“Rechte-Hand-Regel”.

Ergénzung. Ist
s:R3xR® - R?® bilinear und antisymmetrisch

mit

so ist s(Z,9) = T X ¢.
1.22. Das Spatprodukt im R3. Fiir Z, 4, 7 € R? setzen wir
[7,7,7] := (¥ x §,%) €R,
das Spatprodukt von &, %, 2. Die Rechenregeln sind aus m zu entnehmen. Insbesondere ist
[,-]:R*xR>xR?> =R eine alternierende Triliniearform,

und es gilt
[f’g,ﬂ = [ga 575} = [vaamv
also man darf zyklisch die Argumente vertauschen.

Interpretation 1. Fiir #, 7,z € R? kann man [Z, 7, 2] € R als orientiertes Volumen, des von &, i, Z
aufgespannten Parallelepipeds (Spats)

P = {)\:E'—i—mj—i—l/é’:og)\,ﬂ,ugl}

auffassen.

8
X
<y

Das Volumen des Parallelepipeds ist das Produkt der Grundfliche und 4
der Hohe des Parallelepipeds. Die Grundflache ist

1Z]l2 - 172 - [sinal = [[Z x F]2.
wobei o = Z(Z,¥). Die Hohe des Parallelepipeds ist

| cos o] - [|Z]]2,

wobei ¢ = Z(Z x ¥, Z). Daher gilt

[[Z,7, 2] = (& x ¥, 2)| = || X Fl|2 - ||Z]|2] cos ¢| = Volumen von P.
Die Orientierung des Volumen legen wir so fest, dass wir sagen, dass S
das Volumen von P positve sei, wenn [Z, ¥, Z] > 0. f

Bemerkung. Mit dieser geometrischen Interpretation is es leicht einzusehen, dass [Z, ¥, Z] = 0 genau
dann gilt, wenn wenn 0, und Z, ¥, 2 auf einer Ebene liegen.

Interpretation 2. Sei Z' der Geschwindigkeitsvektor eines konstanten Flusses. Sei P das Parallelo-
gramm aufgespannt von Z un g. Dann fliefit durch P pro Zeiteinheit das Volumen [Z, ¥, Z].
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Ergdnzungen.
1. Eine Merkregel:

Ty T2 I3

[T, 9,2l =|y1 y2 y3| =1
Z1 Z2 z3

r1 T2
T3
Yyr Y2

T2 I3
Y2 Y3

Tr1 X3
2
Y1 Y3

= x1(T2y3 — T3y2) — T2(T1y3 — 23Y1) + 23(T1Y2 — T2Y1).
2. Ist
s:R¥xR?*xR®>— R eine alternierende Trilinearform

mit s(€1,e2,¢e5) = 1, so gilt s(&,7,2) = [¥,7,Z]. Wir haben gesehen, dass auch hier spielt die
Orientierung des Raums eine wichtige Rolle. Bemerke aber an dieser Stelle, dass die Orientierung
des Raums R3 bedeutet, dass wir eine alternierende Trilinearform auf R® und die kanonische Basis
€1, €2, €3 mit den obigen Eigenschaften festlegen.

3. Sei é1,...,e, € R" die kanonische Basis. Es gibt genau eine alternierende n-Linearform auf R"
mit der Eigenschaft s(€1,...,€,) = 1. s heifit Volumenform. (Siche Determinante [4.7)).

1.23. Lineare Gleichungssysteme — Vorliufiges.

Definition. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) ist ein System von k Gleichungen fiir n Unbe-
kannten xq,...,x, der Form
indexlineares Gleichungssystem!homogen

a1171 + a12T2 +- 0+ AT, = by
a2171 + %2 +--+ a2Tp = bo

(*)
arp1T1 + ap%2 +- o+ ApnTn = by

Gegeben sind also die Koeffizienten a;; € K, b; € K in dem Koérper K, und gesucht sind z1,..., 2,
aus dem Korper K. Dabei heifit homogenes LGS, falls

bl:b2:o..:bk:0’
sonst inhomogenes. Ist inhomogen, so heifit das LGS mit denselben a;; aber mit by = by = --- =

by, := 0 das zugehorige homogene LGS.

Beispiele und Interpretation.

1. Seien
a11 a12 Q1n b1
. as v azs . . asn 7 ba .
ay = eK Qg = e K¥ ...,d, = eK b= eK
) b ) )
a1 Qg2 Akn bi
Finde z1,...,x, € K, so dass

r1d1 + X0l + -+ - + Tpdn, = b.

Das Losen des LGSs ist also gleichwertig wie bestimmen Koeffizienten einer Linearkombination.
2. Wir erinnern uns an die Definition von Hyperebenen:

HiZZ{f: ( > EKnlxl(lil-i-"'—‘rl‘nain:bi}:{fz(5>6K712<f,@}>:bi}

= eine Hyperebene.
Wir sehen also: © € K™ 16st das LGS , falls
re HHNnHyNn---NH.

Bestimmen von Schnittenmengen von Hyperebenen ist gleichwertig wie finden aller Losungen eines
LGSs.
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3. Die Abbildung
T Z?:1 1T
A:K" > KF =1 |~ : = A(Z) € K*
T, dois ki

ist linear. Fiir gegebenes b € K* eine Lésung & von ist also ein Urbild von b unter der Abbildung
A, d.h.

A(Z) =1b.
1.24. Lésung von LGS — Das Gaufle Eliminationsverfahren.
Beobachtung. Falls von der Form

@121 + a12T2 + a13%3 + -+ ATy = by
G22%2 + 23T3 + -+ Aop Ty = b2
a33r3 + -+ a3pT, = b3

ist, so ist die Losung leicht zu finden: Beginne von unten und setze ein.

Definition. Das LGS hat Zeilenstufenform, falls fiir jedes 7, j mit 1 <i < j < k die j-te Zeile
links mehr Nullen hat als die i-te Zeile, oder lauter Nullen besteht. Also:

0 =b
—bl

0 0 =by

0 0 =bg

Klar ist also:

1. Falls byy1 # 0, oder b2 # 0, ..., oder by # 0, dann gibt es keine Losung.
2. Andernfalls kann man das LGS auflésen (beginne von unten und setze ein).

Gaufles Eliminationsverfahren. Bringe in ein dquivalentes LGS, das Zeilenstufenform hat:

1. Durch Vertauschen von Zeilen erreicht man: keine Zeile geht weiter nach links als die erste.

2. Durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten Zeile zu den anderen erreicht man: Jede Zeile ab
der Zweiten geht weniger weit nach links als die erste.

3. “Vergiss” die erste Zeile, betrachte die zweite als erste und fahre mit 1. und 2. fort usw...

Beispiel. Lose das LGS

1 + 3x9 — bxg =1
T1 + 232 — 73
1 + T2 + 2x3 =3

Il
B

Schritt 1. und 2. auf die erste Zeile:

(E1+3£L'2—5{E3:1
— o + 4x3
— 229 + Txg = 2

|
—
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Schritt 1. und 2. auf die zweite Zeile:

1 + 3(E2 — 51’3 =1
— To + 4x3 =1
—T3 = 0

Dies hat Zeilenstufenform! Durch einsetzen bekommt man die Losungen:
I3 = 0
ro = -1

1'1:4.



2. LINEARE UNABHANGIGKEIT, BASEN

2.1. Problematik.
e Sei E={Z¥=a+ Mo+ ué i\ € R} eine Ebene. Wirklich? Falls nicht, wieso?
yeFE—=>A=7 u=7— A\ peindeutig bestimmt
~» Unabhingigkeit
e Auch Funktionen sind Vektoren.
Also eine typische Aufgabe konnte sein: gegeben Funktionen gi,...,gn, f : [0,1] = R, finde
AL,y A ER mit A\ygy + Aago + -+ Angn = f-
~~» Wir brauchen Koordinaten.
e Es gibt so viele Vektorraume. Wie verschieden sind sie und wie grof3?
~» Dimension

ACHTUNG: ab jetzt verzichten wir auf der kleinen Pfeile wenn wir Vektoren notieren mochten.

Wir schreiben also x statt Z.

2.2. Lineare Hiille. Sei V ein Vektorraum iiber dem Koérper K und W C V. Setze
Lin(W) := Menge aller Linearkombinationen aus W
- {v €V:IneN3IA,... A € KIwy,... w,sd v:Z)\iwi}.

i=1

Eine Konvention: Lin(f)) = {0}. Die Menge Lin(W) C V ist Untervektorraum von V und heifit lineare
Hiille oder Aufspann von W. Dabei heifit W erzeugendes System fiir Lin(V).

Bemerkung. Hiufig besteht W aus endlich vielen Elementen {wy, ..., w,,}. Dann ist
Lin(W) = { > Awich € K }
i=1

Beispiel. Zur lllustration der obigen Begriffe betrachte die folgenden Beispiele:
1. Sei V=R", K =R, und sei W = {ey,...,e,} die kanonische Basis. Dann gilt

Lin(W) = V.

w={(1) (1))

Lin(W) = z-y Ebene.
3. Sei V ={f: R — R Funktionen}, K =R, und sei W = {z — 2™ : n € NU {0}}. Dann gilt

2. Sei V = F3, K =R, und sei

Dann gilt

Lin(W) = Vektorraum der Polynome.
4. Offensichtlich gilt Lin(V) = V.

Satz 2.2.1. Seien vq,...,v, € V (n > 1) n-Vektoren. Dann sind dquivalent:
(i) Ist

n
v = E A,
i=1

so sind die Koeffizienten )\; € K eindeutig bestimmt. D.h., falls

n n
g Aiv; = E HiV;
i—1 i=1

dann gilt fir allei=1,...,n
Ai = H

20
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(ii) Falls

Z)\ivi:O
i=1
gilt fir \; e K,i=1,...,n, so ist
Ai=0 firallei=1,...,n.

(iii) Keiner der Vektoren vy, ..., v, ist Linearkombination der iibrigen.
(iv) Die lineare Hiille jeder echten Teilsystem von vy, ..., v, ist echt kleiner als Lin({vy,...,v,}).

Beweis. (i) = (ii): Y.i—;0-v; =0=Y"1" |, \jv; = \; = 0 nach (i).

(i) = (1): Ist v = >0 vy und v = Yo puvy, dann 0 = v — v = >0 (A — pi)v;. Somit gilt
(N — ;) =0 fiir alle ¢ = 1,...,n nach (ii).

i) = (iii) (also —(iii) = —(ii)): O.B.d.A. sei v, = Y"_' A\;v;, dann
i=1

n—1
0= E AiV; — Un,
i=1

also gilt (ii) auch nicht.
(iii) = (ii) (also —(ii) = = (ii)) Ist 0 = D" ; Ajv; mit A, # 0, dann

n—1 s
Up = — Z TZUZ',
i=1 """
also gilt (iii) auch nicht.

(iii) < (iv): v, = Z;:ll Aiv; gilt genau dann, wenn Lin({v1, ..., v,}) = Lin({v1,...,vp—1}). ]

Definition. a) Das System der Vektoren vy, ..., v, heifit linear unabhingig, falls sie die fiquiva-
lenten Bedingungen des Satzes erfiillen, sonst linear abhiingig.

b) Allgemeiner heifit eine Familie (v;);e; linear unabhingig, falls jedes endliche Teilsystem linear
unabhiingig ist. (Konvention: §) sei linear unabhiingig.)

c¢) Ist dariiber hinaus

V =Lin({v1,...,0n})

(oder V = Lin({v; : i € I}), d.h. jeder Vektor in V ist eine endliche Linearkombination der v;,
dann heifit {v; : ¢ € I'} eine Basis von V.

Bemerkung. Ist v;, ¢ € I eine Basis in V, so 1d8t sich jeder Vektor in V' auf genau eine Weise als
endliche Linearkombination von Vektoren in {v; : ¢ € I} schreiben.

Bemerkung. Ist {v,...,v,} eine Basis von V und

n
w = Z /\ivi7
i=1
so heiflen die Koeffizienten \; auch die Koordinaten von w beziiglich dieser Basis. Der Vektor
A1
< Xn )
heifit der Koordinatenvektor von v bzgl. der gegebenen Basis.

Bemerkung. Ist {vy,...,v,} eine Basis von V, so ist die Dimension von V iiber K eben n. Schreib-
weise: Dim (V') = n. (Spéter: Dimension ist unabhéngig von der Basis.) z.B. {ey, ..., e, } als kanonische
Basis in R™, daraus folgt: R™ ist n-dimensional tiber R.

2.3. Diskussion.

1. {v} ist linear abhingig < v = 0.
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2. {v1,vo} linear abhiingig < v; = 0 oder vy = 0 oder A\v; = vs.
(parallele Vektoren), die zwei Vektoren liegen auf einer Ursprungsgeraden.
3. {.1‘17.’)32,,@3} g R?’
e linear unabhiingig < Linearkombinationen erzeugen R3.
e linear abhingig < Liegen in einer Ebene durch 0 (oder sogar auf einer Geraden).
Falls 0 € {v1,...,v,}, dann sind {vy,...,v,} linear abhingig.
{v; : i € I'} linear unabhéngig = jede Teilmenge ist linear unabhéngig.
6. {v; : i € I'} linear unabhéngig = {v; : ¢ € I'} ist Basis von

W =Lin({v; : i € I}).

7. {v; :i € I} Basis von V, w € V = Das System v;, i € I zusammen mit w ist linear abhéngig.

ok

Beispiel. 1. Sei K ein Korper und e; € K™, i =1,...,n die kanonische Basisvektoren, d.h.
eij = j-te Koordinate von e; = §;; = Kronecker-Delta.

Dann ist {e; : i =1,...,n} C K™ eine Basis von K.

2. Seip, : Rz 2™ €R (bzw. p, : C3 z — 2" € C), dann ist {p,, : n € NU{0}} im Vektorraum
der Funktionen linear unabhéngig.
Beweis: 3o Nipi = 0= 35 Nipi(x) = 32110 Nia* = 0.
Das Polynom hat mehr als n Nullstellen = ist das Null-Polynom, also A\; = 0.

3. Die Funktionen f = const = 1, {cosnz : n € N} und {sinnz : n € N} sind auf [0,27] linear
unabhéngig. Der Beweis kommt spéter.

4. Sind a1, ...,ar € K", so dass a; links mehr Nullen hat als a; fiir j > ¢, dann sind as, ..., ax linear
unabhéngig.

2.4. Orthonormalsysteme.

Definition. Ein System {ej,...,e;x} € C" (oder R™) heiit Orthonormalsystem (ONS), falls

(ei,ej) = 6ij = {

(0;; wird Kronecker-Delta genannt).
Also: e; L e; (orthogonal) und |le;|l2 = v/{(ei, e;) = 1 (normiert)

1 firi =y,
0 fiir i # j,

Beispiel. 1. Die kanonische Basisvektoren in C™ bilden ein Orthonormalsystem.

2. (zfjg), (*Cgis“f) bilden ein Orthonormalsystem.
Satz 2.4.1. Sei {ey,...,er} ein Orthonormalsystem = {eq,...,e;} linear unabhingig.

Beweis. Sei

k
i=1

Wir miissen zeigen, dass die Koeffizienten A; alle 0 sind. Multipliziere mit e; fiir ein j =1,...,n:
k k
0= <Z)\iei,6]’> :Z)\i<€i,€j> :)\j. |
i=1 i=1

2.5. Warum sind linear unabhingige Vektoren wichtig? Wir wollen zeigen: Mit linear un-
abhéngigen Vektoren kann man Koordinaten einfithren und wie im R™ (oder im C™) rechnen. Sei V'

Vektorraum iiber dem Kérper K, und seien vy, ..., v, € V. Definiere:
A1 n
T:K"=V, | 1| =) v eV
)\n i=1

Dann ist T offensichtlich linear.

Satz 2.5.1. a) Lin({vy,...,v,}) =V & T ist surjektiv.
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b) {v1,...,v,} linear unabhiingig < T ist injektiv.
¢) {v1,...,v,} Basis von V' < T ist bijektiv.
Beweis. a) “=": Ist T surjektiv so existieren fiir w € V Elemente Aq,...,\, € K mit
n A1
’LU:Z)\Z‘UZ‘:T< : )
i=1 A
“<”: Fir w € V existieren Aq,..., A\, € K mit
A1 n
U}:T< . ) = Z)\ivi,
An i=1

d.h. T is surjektiv.
b) Es gilt

A1 M1
Xn fin

Z)\i’Uz’ = Z,uﬂ)i =4 Z()\,L — ,Ui)vi =0.
=1 =1 =1

Also: T nicht injektiv < {v1,...,v,} nicht linear unabhingig.

genau dann wenn

¢) folgt aus a) und b). ]

Definition. Seien V,W Vektorrdume iiber K. Ist T : V. — W linear und bijektiv, so heifit T
(Vektorraum-) Isomorphismus. Die lineare Abbildung 7! ist dann ebenfalls ein Vektorraum-
Isomorphismus. V und W heiflen isomorph, falls es einen Vektorraum-Isomorphismus 7 : V. — W
gibt. Wir schreiben V' ~ W. Isomorphe Vektorrdume sind als Vektorrdume gleich. Also: Ist {vy,...,v,}
eine Basis von V (wobei V' ein Vektorraum iiber K ist), so ist V isomorph zu K™.

Beispiel. Sei V = {Polynome vom Grad < n} iiber K = R. Betrachte die Polynome

Po = ]-7 pl(z) =, ... vpn(x) =a".
Dann ist pg,...,p, eine Basis in V. Die Abbildung

ag
ay
T:R" 5V, < . >'—>ao+a1x+---+anx"

ist ein Vektorraum-Isomorphismus.

2.6. Frage: Besitzt jeder Vektorraum eine Basis?

Definition. Ein Vektorraum V heifit endlich erzeugt, falls es endlich viele Vektoren vy,...,vy € V
gibt mit V = Lin({v1, ..., vx}).
Hauptsatz. Sei V ein Vektorraum.

a) Ist V endlich erzeugt, so besitzt V eine Basis.
b) Besitzt V eine Basis aus n Elementen, so sind je n 4+ 1 Vektoren in V' linear abhéingig.
¢) Besitzt V eine Basis aus n Elementen, so hat jede Basis von V genau n Elemente.

Beweis. a) Durch Ausdiinnen: Sei V' = Lin({v1,...,vx}). Streiche solange wie moglich Vektoren aus
{v1,...,v,} heraus, so dass die lineare Hiille des Restes immer noch V ergibt. Wenn nichts mehr geht,
hat man eine Basis (vgl. (iil)). Dies geschieht nach endlich vielen Schritten.

b) Wir wissen V' ~ K. Es reicht also, die Behauptung in K™ zu beweisen. Seien

ail A1(n+1)
a; = : y cee s Apyl = :
anl An(n+1)
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n

n + 1 Vektoren in K™. a; sind linear abhingig <« >,
A1,.. .y Ay € K. Dies ist genau dann, wenn das LGS

+11 Aia; = 0 hat nicht-triviale Losungen

Atain +o+ Appiaimgry = 0

Map1 +--+ /\n+1an(n+1) =0
mit n Zeilen und n + 1 Spalten nicht triviale Losungen hat. Umformen auf Zeilenstufenform = Be-
hauptung (vgl. [1.24).
Zur Illustration n = 2:
Arann + Ao + Aza13 =0 Arann + Asarn + Azarz = 0

M1a21 4+ Aodgs - A3z = 0 Aobos + Aabos =0 7 nicht-triviale Lésung

c) Folgt aus b): Seien {v1,...,v,} CV und {wy,...,w;} CV Basen. Dann:
k>n = {wi,...,wi} linear abhiingig = Widerspruch;
n >k = {vi,...,v,} linear abhéingig = Widerspruch. m

FOLGERUN G : Ein endlich erzeugter Vektorraum V iiber K ist isomorph zu einem Vektorraum
der Form K™ fiir genau ein n.

Definition. Ist {vy,...,v,} C V Basis von V, dann heifit n die Dimension von V iiber K. Schreib-
weise:

Dim(V) = n.
Hier ist n eindeutig bestimmt. Besitzt V keine endliche Basis, dann heifit V' unendlich-dimensional,
Dim(V') = oo.

2.7. Erginzung.

1. Hauptsatz [2.6|a) gilt allgemein: Jeder Vektorraum hat eine Basis! Beweis mit Zornschem Lemma.
2. Meist leitet man Hauptsatz[2.6|aus dem Basisergéinzungssatz ab, der folgenderweise lautet: Seien

v1,...,0 € V linear unabhéngig und wy,...,w; € V so, dass
Lin({v1, ..., 0%, w1, ..., w}) = V.
Dann kann man durch Hinzunahme geeigneter Vektoren aus {ws,...,w;} die Menge {v1,..., v}

in eine Basis ergénzen.
Mithilfe dieses Satzes ist klar:
Korollar. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, U C V ein Unterraum, dann ist

DimU < Dim(V); und DimU =Dim(V) genau dann, wenn U = V.

2.8. Skalarprodukte. Berechnung der Koeffizienten ist am Besten bzgl. Orthonormalbasen!

Definition. Sei V' ein Vektorraum iiber K = R (oder = C).Eine Abbildung
() VxV=K:  (u,v)— (u,v)
heifit (abstraktes) Skalarprodukt auf V| falls fiir alle u,v,w € V und A, p € K gilt:
(SP1) (Au+ pv,w) = AMu, w) + p(v, w),
(SP2) (u,v) = (v,u),
(SP3) (u,u) > 0und (u,u) =0< u =0,
Ein Vektorraum mit Skalarprodukt (V/(-,-)) heifit auch pré-Hilbertraum, euklidischer Raum
(K = R) oder unitirer Raum (K = C).

Diskussion.
1. (SP1) bedeutet: fiir alle w € V' fest ist

V—->K:uw~ (u,w) linear.
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2. Im Falle K = C, (SP1) + (SP2) implizieren: fiir alle w € V ist
V - K:u—(w,u) antilinear (oder konjugiert-linear),
d.h. (w, \u 4+ p) = Mw,u) + f{w, v).

3. Es gilt genau dann (u,v) = 0 fiir alle v € V, wenn u = 0 (setzte v = u).
4. In der Physik sind Skalarprodukte oft antilinear in der ersten Komponente (Dirac-Schreibweise in
der Quantenmechanik) ~» Geht aber genauso.

Beispiel. 1. Das Standard-Skalarprodukt (-, )g» auf R™ ({-,-)cn auf C™) ist tatséchlich ein Skalar-
Produkt (siehe [1.12]).
2. Sei [a,b] C R ein Intervall. Fiir f, g : [a,b] — C stetig setze

b
%w:/f@ﬂﬁm

Allgemeiner: Sei w : [a,b] — Ry strikt positiv “Gewichtsfunktion”. Setze:

b
(Fr9)u = [ f@gl@u()da
So sind beide Skalar-Produkte auf dem Vektorraum
V= {Stetige Funktionen auf [a, b]}

Skalarprodukte sind also auch wichtig in Analysis.
2.9. Cauchy-Schwartz-Ungleichung (vgl. [1.12]).
Satz. Fiir x,y € V gilt

(&, )| < (a,a) 2 - (y, ) °
und die Gleicheit

(@ y)| = (z,2)/2 - (y, )"/
gilt genau dann, wenn x, y linear abhéngig sind.

Beweis. 1. Ist (x,y) = 0, so ist die Ungleichung trivial, und auch die Aussage iiber die Gleichheit folgt
leicht.

2. Nehme an (z,y) # 0: Wir setzen

dann gilt @ € K mit |a| = 1. Betrachte:
p(A) = (az + Ay, ax + Xy) = (z,2) + @Mz, y) +aX(y, z) + A (y,y).
Fir A € R gilt:
p(A) = (z,2) + X-2 Re afz,y) + X* - (y,9) = (z,2) + 2(z,y)| - A+ (y,9) - A°.
Also ist p(\) ein Polynom mit Grad p = 2 und p(\) > 0 gilt fiir alle A € R. D.h. p(A) = 0 hat maximal
eine R-Losung und die Diskriminante “b?> — 4ac” ist nicht-positiv:
Az, ) — 4z, 2)(y, y) < 0.

Daraus folgt die behauptete Ungleichung. Hat man hier “=", so heif}t das, dass p(\) = 0 genau eine
Losung Ao € R hat, also

A
p(Ao) =0 (S:P?;) ar+Ady=0 = = f—oy = linear abhéngig [
o
Bemerkung. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -), dann ist
lzl] = (x,2)'/?

eine Norm auf V', denn:
1. |jz|| = (z,z)/2 > 0.
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2. [Ixall = (a, Aa)' 2 = Mz, 2) 2 = X[ [l
3. Zum Beweis der Dreiecksungleichung verwendet man die Cauchy-Schwartz-Ungleichung;:
lz +ylI* = (@ +y,z +y) = (z.2) + 2 Re (z,y) + (y,y)
<z, 2) + 2z, )| + (yoy) < ll2l® + 20zl - lyll + Iyl* = (=] + llyl)?

2.10. Quadratische Form.
Definition. Die Abbildung
Q:V =Ry, v Q)= (v,0) = v
heifit auch die zugehérige quadratische Form (denn Q(\z) = |A\[?Q(x)).
Ist K =R so ist:
(z,y) = i(Q(w +y) —Qx—vy))
Ist K = C so ist:

(2,9) = 1(QU +9) ~ Q — ) — iQ(x — i) +iQ(x + i)

Beweis. durch Nachrechnen n

WICHTIG: Polarisierung: Ein Skalarprodukt ist also durch die zugehorige quadratische Form
schon vollsténdig festgelegt.

2.11. Orthogonalitéit (vgl. [1.12]). Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-, ).

Definition. a) z,y € V heiflen orthogonal (in Notation: z_Ly), falls (z,y) = 0.
b) M, N CV heilen orthogonal (M LN), falls

zly firallexze M,ye N.

c) Fir M CV heifit
Ml::{yEV:yLJ; VmEM}

das orthogonale Komplement von M. M+ ist ein linearer Unterraum in V' (auch wenn M nur
eine Teilmenge ist).
d) Eine Familie (v;);c;) heiit Orthonormalsystem (ONS), falls

vilv, i#j (Orthogonal)
[Jog]| = 1. (Normalisiert)

Ist {e1...en} Orthonormalsystem und Basis, so heifit es auch Orthonormalbasis (ONB).

Bemerkung. 1. Satz von Pythagoras: x1ly = |z +y|*=|z|*+ |y||* (vgl [1.12
2. (vi)ieq ist Orthonormalsystem = {v; € I} ist linear unabhéngig (vgl. [1.12

2.12. Entwicklung nach Orthonormalsysteme.

Satz. Sei {e1,...,e,} Orthornormalbasis fiir V.
a) Ist

n
v = E Aiei,
i1

so gilt Ay = (v,e;), dh. v =" (v, e;)e;.
b) Ist

n
UZE Ai€i, UZE Hi€;
i=1

i=1
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" A1 B1
oo () ()

lul]? = (u,u) = Z I\i|? = Z |(u,e;)|>. (Parsevalsche Gleichung)
i=1 i=1

so gilt
Insbesondere gilt also

Beweis. a) Sei v =Y, \;e;, und (skalar-)multipliziere mit e;. So erhélt man
<1)7 €j> = <Z )\Z—ei, 6]‘> = Z )\Z‘<€Z', €j> = )‘j'
i=1
b) Seien u, v wie in der Behauptung, und betrachte ihr Skalarprodukt:

(u,v) = <Z )\ieiaZMjej> =) Nifleie) = > Nifi,. .
i=1 J=1 i,j=1 i=1

Bemerkung. Die Koordinaten-Abbildung

A1

> — i)\iei
1=1

T:K”—)V:(
A’Vl

fithrt das Standard-Skalarprodukt auf K™ iiber in (-, )y, d.h., T' “erhélt das Skalarprodukt und die
Norm”.

2.13. Beispiele.
1. Betrachte V = C([0,27]) = {f : [0,27] — R stetig}, und

27 27 1/2

(f9)= [ f@ol@de, = (F0Y2=(

0
Betrachte ferner die Funktionen:

0

1 1 1
eo(x) = oz (konstante Funktion), es,(x) = — cos(nz), eap—1(x) = —=sin(nz) firn > 1.

VT N3
Dann ist {e, : n > 0} ein Orthonormalsystem (insbesondere linear unabhingig). Also gilt: Ist
f € Lin{e,, : n > 0}, dann ist

f:Z)\nen:c~]l+2ansinnx+bncosnx
n

eine endliche Summe mit
27 1

c={(f,eq) = ; (m)~ﬁdx,

2
an = (f,ean—1) = %/@ f(z) sin(nzx)dz,

2m
by, = (f,ean) = %/0 f (@) cos(nx)dz.

Theorie der Fourier-Reihen: Lifit man auch unendliche Summen zu, so kann man praktisch
“jede” Funktion so entwickeln. (Fourier-Reihen sind also LA).
2. In R? ist

eri=(sng) 02 = (Taor)
eine Orthonormalbasis (vgl. [1.12)). Also ist z.B.
(2) = Aier + Aaea mit Al =2cosp, Ay = —2sinp.
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Allgemein:
(y) = Aer + Azez mit | = xcos p + ysin g,
Ao = —xsin p + y cos .

2.14. Orthogonale Projektion. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-), {e1,...,e,} ein
Orthonormalsystem und setze

Vo i= Lin{el,...,em}, rz eV, Ai = (z,e).
Frage: Falls V) # V, was ist >_."; A\;e; ? Wir erinnern uns: A;e; ist die orthogonale Projektion auf
die von e; aufgespannte Gerade, siche

Satz (Wichtig!). Sei z € V mit

n
x:Z)\iei, d.h. )\i:<l‘,€i> fﬁri:l,...,n.

i=1
Fiir y € V} sind dquivalent:
a) Yy =Y 0, e
b)) z=y+zund x —y=21Vj.
c) lx—yll <z -9 gilt fur alle y' € V5.
Beweis. (Nicht so wichtig!) a) = b): Setze z = z — y und sei 3 € Vp, d.h., ¢’ kann so geschrieben
werden: y' = > 1" ji;€;. Dann gilt

X; nach Def.

(zy) = @—y) = (@) = @wy) =D m (we) —> NF=0.
=1 i=1

Also zLVj.
b) = a): Nehme an y € Vp mit 2z := 2 — y L V. Dann
(y,e:) = {x — z,e;) = (x,e;) — (z,e;) = (x,e;) =N, firi=1,...,m.
0

b) = c¢): Betrachte die Zerlegung x = y + z mit 2LV, wie in b). Sei nun y’ € Vj beliebig, dann
y =y + g mit § € V), also

le =/ 1* = lly + 2 —y = glI* = llz = glI* = |21 + I7]* da 21y
> ||2)* = [l — yl*.

¢)=>a): Seij = 1", \e;. Wegen der Aquivalenz “a) < b)” gilt z := z—§LV;. Esgilt y' := y—7 € Vi,
also wegen der Annahme c) gilt:

lz = yl* > llz — 5 = y/'I* =l = g1 + lly'II* da z—gLy
2 ||Jj - y||2v
und daher steht hier iiberall “=", d.h. ||y'|| =0, also y = 7. n

Bemerkung. Also fiir jedes x € V existiert ein eindeutiges y € Vp mit ||z — y|| minimal. Es ist

m

y= Z<$7€i>€i,

i=1
und die Abbildung
P:VsVyixz— Z(m,ei)ei
i=1
ist linear und heifit die Orthogonale Projektion von V auf Vj.
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2.15. Das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren.

Satz. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und {vi,vs,---} eine endliche oder abzihlbare
Familie linear unabhéngiger Vektoren. Dann gibt es ein Orthonormalsystem {ej, es,---} in V so dass

Lin{vy,vy---vi} = Lin{ej,eq---ex} gilt fir alle k e N, kK < V.

Beweis. (konstruktiv, wichtig!)

1. Sei eg := HEH‘
2. Sei fo := vy — (ve,e1)e; und eg = H?—zll Dann eg Leq, ea Loy (vgl. .
3. Seien eq,...,e,_1 schon konstruiert mit
Lin{vy ...vg—1} = Lin{e; ... ex—1}.

Dann vy € Lin{ey,...,ex—1}. Setze

k-1

fr = v — Z(vk, €;)e;. (vgl. 2.241)
i=1

Dann gilt fi # 0 und frL Lin{ey,...,ex—_1}. Wir konnen also setzen
o h
£l

Folgerung: Ist Dim(V') < oo, so besitzt V eine Orthonormalbasis und jedes Orthonormalsystem l&8t
sich zu Orthonormalbasis ergénzen.



3. LINEARE ABBILDUNG UND MATRIZEN

3.1. Erinnerung: Lineare Abbildungen und lineare Teilrdume. T :V — W heif}t linear, falls

o T(u+v)=T(u)+ T(v) gilt fiir alle u,v € V,
o T'(Au) = AT'(u) gilt fiir alle A\ € K,ueV
Die Menge
LV,W):={T:V - W linear}

ist selber ein Vektorraum, mit den iiblichen Operationen (siehe unten). Vo C V heifit linearer Teilraum,
falls u +v € Vp fiir u,v € Vo und du € Vy firu e Vo, A\ € K

Definition. Sei T : V — W linear. Wir definieren

Kern(T):={u €V :T(u) =0} ist linearer Teilraum von V und heiit Kern von 7.
Bild(T) := {T(u) : w € V} ist linearer Teilraum von W und heifit Bild von T.

Allgemein: Ist Vy C V linearer Teilraum, dann
T(Vo) :={T(u) : u € Vp} linearer Teilraum.
Ist Wy € W linearer Teilraum, dann

T'(Wy) :={u €V :T(u) € Wy} linearer Teilraum.
Es gilt also
Kern(T) = T~1({0}).

3.2. Operationen auf linearen Abbildungen. Seien U, V, W Vektorraume.

a) I:V — V:xw— z heifit identische Abbildung/Identitét.
b) O:V W :z+— 0e€W (0ist das Nullelement in W) heifit Nullabbildung.
¢) Sind T, S : V. — W lineare Abbildungen, so sind

XNV o>Wax—AXle undT+S:V->sW:x—Tr+ Sx

auch lineare Abbildungen. .Z(V, W) ist selbst wieder ein Vektorraum.
d) Sind T:V — W,S:U — V lineare Abbildungen, so ist

ToS:U—-W, TS:z—T(S())

eine lineare Abbildung, das Produkt (oder die Verkettung) von 7" und S. Man schreibt auch
ToS,T-S oder TS. Das Produkt ist assoziativ, d.h. T(SR) = (T'S)R.

3.3. Injektive lineare Abbildungen.

Satz. Fiir T: V — W linear und &dquivalent sind:

(i) Kern(T') = {0}.

(ii) T ist injektiv.
Beweis. (i) = (ii): Seien w,v € V mit Tu = Tv. Dann gilt T(u—v) = 0, d.h. u—v € Kern(T'). Wegen
(i) ist also u = v, und T ist injektiv.
(ii) = (i): Sei v € Kern(T'), d.h. Tv = 0 = T0. Also wegen Injektivitit, mul v = 0 gelten. Dies
bedeutet Kern(T') = {0}. m
3.4. Die Dimensionsformel.
Satz. Sei T : V — W linear und Dim(V') endlich. Dann gilt

Dim(V) = Dim(Bild(7")) + Dim(Kern(T)).

30
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Beweis. Ist T injektiv, so ist T : V — Bild(T) ein Vektorraum-Isomorphismus, also Dim(V) =
Dim(Bild(T")). Somit ist in diesem Fall die Behauptung klar. Sei also T' nicht injektiv, und sei
{b1,...,br} eine Basis fiir Kern(T') # {0}. Ergénze zur Basis
{b1,. -, bi, brg1,. ., bn}
fiir V' (siehe [2.6)). Dann gilt
Bild(T') = Lin{T'(b1), T'(b2), ..., T(by)}.

Wir zeigen, dass T'(bg41),...,T(b,) linear unabhingig sind, und so sind wir mit dem Beweis fertig.
Sei also

Ak T (brgr) + -+ + AT (bn) =0,
und
V= Agp1br+1 + -+ Apbn.
Dann v € Kern(T). Jedes v € Kern(T) ist aber auf eindeutiger Weise eine Linearkombination von
bi,..., bk, k11, ..., by. Daher bekommen wir:

A1 == =0,
also lineare Unabhéngigikeit folgt. [
Folgerung: Im Beweis haben wir gesehen: T injektiv = Dim (V') = Dim(Bild(T")). Ist also {b1,...,b,}
Basis von V so ist T'(b1), ..., T(by,) eine Basis von Bild(T).
Bemerkung. Rang(7T") := Dim(Bild(T)) heifit der Rang von T.

3.5. Lineare Abbildungen auf Basen.
Der nichste Satz besagt, dass wir auf linearen unabhiingigen Vektoren die Werte einer linearen
Abbildung beliebig vorschreiben kénnen.

Satz. Sei {by...b,} Basis von V und {w;...w,} Vektoren in W. Es existiert genau eine lineare
Abbildung
T:V—=>W mit T(b)=wi,...,T(by) = wy.

Beweis. T(Z?:l Aibi) = Z?:l Ajw; ist wohldefiniert, da Koeffizienten \; eindeutig bestimmt sind.
Linearitdt und Eindeutigkeit sind klar. [

Bemerkung. Spezialfall V = K", b; = ¢; (vgl. .

Satz. Wie in Satz gilt:
a) Lin{wy,...,w,} =W & T ist injektiv
b) {wi,...,wy,} linear unabhéngig < T ist injektiv
c) {w1,...,w,} Basis in W < T ist bijektiv (Isomorphismus)
Beweis. Wie in 2.5 ersetze aber
A1 n
: durch ) " Aib;. .
)\n i=1
3.6. Die Matrix einer linearen Abbildung. Sei T : V — W eine lineare Abbildung
L:={b,...,b,} BasisvonV
und w; = T'(b;) € W. Nach ist T' die einzige lineare Abbildung von V nach W mit b; — w;.
Sei
L' ={ci,...,c,} Basis von W,
dann ist
T(bJ) = w; = a1;C1 =+ Q2;C2 + -4 QmjiCm

und w; ist durch die Koordinaten (s, ..., a,) eindeutig bestimmt.
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Sind die Basen £ von V und £’ von W vorgegeben, so ist T : V' — W durch die n x m Zahlen
{aij 11 <i<m, 1< j<n} vollstindig bestimmt

Konvention. Schreibe die o;; in die Form:

Qi1 Q12 ... Oln
a1 a9 N (657
L,.L'
M:=Mp~ = . . ) . = (Qj) i=1.cm .
. . . . j=1,...,n
Um1  Qm2 ... Qmp

In den Spalten stehen also die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren. So eine quadratische An-
ordnung von m - n Zahlen in m-Zeilen und n-Spalten, heift eine m x n-Matrix.

Definition. M = M;f’o‘/ heiit die m x n Matrix der linearen Abbildung T bzgl. der Basen £ von V
und £’ von W. a;; heifien die Eintréige oder die Koeffizienten der Matrix M.

Bemerkung. 1. n = Dim(V) =Anzahl der Spalten, m = Dim(W) =Anzahl der Zeilen.
2. Bei festen Basen £ von V und £ von W hat man also eine 1-1 Beziechung zwischen linearen
Abbildungen von V nach W und den m x n Matrizen
T ¢ MEF.

Setze
My = My (K) := {m x n Matrizen mit Eintrége in K}.

3. Seien & := {e1,...,en} und & = {f1,..., fm} die kanonischen Basen von K" und K™. Dann
gehort insbesondere zu jeder m x n-Matrix M genau eine lineare Abbildung

Ty : K" — K™ mit M =ML
In den Spalten von M;Mg/ stehen die Vektoren Th(e;), j=1,...,n
4. Sei M = Mf’gl mit £ und £’ Basen von V bzw. W; Dim(V) = n und Dim(W) = m. So ist dieselbe
Matrix M auch die Matrix (bzgl. £ und £’) genau einer linearen Abbildung
R:V W, M=M5".
Seien
K,:K"=V, el Kp: K™ =W fi—c¢
die Koordinatenabbildungen (vgl. . Dann sind K,,, und K,, Vektorraum-Isomorphismen, und
das folgende Diagramm ist kommutativ:

Kn — T, gm
K”Ll le
v W

Das heifit
RoK,=K,oT (oder R=K,,oToK ).
Das werden wir bald besser verstehen.

Wir merken uns schon jetzt: R und T unterscheiden sich nur durch Vektorraum-Isomorphismus.
Daraus folgt: Dim(Kern) und Rang = Dim(Bild) sind fiir R und T gleich. Daher geniigt es oft,
eine Matrix als die Matrix einer linearen Abbildung T : K™ — K™ zu interpretieren. Wer will,
kann sich das im folgenden so klar machen, auch wenn es allgemeiner formuliert ist.



LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN 33

3.7. Beispiel fiir das Aufstellen von Matrizen.
1. Die Nullabbildung O : V' — W hat in jeder Basis die Matrix

0 ... 0
Omxn =1 -0
0o ... 0/ ..
2. Die identische Abbildung I : V' — V bzgl. einer Basis £ hat die Matrix
1 ...0
T P
o ... 1/ ..

ACHTUNG: M = MIE’LI sieht anders aus, falls £ # £, und diese Tatsache wir spiter ganz
wichtig sein. (Siehe Basiswechsel [3.16]).
3. Sei D : R? — R? Drehung um Winkel ¢, und sei £ = {((1)), (2)} die kanonische Basis.

Die Matrix von D bestimmt man so:

1 .
()= (). o)~ (2)
cos 0 sin 1 Cos

4 . Also:

sin ¢

cos —sin
% R} MEE = ( o8P 90) .
cosp sin cos

— sin g

4. Orthogonale Projektion P von R? auf x-y-Ebene:

P(2)=(1) aso P(g)=(8). P(1)=(). »(8)=(1)
Dabher ist Lo o
Mg =1(0 1 0
0 0 O
Frage: (é (1) 8), oder ((1) (1)) gehort zu??
0 0
5. Die m x 1 Matrix
a;
M= )
Qm

ist die Matrix einer linearen Abbildung

T:K — K™ beziiglich der kanonischen Basen, ndmlich: T(\) = A : =
Ay, m

T ist injektiv und somit ein Isomorphismus auf Bild(7"). Vektoren in K™ schreiben wir also als
Spaltenvektoren.
6. Die 1 x n Matix
M= (ag,...,qn)

ist die Matrix einer linearen Abbildung
S: K" — K bezlglich der kanonischen Basen, namlich: S(e;) = a;,
T
also S| ¢ | =ow +azze+ -+ Ty,

Tn
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Bemerke, dass S eine Linearform ist, d.h. S € (K™)*. Vektoren in (K™)* schreiben wir also als
Zeilenvektoren. So ist der Wert einer Linearform auf einem Vektor sehr bequem auszurechnen

f1
(a1...am) | ¢+ | =a1fr+ a2+ + amfbm “ZeilexSpalte”.
Brm
3.8. Berechnung des Bildes eines allgemeinen Vektors. Sei T : V — W linear, seien £ =
{b1,...,b,} und L = {c1,...,c,} Basen von V bzw. W. Setze
c.c'
M =Mz~ = ()i

Fir v € V schreibe

v = Zn:)\jbj
j=1

A 1 A 1
ve =1 : und v=| : ,
A X/ £

und analog fiir Vektoren w € W bzgl. der Basis £’. Dann ist

Wir benutzen die Notationen

T(’U) = T(Z )\jbj) = Z )\JT(b]) = Z Aj Z ozijci = Z ( aij)\j)ci
Jj=1 Jj=1 7j=1 =1 =1 j=1
Wir sehen also:

T:V > W,
n o o ... Qin

A1 2= 03 ozi a;z a; A

. H . = * .
n : : T, .

An L Zj:l amj>\j L’ Am1 Om2 ... Qmp An L

d.h. wir rechnen:
1. Koordinate des Bildvektors T'(v) ist gleich 1. Zeile mal Koordinatenvektor v,
2. Koordinate des Bildvektors T'(v) ist gleich 2. Zeile mal Koordinatenvektor v,

m. Koordinate des Bildvektors T'(v) ist gleich m. Zeile mal Koordinatenvektor v,.

3.9. Beispiele.

1. Sei
7
cc (1 2 3 .
Mr —(4 5 6) und v = g

Dann hat T'(v) in Basis £' den Koordinatenvektor

1 2 3 ; _(1-7+2-843-9\ (50
4 5 6 9 - \4-7+5-846-9)  \122)°

2. Betrachte die Drehung D auf R2. Bzgl. kanonischer Basis ist:

D §\ _(cosp —sing\ ()  [(&cosp —nsing
n)  \sing cosy n)  \&Esinp+mncosp/’
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3. Das lineare Gleichungssystem

111 + 1222 -+ 1pTn = Y1
Q91T + QX2 + -+ QopXy = Yo

Am1%1 + m2T2 + -+ Unn®n = Ym

kann auch geschrieben werden als:

Q11 Q2 ... Oap T Y1

Qo1 Qigg ... (Qap T2 Y2
() : - : N

(67951 amp2 oo Omp Tn Ym

Also ist A = (a;);,; die Matrix von T : K™ — K™ bzgl. kanonischer Basen, z € K", y € K™,
dann heif3t : Fiir die lineare Abbildung 7" und fiir y € K™ suche z € K™ mit

Tx =y,
also ein Urbild von y unter 7. Dadurch wird die Theorie von linearen Gleichungssystemen sehr
einfach.

3.10. Vielfaches und Summen von Matrizen. Gegeben seien V mit Basis £, W mit Basis £’ und
S, T :V — W lineare Abbildungen mit Matrizen

c.c c.c
Mg™ = (aij)ij. M~ = (Bij)iy-
Satz. a) Fiir A € K ist die Matrix von AS gegeben durch:

AOlll )\OélQ e )\Oéln
' )\C¥21 )\0[22 e )\Ckgn
L.L
Mg = (Aag;)i; =
A1 AQm2 ... A
b) Die Matrix von S + T ist gegeben durch:
ann+B11 ap+ B2 .. i+ Pin
o ag; + P21 oo+ PBaa .. qon+ fon
Mgi7 = (qij + Bij)ij = - : . :
Q1 + ﬁml Qm2 + BmQ e Omp + ﬁmn
11 Q12 ... Qip P11 Biz ... Pin
Qo1 Q2 ... Q2 Bor Baz ... Bon / /
=1 . o o+ : o | = MEE A
QAm1  Qm2 ... Qmp Bmi Bm2 - Bmn
Beweis. Durch Hinschauen: An der Stelle (i, j) steht die i-te Koordinate des Bildes des j-ten Basis-

vektors. ]

3.11. M,,, als Vektorraum. Der Satz im liefert, dass M, »(K) ein Vektorraum iiber dem
Korper K ist. Wir untersuchen kurz diesen Vektorraum weiter.

Satz. a) Die m x n-Elementarmatrizen

<« i-te Zeile

oo o
o= O .-
oo o

4
j-te Spalte
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bilden eine Basis in M, ,(K). Daher ist die Dimension
Dim(M,, . (K)) = mn.

b) Seien V und W Vektorrdume iiber K mit Dim(V) = n und Dim(W) = m. Seien £ C V und
L' C W Basen. Die Abbildung

J: LVW) = My o (K), J(T):= M5~
ist ein Vektorraum-Isomorphismus. Also Dim(.Z(V,W)) = mn.

Beweis. a) ist klar. b) folgt aus und Bemerkung 2. ]

Bemerkung. Spezialfall: Sei W = K. Dann Z(V,W) = V* ist ein n-dimensionaler Vektorraum,
der Dualraum der Linearformen auf V (vgl. [1.18).

Ist £ = {b1,...,b,} Basis von V, so ist die duale Basis
£ = {by,...,b5}
von V* durch die Matrizen
(1,0,...,0), (0,1,...,0) ... (0,0,...,1) gegeben,
also b} (b;) = dy; (siche auch [4.1).
3.12. Matrixmultiplikation. Seien U, V, W Vektorridume iiber K mit Basen £ = {a1,...,a,} C U,

L ={b1,....bn} CVund £ ={c1,...,¢1} C W. Seien ferner T : U — V und S : V — W lineare
Abbildungen mit Matrizen

B = M#’L/ = (Bij) und A= M§/7£N = (aij).

Dann ist ST : U — W auch linear. Wir bestimmen nun die Matrix M éf’TL

(ST)(ax) = S(i ﬂikbi) = iﬂiks(bi) = zm:ﬂik zl:ajicj = i(i Oljiﬂik,)Cj.

j=1 i=1

", Nach Definiton gilt

Das heifit, fiir die Matrix C' = Mézq’f:” gilt C = (yjx) € My n(K) mit
Vik =Y jiBik-
i=1

Definition. Gegeben seien Matrizen A € M;,,(K), A = (®i;), B € My, o(K), B = (8;j). Dann ist
das Produkt AB von A und B die | x n-Matrix C' = () mit

m
Vik = E @i Bik-
=1

Wir haben also die Definition so gestaltet, dass der folgende Satz giiltig wird.

Satz. Es gilt
E,EII _ l:/,l:” ﬁ,[:’
Mgy~ = Mg~ Mg~ .

ACHTUN G: AB kann nur gebildet werden, falls Spaltenanzahl von A=Zeilenanzahl von B gilt.
Das Element in der j-ten Zeile und der k-ten Spalte der Produktmatrix AB ist das Produkt der j-ten
Zeile von A und der k-ten Spalte von B.

Beispiel. Hier sind Produkte einiger Matrizen:
1 2 3

1 00
5 6 01 0=
8 9 0 01

- e =
o Ot N
© o w

4
7
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1 2 -1 1 (1):? 1 =5
2 0 1 2 =2)f [|=|0 1
2 -1 0 =3/ ] -1 -3
12 -1 1 (1) ( 1
3. 0 1 2 =2)f t=(0
2 -1 0 -3 —1
1
1
4. (1 2 -1 1) 0 =(1)=1
1
1
1 1 2 -1 1
5. oj(r 2 -1 )= 0 0 0 0
~1 -1 -2 1 -1

3.13. Rechenregeln Falls die Produkte und Summen gebildet werden kénnen gilt:
1. Fir A € My, ,, gilt
ImxmA=A= AL xn, OkxmA=Okxn, AOnxk = Omxk-
2. Fiir A€ My, , B€ M, und C € M, gilt
A(BC) = (AB)C.

3. Fir A,Be€ My, ,, C € M, gilt

(A+ B)C = AC + BC.

Fir C € My, gilt
C(A+B)=CA+CB.

Beweis. Dies analoge Aussagen gelten fiir lineare Abbildungen. Mithilfe vom Satz b) kann man
diese Eigenschaften auf Matrizen iibertragen. [

ACHTUNG 1I: Esgilt in Allgemeinem nicht AB = BA (selbst fiir n x n-Matrizen).

0 1 1 0
Sl = (1 0) s und Sg = (0 _1) .
0 1 0 -1
5351 = (_1 O) , 5153 = (1 O) .
ACHTUNG II: Aus AB = 0 folgt nicht A =0 oder B = 0.
0 1
(1Y)

2 _ _ 00 —
A_AA_<O 0)_0.

Da eine Potenz von A gleich die Nullmatrix 0) ist , heifit A nilpotent.

Beispiel. Betrachte

Dann gilt

Beispiel. Betrachte

Dann gilt

3.14. Zusammenfassung. Ist U ein Vektorraum mit der Basis £1={by,bs,...,b,} und u € U mit
w=>Y" A\ib;, dann sei
A1
Up, = e K"
An
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der Koordinatenvektor von u bzgl. der Basis £;. Ebenso schreiben wir
/\1 /\1
u=| : fiir den Vektor u € U mit Koordinatenvektor | : | bzgl £;.

M) ., An

Seien V und W Vektorrdume mit Basen Lo={c1, ..., ¢} bzw. L3={d;,...,d}. Seien ferner
T:U—V und S:V — W lineare Abbildungen.

Dann
MEH2 = (T(by) s T(bn) )

4
Spaltenvektor
die Matrix der Abbildung 7" bzgl. der Basen L1, Ly (T'(b;) als Spaltenvektoren). Fiir den Bild von u
gilt:
(Tu)ﬁz = M7€17£2u£1

und fiir die Verkettung ST
M§%’£3 _ M§2’£3M£1’£2.
3.15. Inverse von Matrizen. Sei T': U — V eine lineare Abbildung mit der Matrix M := Mﬁl’ﬁz.

Definition. Die Abbildung 7" heifit invertierbar (oder bijektiv), falls eine lineare Abbildung 71 :
V — U mit TT_.I_ = Iy und T~ T = Iy existiert. (Hier bezeichnet I,, bzw. I, die identische Abbildung
auf U und V.) (Ubrigens ist “invertierbar” eine alternative Terminologie fiir “Isomorphismus”.)

Satz. T is genau dann invertierbar, wenn M invertierbar ist, d.h. wenn eine Matrix M ~! mit M 1M =
Lsemn und MM~ = I, existiert. Dariiber hinaus gilt:

M~ = M
Beweis. Ist T inverierbar, dann setze M1 := Mﬁi’fl. Nach dem Obigen gilt:

L1.C L1,Lo _ qrL1.Lon Lol ~1
Ly = MEVE2 = MELE = MEVE2 pE2 T = MM
Analog zeigt man M ~'M = I,,»,,.

Umgekehrt nehme an, das M~ mit M~'M = I,,xm und MM ' = I, x n existiert. Sei T~! die
lineare Abbildung mit Matrix M ~!. Das obige Rechnen ergibt dann auch 7T~ = Iy und T7'T =
[U- ]

Bemerkung. Ist T: U — V bijektiv, dann gilt Dim U = Dim(V), also M ist quadratisch.

3.16. Basiswechsel.

Definition. Sei V' Vektorraum mit den Basen £ und £’ = {b1,...,b,} und {b},...,b),}, dann heifit
S = MIL”C die Transformationsmatrix fiir den Basiswechsel von £ auf £’.

Eigenschaften.

1. S ist invertierbar, und S—! = MIE”[: (siehe .
2. Seiv € V mit

n )\1
V= Z A;b; also vy =
i=1 )\n
n A
und v= Z by also wp = |
=1 )‘;z
Dann gilt

_ _ oL _ a-1
v =8Sve =M v, und vg =S5 vp.
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3. Ist T: V — V linear, dann gilt
MEE — MEE — MECMEEMEE — SMEes
4. Allgemeiner: Sei T : U — V, M und M’ Basen von U. Setze
M=MM* S=MES, R=MMM.
Dann gelten die folgenden Aussagen:
MY = MEF M = s
MPE = MEF MM = MR
M = MEF MMM = SMRTY
3.17. Aquivalenz und Ahnlichkeit von Matrizen.
Behauptung. Sei S € M, , eine invertierbare Matrix und £ = {b1,...,b,} Basis von V. Dann

.. . . . . . Lo,
existiert eine Basis £’ von V, so dass S die Transformationsmatrix S = M st

Beweis. In den Spalten der invertierbaren Matrix S~ stehen n linear unabhiingige Koordinatenvek-

toren, die wir bzgl. £ als die Koordinaten von Vektoren {b/,...,b/,} = £’ auffassen. So ist £’ eine
Basis (linear unabhingig und Dim(V) = n) und es gilt
S7U = MfE S = MEE. .

Jede invertierbare Matrix ldsst sich als Transformationsmatrix interpretieren. Multiplikation von
rechts bzw. links ergibt eine Koordinaten-Transformation im Urbildraum bzw. Bildraum.

Definition. a) Zwei Matrizen A, B € M, , heiflen #quivalent, wenn es eine invertierbare m x m-
Matrix R und eine invertierbare n x n-Matrix S gibt mit
B =RAS™!.

A und B sind also genau dann dquivalent, wenn sie bzgl. geeigneter Basen dieselbe lineare Abbil-
dung beschreiben (siehe ).
b) Zwei quadratische Matrizen A, B € M, ,, heilen &hnlich, wenn es eine invertierbare Matrix S €
M,, , gibt mit
B=SAS™!,
d.h. A= Mﬁ”c und B = M{?/’y fiir geeignete £, £’ fiir eine lineare Abbildung T

Beispiel. Sei V = R? und £ = {1, b2} die Basis gegeben durch

() (),

und £’ = {b],b,} die Basis gegeben durch

(). ()

Es gelten:
1 1 1 1
also
o 1 1
S=M" =1 7).
2 T2

Weiterhin kann man S~—! auch bestimmen:
by =1-by+1-bo, by=1-b; —1-bo,

und somit
1 __ AL 1 1
ST =M; = (1 1) .
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co-( )4 )69

Sei nun 7T die lineare Abbildung mit Matrix

Mp* = (

Probe:

(SISO
[N

~_
I

NI NSRS

9

M]ﬁ-‘/’ﬁ/ _ SM,JG,[,Sfl — (8 (f)

eine Diagonalmatrix! Beziiglich £’ ist T besonders einfach: Streckung der Basisvektoren.

Dann ist

Eines der Hauptprobleme der Linearen Algebra ist fiir ein gegebenes T eine Basis zu finden, so dass
L,C . . - .
M7~ besonders einfach wird, wenn méglich diagonal.

3.18. Transformation von Orthonormalbasen.

Definition. a) Sei

11 Q12 ... Qip
Q2p,
€ Myn

Qm1  Qm2 Qmn

eine m x n-Matrix. Dann heif3t die n x m-Matrix definiert durch

Q11 Q21 am1

T Q12 Q22 am2
A = S Mn,m,

A1 Q2 Umn

die transponierte Matrix von A.

b) Sei A € M, ,,(K) (also die Eintriige der Matrix sind reell oder komplex). Setze
11 Qor Q1

n Q22

Qip  Q2p
So heifit A* die adjungierte der Matrix A.
Bemerkung: Ist K = R so gilt AT = A*,
¢) A heiit symmetrisch, falls gilt

A=AT.
A heifit selbstadjungiert, falls gilt
A=A~
A heifit orthogonal (K = R), falls gilt
ATt =AT
A heiit unitdr (K = C), falls gilt
ATt =A%

Sei £ = {b1,...,b,} Orthonormalbasisin V undseiT : V — V,sodass b} :=T'(b;), L = {b},..., 0}

n
wieder eine Orthonormalbasis in V ist. Dann ist M = Mﬁ L= MIL L quadratisch. In den Spalten von
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M steht die Orthonormalbasis (b})c, - - -, (b;,)c und in den Zeilen von M* stehen die (Zeilen)-Vektoren
(b)) ..., (b))} Daraus folgt

v | 3 .

d.h. M ist unitar.

Ist also S die Transformationsmatrix zwischen zwei Orthonormalbasen, dann ist S unitér (oder, im
Falle K = R, orthogonal). Damit ist S=! sehr leicht auszurechnen: S—! = §*.




4. RECHNEN MIT MATRIZEN

In diesem Kapitel werden wir zunéchst die so genannten elementaren Umformungen studieren,
die es ermoglichen eine Matrix auf besonders einfache Gestalt zu bringen: auf Zeilenstufenform
(Hausaufgabe: das Gaufische Eliminationsverfahren wiederholen). Die elementaren Umformungen die-
nen auch dazu, inhomogene und homogene lineare Gleichungssysteme einfach behandeln zu kénnen.
Am Endes des Kapitels fithren wir die Determinante einer Matrix ein.

Als Aufwirmung betrachten wir eine weitere Operation die man mit Matrizen bzw. mit linearen
Abbildungen ausfiithren kann.

4.1. Die Adjungierte einer linearen Abbildung. Gegeben seien die endlichdimensionalen Vek-
torrdume V, W {iber dem Korper K. Wir betrachten die Dualrdume von V und W, d.h., die Rdume
der Linearformen auf V' und W. Die iiblichen Notationen dafiir sind V* und W*. Ist T : V. — W eine
lineare Abbildung, so kénnen wir jede Linearform ¢ € W* mit T verketten, so erhalten wir eine neue
Linearform jetzt aber auf V:

Vw5 K, oT(v)=(Tw).

Da T und ¢ beide linear sind, so ist tatsédchlich auch ihre Verkettung, d.h. £ o T € V* und somit
konnen wir die folgende Definition betrachten.

Definition. Sei T' € .Z(V,W). Die Abbildung, die zu jeder Linearform ¢ € W* die Linearform
Lo T € V* zuordnet, heifit die Adjungierte der Abbildung T. Also T/ ={oT.

Bemerkung. 1. Man zeigt dass 77 wieder eine lineare Abbildung ist, und bildet W* nach V*.

2. ACHTUNG: im Falle, dass V und W Vektorrdume iiber R oder C sind, und sind versehen
mit Skalarprodukte, haben wir einen weiteren Begriff definiert, den wir auch als “Adjungierte”
bezeichnet und mit A* notiert haben. Aus der Situation soll/wird immer eindeutig sein, welche
eben gemeint ist.

Nun wollen wir es untersuchen, wie die Matrizen von T' und 7" zusammenhingen. Dazu brauchen
wir Basen in V* und W*. Die interessante Wahl ist jene von dualen Basen. Seien

,C:{bth,...,bn}gV und M:{617627...,Cm}gw
Basen in V' bzw. in W. Betrachte die zugehotrigen dualen Basen
L ={b},b5,...,0,} CV* und M ={c},ch,....,ci,} CW*

in V* und W*. D.h. es gelten b7(bx) = d;x und cj(c,) = dyp fiir alle j,k = 1,...,n und 4,p =
1,...,m (d bezeichnet das Kronecker-Delta). Ist A € My, »,(K), A = (a;;) die Matrix der Abbildung
T bzgl. der Basen £ und M, so kénnen wir die Matrix B = (bpx) € My, »,(K) von T” bzgl. £* und
M* folgenderweise bestimmen: Die k-te Koordinate von v € V* bzgl. der Basis £* ist v/(by). Daraus
bekommen wir

Brp = (T'cy)(bx) = ¢ (Tbx) = ¢, (Z aikci> = ZaikC;(Ci) = Q.
i=1

i=1

Dies bedeutet aber, dass B die Transponierte von A ist, also

Q11 Q21 e Am1
B A_I_ 12 (6% N Q2
A1y O2m e AOmn

42
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Das heifit, die Zeilenvektoren von B sind genau die Spaltenvektoren von A. Diese einfache Tatsache
werden wir spéter oft ausnutzen.

4.2. Elementare Umformungen. Gegeben sei eine Matrix

a1 a12 N A1n
Q21 Q292 . Q2p,
A= (aij)ivzl ,,,,, m = . . S Mm,n(K).
Jj=1,...,n . .
am1  m2 . Qmn

Die Zeile bzw. die Spalten méchten wir als Vektoren in K™ bzw. in K™ auffassen (Zeilen- bzw. Spal-
tenvektoren).

Definition. Der Zeilenrang von A is die Dimension des Vektorraums aufgespannt durch die Zeilen-
vektoren:

Z-Rang(A) := Dim Lin{Zeilenvektoren von A}.
Analog definiert man den Spaltenrang:

S-Rang := Dim Lin{Spaltenvektoren von A}.

Beispiel.
Fir die Matrix v

110
A= (1 0 1)
gilt:

Lin{Zeilenvektoren von A} = {x,y, z) € R:y+2= x} = Ebene in R3,
und Lin{Spalten von A} =R2.
Daher ist Z-Rang(A) = 2 und S-Rang(A4) = 2.

Wir werden es Zeigen, dass fiir jede Matrix die Gleichheit gilt.
Dazu brauchen wir aber einige Vorbereitungen.

Definition. Eine elementare Zeilenumformung (abgekiirzt EZU) bzw. eine elementare Spal-
tenumformung (ESU) vom

Typ I ist Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit einem Skalar 0 # A € K;

Typ II ist die Addition des A-fachers (A € K)) einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte).
Typ III ist das Vertauschen zweier Zeilen (Spalten).
Entsteht eine Matrix B aus A durch endliche Anzahl von elementaren Zeilen- (Spalten-, oder beiden)
Umformungen, so schreiben wir

A~ B (A~ B, A~ B).
ESU EU

EZU

Man vergleiche diese Operationen mit dem Guafischen Elimina-
tionsverfahren. Die folgenden Aussagen lassen sich sehr leicht zu
beweisen und werden dem Leser als Ubungsaufgaben gelassen.
Behauptung. a) Es gilt A o A.
b) Ist A ~ B, so gilt auch B ~ A.

EZU EZU
¢) Sind A ~ Bund B ~ C,soauch A ~ C.
EZU EZ[.J. EZU
Man sagt, dass o eine Aquivalenzrelation auf der Menge M,, ,,(K) ist. Diese Eigenschaften stim-

men natiirlich auch fiir ~ und ~.
ESU EU

Die folgenden Beobachtungen werden wir oft benutzen.
Beobachtung. a) Eine elementare Umformung vom Typ III 148t sich aus elementaren Umformungen

von Typ I und Type II zusammenstellen. Wenn wir zum Beispiel die j-te und die i-te Spalten
miteinander vertauschen mochten kénnen wir folgenderweise vorgehen.
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. Wir addieren die j-te Spalte zu der i-ten (Typ II).
. Wir substrahieren die i-te Spalte aus der j-ten (Typ II).
. Wir addieren die j-te Spalte zu der i-ten (Typ II).
. Wir multiplizieren die j-te Spalte mit —1 (Typ I).

W N =

Schritt 1.

Schritt 2.

(...,ozi—|—aj,...,—ai,...) (...,O{j,...,—()éi,...)

W

Schritt 4.

Durch Transposition gehen elementare Zeilenumformungen in elementare Spaltenumformungen
iiber und umgekehrt.

Seien aq,...,a,, die Zeilenvektoren von A. Bezeichne durch A; bzw. durch A;; die Matrix nach
einer (beliebigen) elementaren Zeilenumformung (vom Typ I bzw. II). D.h.

A= a; y AIZ )\ai y AIIZ GJZ'-F)\(ZJ'

Wir setzen
1 0 0 0
' .0 0o ... 0
0o . . : 0 1 0 0 [« j-te Zeile
Sre= 1 0on - ite Zeile  S11=| 0 . . .
0 A 1 0 [« i-te Zeile
0o ... 0 1 o ... 0

Mit dieser Notationen gilt Ay = S;A und Ay = SyrA. [Dies ist leicht einsehbar, wenn man die
rechten Seiten ausmultipliziert.] Analog entsteht jede elementare Spaltenumformung durch Multi-
plikation von rechts mit Matrizen S; und Sj; der obigen Form. Bemerke auch dass die Matrizen
S7 und Sy; invertierbar sind. Die Inversen sind leicht anzugeben:

1
0 0 0 .0 o ... 0
0 0 0 0 1 0 0 [« j-te Zeile
-1 . -1 ._
Sp = 0 % — i-te Zeile OIr = 0 . . .
0 L0 —A 1 0 [« i-te Zeile
0 ... 0 1 0o ... 0

Wir haben also den folgenden Satz bewiesen:

Satz 4.2.1. a) Elementare Zeilenumformungen (Spaltenumformungen) entsprechen der Multiplika-

b)

tion von links (rechts) mit invertierbaren Matrizen, also einem Basiswechsel in Bildraum (Ur-
bildraum).
Ist A eine Matrix und B eine andere die durch elementare Umformungen aus A entsteht so gilt

Lin{Zeilenvektoren von A} = Lin{Zeilenvektoren von B }
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(und analog fiir die Spaltenvektoren).
¢) Durch elementaren Umformungen &ndern sich der Zeilenrang und der Spaltenrang nicht.

4.3. Die Zeilenstufenform einer Matrix. Die elementare Umformungen dienen dazu eine Matrix
auf einfachere Form bringen zu kénnen, aber so, dass die wesentlichen Eigenschaften der Matrix
erhalten bleiben (so ein Beispiel ist im Satz c¢) oben). Analog zu dem Fall von Gleichungssysteme kann
man die folgende Definition machen:

Definition. Eine Matrix A hat Zeilenstufenform, falls

0
wobei a5, 0 fiiralle: =1,...,1.

Der Vorteil dieser Form ist zunéchst, dass trivialerweise die nicht Null Zeilenvektoren linear un-
abhéngig sind, und daher ist der Zeilenrang so einer Matrix sehr leicht abzulesen: Z-Rang(A) = | =die
Anzahl der nicht Null Zeilen (iiberlegen Sie: was ist der Spaltenrang?). Um den Zeilenrang einer Matrix
zu bestimmen ist somit der folgende Satz sehr hilfreich:

Satz 4.3.1. Sei A € M,;, ,(K) eine m x n-Matrix.

a) Durch elementare Umformungen vom Typ II 148t sich A auf Zeilenstufenform bringen.
b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Die Matrix A ist invertierbar (insbesondere quadratisch, n x n-Matrix).
(ii) Durch elementare Zeilenumformungen vom Typ II ldsst sich A auf obere Dreiecksform

bringen, d.h.,
11 *
A~ |0 ,
EZU1r )
0 ... 0 ann
wobei ay; # 0 fiir alle i = 1...,n. Hier werden mit * beliebige Zahlen bezeichnet (die uns

gerade nicht interessieren).
(iii) Durch elementare Zeilenumformungen vom Typ II ldsst sich A auf diagonale Form bringen,

d.h.,
11 0 .o 0
4 B20 X ’
I8 0
0 0  ann

mit a;; # 0 fiir allei =1,...,n.
(iv) Durch elementare Zeilenumformungen vom Typ I und II lésst sich A auf die Form der Ein-
heitsmatrix bringen, d.h.,

o
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¢) Durch elementare Umformungen ldsst sich A auf dem folgenden Gestalt bringen:

a1 0 0
A~ 0 g 0
EU
0 0 0
0

Beweis. a) Wie haben diese Aussage beim GauBschen Verfahren gesehen.

b) “(i) = (ii)”: Ist A invertierbar, so auch quadratisch (also n x n). Bringe A auf Zeilenstufenform.
Die neue Matrix A hat den gleichen Spaltenrang wie A. Aber A ist invertierbar, und daher sind die
Spalten von A linear unabhéngig, also S-Rang(A) = n. Hitte A nicht die gewiinschte Form, so wiire

apyn = 0. Das wiirde auch S-Rang(A) < n bedeuten, was aber einen Widerspruch liefert.

“(ii) = (iii)”: Durch Zelienumformungen vom Typ II kénnen wir alle nicht Null Elemente iiber der
Diagonale eliminieren. (Beginne von unten mit dem n-ten Zeile).

Wfree T T . . . s 1

(iii) = (iv)”: Multipliziere jede Spalte (ESU Typ I) mit dem jeweiligen Skalar Ve

“(iv) = (i)”: Der Spaltenrang von A ist gleich wie der Spaltenrang der identischen n x n-Matrix,
also S-Rang(A) = n. Dies bedeutet aber, dass die Spaltenvektoren von A eine Basis in ihrem linearen
Aufspann bilden, also A ist invertierbar.

¢) Durch elementare Zeilenumformungen kénnen wir A auf Zeilenstufenform bringen, dann durch
vertauschen der Spalten kénnen wir erreichen das die Matrix die folgende Form hat:

a1 * * *
* ok
A~ 0 ... aylx =
EU
0|0
0
mit a;; # 0 fiir alle ¢ = 1,...,{. Durch Zeilenumformungen (oder Spaltenumformungen) vom Typ II

kénnen wir es erreichen, dass im ersten Block (oben, links) nur die Diagonale nicht Null wird:

a1 0 * *

~
EZU11

dann durch Spaltenumformungen vom Typ II bekommen wir die gewiinschte Form. ]
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Anwendungen.

Satz 4.3.2. Fiir jede Matrix A sind der Zeilenrang und der Spaltenrang gleich. Also wir kénnen iiber
dem Rang

Rang(A) = Z-Rang(A) = S-Rang(A)
reden.

Beweis. Die elementare Umformungen verdndern weder den Zeilenrang noch den Spaltenrang. Durch
solchen Umformungen kénnen wir die Matrix A auf die Form

a1l 0 0
0 g 0
0 0|0
0
bringen. Fiir solche Matrizen gilt aber Z-Rang = | = S-Rang, und somit ist der Beweis fertig. [
Aufgabe. Gegeben Vektoren aq,...,a,, € K" bestimme eine Basis fiir den linearen Aufspann
lim{al, e an},

(insbesondere: teste auf lineare Unabhiingigkeit, bestimme Dimension der linearen Hiille).

Losung. Wir fassen die Vektoren als die Zeilenvektoren der Matrix A auf, und bringen A auf Zeilen-
stufenform. Die nicht Null Zeilen bilden eine gesuchte Basis. [

Aufgabe. Sei A eine quadratische (n x n) Matrix. Stelle fest, ob A invertierbar ist, und bestimme
gegebenfalls die Inverse.

Lésung. Bringe A auf Zeilenstufenform, so kann man die Invertierbarkeit ablesen: A ist genau dann
invertierbar, wenn [ = n.

Um die Inverse auszurechnen bringe A durch elementaren Zeilenumformungen auf die Einheitsma-
trix. Fiithre parallel dazu dieselbe elementare Zeilenumformungen an der Einheitsmatrix I durch, dann
ergibt sich daraus die Inverse A~! von A. Diese Method funktioniert wegen der folgenden Tatsache.
Elementare Zeilenumformungen entsprechen Multiplikation mit invertierbaren Matrizen der From Sy
und Sy aus Ist A invertierbar, so gibt es S1,d..., Sy alle von diesen Gestalt, so dass

I=81-Sy-Sy-A
Daher A_lel-Sg-~-SN~I.

Zur Illustration betrachte folgenden Besipiel. Fir A = (1 2), die vorgeschlagene Methode sieht

3 4
folgenderweise aus:
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6D )

-3X erste Zeile zu zweiter Zeile addieren -3X erste Zeile zu zweiter Zeile addieren
zweite Zeile zu erster Zeile addieren zweite Zeile zu erster Zeile addieren

. . 1 T
zweite Zeile mit 3 multiplizieren zweite Zeile mit 3 multiplizieren

1)
_1
2

4.4. Lineare Gleichungssysteme, Notations. Betrachte das lineare Gleichungssystem

an®y + a2+ T, = B
a1y + Ty +-- 4 Ty = B

() .
Am1T1 + maZ2 + -+ Qpn®n = Bm

Sei A = (aj)i=1,...m die Koeffizientenmatrix (also A € M,, ,,), ferner seien

=1, n
1 B
r:=|: | €K' und b:=| :
T Bm
Dadurch wird zu Az = b libersetzt. Das lineare Gleichungssystem Ax = 0 heif3t das zu gehorige
homogene lineare Gleichungssystem. Sei

T=T4:K"— K™ die lineare Abbildung,

so dass bzgl. der kanonischen Basen &,,, &£, A die Matrix von T ist, d.h. A = M%"’g’”. Nochmal: dies
bedeutet

T4(x) = Az und die Spaltenvektoren von A sind die Bilder der Basisvektoren in E.

4.5. Homogenes lineares Gleichungssystem, abstrakt. Betrachte die Gleichung Az = 0, welche
x = 0=Nullvektor immer als Losung hat. Ob der Nullvektor 0 € K" die einzige Losung ist, 1a8t sich
folgenderweise charakterisieren.

Satz 4.5.1. Die folgenden Aussagen sin Aquivalent.

a) Der Vektor z = 0 ist einzige Losung der Gleichung Az = 0.
b) KernT,y = {0}

c) Ta ist injektiv

d) Rang(A) =n

Beweis. Die Aquivalenz zwischen a) und b) folgt aus

KernTy = {z: Ta(z) =0} = {z: Az = 0}.
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Wir haben schon gesehen (?77?), dass die Injektivitit von T4 zu Kern Ty = {0} dquivalent ist (wie ging
der Beweis?).

Wir haben auch gesehen (?7?), dass T4 genau dann injektiv ist, wenn T4 linear unabhéngige Vektoren
auf linear unabhéngig Vektoren bildet. Dies bedeutet aber, dass die Inketivitéit von T4 dazu dquivalent
ist, dass die Spaltenvektoren von A linear unabhéngig sind. Dies ist genau dann, wenn Rang(A) =
n. n

Aus dem Beweis bekommen wir den folgenden Korollar.
Satz 4.5.2. Es gilt Dim(Bild A) = Rang(A) und Dim(KernT,4) = n — Rang(A).

Beweis. Wie oben zeigt man dass Rang(A) = Dim(Bild A). Die andere Gleichheit ist nur die Dimen-
sionsformel. (]

Aufgabe. Lose das homogene lineare Gleichungssystem Az = 0. (Finde alle Losungen. N.B. z = 0
ist immer Losung.)

Lésung. 1) Bringe A durch elementare Umformungen auf Zeilenstufenform.

2) Bringe die Matrix durch Vertauschen von Spalten auf die Form
11 0 * *

A= - Rl mit ay#0firl<i<l
0 . Q| * *
\o ... ofo ...)
(fiir die Variablen bedeutet dies nur eine Umnummerierung). Dieser Schritt ist natiirlich nicht wirklich
notwendig (nur die Schreibweise wird somit wesentlich einfacher).

3) Lose die Gleichung Az = 0: Da iiber die letzten m — [ Zeilen keine Bedingung gestellt ist, wihle
T4l = M1, Ti42 = Ho,...,Tn = [np—; beliebig. Halte diese Wahl fest, so kann mann eindeutig die
restlichen Variablen durch Rekursion bestimmen:

T aus [-ter Zeile anzy + Qe Tt Qunpnod =0
z1—1 aus (I — 1)-ter Zeile ag—1),0-1)T1 + o1,y + 1gripn o+ Q1 pfinog =0
T aus 1-ter Zeile anry +- - Faur + o genpr oot Qg =0
So bekommt man
Z1
z=| " ,
H1
Hn—1
eine Losung der homogenen Gleichung Ax = 0. [

Mithilfe der obigen Methode eine Basis in dem Losungsraum ist sehr leicht zu finden. Wir haben
also die freie Wahl fur pq, ..., gp—;. Flr

(B) (t1y -5 pin—y) = (1,0,0,...,0) bestimme Losung y;
(B1y- s pin—t) = (0,1,0,...,0) bestimme Losung y

(B1y- s pin—g) = (0,0,...,0,1) bestimme Losung y,_;.

So ist {y1,¥y2,...,yr} eine Basis in dem Losungsraum KernTy.



50 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Begriindung. 1) Wir haben es gesehen, dass A durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstru-
fenform gebracht werden kann. Dies entspricht also Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix S
von links. Daher ist Az = 0 dquivalent zu SAxz = 0, wobei SA jetzt Zeilenstufenform hat. Es geniigt
also nur solche Matrizen zu studieren.

2) Wie schon erwéhnt diese Schritt bedeutet nur Umnummerierung der Variablen. Vertauschen von
Spalten entspricht Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix R von rechts. Daher ist SAxz = 0 is
dquivalent zu SARR™'2 = 0. Also es geniigt SARz = 0 zu lésen, mit SAR = g, der obigen Form.
Dann setzt man z = Rz, so ist x eine Losung von SAx = 0.

3) Offenbar ist DimKern T4 = n — Rang A = n — [. Das bedeutet aber, dass es maximal n — [ linear
unabhéngige Losungen existieren konnen. Die Losungen yq, .. ., y,—; die wir oben konstruiert haben,
sind aber linear unabhéngig, also bilden eine Basis in KernT'4. [

Beispiel. Betrachte das Gleichungssystem:

r1 — 3£E2 + x3 =0
r1 — 3(E2 — g4 = 0
203 + x4 = 0
Die Koeffizientenmatrix sieht folgenderweise aus:
1 -3 1 0
A=|1 -3 0 -
0 0 2 1
Wir bringen sie auf Zeilenstufenform:
1 =3 1 0 1 -3 1 0 1 -3 1 0
1 -3 0 -1 ~s 0o 0 -1 -1 ~s 0o 0 -1 -1
0 0 2 1 0 0 2 1 0 0 0 —1

Nach Vertauschen der Spalten:

1 1 0 -3

0 -1 -1 0

0 0 -1 0
Wir haben also freie Wahl fiir die letzte Koordinate hier (vor dem Vertauschen dies war die 2-te). Setze
also x9 = 1, so liest man leicht die Losung ab: z1 = 3, 3 = 0, 4 = 0. Der Vektor x = (21, z2, 23, 24)
bildet eine Basis im Losungsraum, also die Losungen des homogenen Problems sind die Vektoren:

omt (1) xex),

ist also ein Gerade durch 0. (Was ist der Rang der Matrix A?)

cox>¢

Beispiel. Betrachte das Gleichungssystem:

o

xr1 — 2x9 + T3 =
.131—21‘2 — T4 =
z3 + x4 =0

o

Die Koeflizientenmatrix sieht folgenderweise aus:

1 -2 1 0
A=|1 -2 0 -1
0o 01 1
Wir bringen sie auf Zeilenstufenform:
1 -2 1 0 1 -2 1 0 1 -2 1 0
1 -2 0 -1 ~ 0 0 -1 -1 ~ 0o 0 -1 -1
0o 0 1 1 0o 0 1 1 0 0 0 O
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Nach Vertauschen der Spalten:

1 1 0 -2
0 -1 -1 0
0 0 0 O
Wir haben also freie Wahl fiir die letzten zwei Koordinaten hier (vor dem Vertauschen diese waren

die 2-te und die 4-te). Setze also o = A und x4 = p, so liest man leicht die Losung ab: —x3 — x4 =0,
also x3 = —pu; ©1 + x3 — 229 = 0, also x1 = 2A + u. Daher ist der Losungsraum:

2X +p
KernTA{<i ) :)\,uER}.
%

(Was ist diese Menge geometrisch? Was ist die Dimension von KernT4? Was ist der Rang von A?)

Bemerkung. Die Vektorriume K"~! und KernTy sind isomorph! Eine Isomorphismus is gegeben
durch

(1o fin—t) P (T1y e Ty o1y ey fin—t) = (T1, X2y« oy By Tig1y - oo T) = X,
wobei x € K" die eindeutige Losung von Az = 0 ist mit x; = pq, ..., %, = fy—;. Natiirlich kann man
eine andere Wahl einer Basis in treffen, so ergibt sich wieder ein Isomorphismus, und eine andere
Basis in Losungsraum.

4.6. Inhomogene Gleichungssysteme, abstrakt. Betrachte die Gleichung
Ax =b.

Fiir allgemeines b € K™ heifit diese Gleichung inhomogen. Die Losungen der homogenen Gleichung
bilden den Vektorraum Kern T4, dies stimmt aber fiir das inhomogene Problem nicht mehr. Was aber
offensichtlich ist:

1. Ist Az = b und Axg = 0, so gilt A(x + z¢) = b. Also zu beliebeiger Losung des inhomogenen
Problems kann man eine Losung des homogenen Problems addieren, so erhélt man wieder eine
Losung des inhomogenen Problems.

2. Ist Azqy = b und Azy = b, dann gilt A(x; — x2) = 0. Also: Die Differenz zweier Losungen des
inhomogenen Gleichungssystem ist eine Losung des homogenen Problems.

Zusammenfassend konnen wir des folgende Resultat formulieren.
Satz 4.6.1. Die allgemeine Losungen des inhomogenen linearen Gleichungssystems erhélt man durch

Addition einer beliebigen, speziellen Losung des inhomogenen Problems zur allgemeinen Losung des
homogenen Systems.

Diese algebraischen Eigenschaften haben natiirlich ihre geometrische Inter-
pretation:

Definition. Sei V ein Vektrorraum, Vy C V ein linearer Teilraum, x € V' .
ein fester Vektor. Dann heit die Menge Vo L

;c—l—VO::{er:y:x—i—vo, UOEVO}

affiner Teilraum (oder verschobener Unterraum).

Ein Beispiel ist, wie eben festgestellt, die Losungsmenge eines inhomogenen linearen Gleichungssy-
stems. “Weitere” Beispiele sind allgemeine Geraden, Ebenen, Hyperebenen (siehe LAI).

Nun kénnen wir den folgenden Satz iiber Losbarkeit linearer Gleichungsysteme beweisen: Betrachte
wieder die Gleichung

(*) Ax =b.
Satz 4.6.2. 1. Die Gleichung ist genau dann l16sbar, wenn b € Bild Ty

2. () ist genau dann universell losbar (d.h. fiir jede rechte Seite b € K™ losbar), wenn T4 surjektiv
ist. Dies ist weiter dquivalent zu Rang A = m.
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3. Fiir jedes b hat genau dann hdchtens eine Losung, wenn KernTy = {0}. Dies ist weiter
dquivalent zu Rang A = Rang Ty = n.

4. ist genau dann fiir jedes b eindeutig l6sbar, wenn T4 bijektiv. Dies ist weiter dquivalent zu der
Invertierbarkeit von A und zu Rang A = m = n.

Beweis. 1. Die aussage ist trivial, denn Ty (z) = Ax.

2. Die erste Aussage folgt aus 1. Wir wollen noch zeigen, dass die Surjektivitit von Ty zu der Aussage
iiber Rang(A) dquivalent ist. Die Die Surjektivitdt von T4 is zu DimBild T4 = m dquivalent. Wir
wissen, dass

Bild(T4) = lim{Spaltenvektoren von A} gilt.

Dabher ist die Surjektivitit zu Rang(A) = m #dquivalent.

3. Aus dem obigen Satz folgt, dass wenn zwei Losungen des inhomogenen Problems existieren, so
existiert auch eine nicht 0 Losung des homogenen Problems. Dies beweist 3.

4. Diese Aussage folgt aus 2. und 3. [
Aufgabe. Lose das inhomogene Gleichungssystem Az = b. Wir definieren
a11 192 e (05T b1
a921 (6P N Qon b2
(Aa b) = . : ,
am1  Om2 ... Qmn, bm

die so genannte erweiterte Koeffizientenmatrix.
1. Stelle fest ob losbar ist: Bringe dazu (A,b) auf Zeilenstufenform (A,b). So ist Az = b genau

dann 16sbar, wenn (A4, ) die folgende Form hat:

0 * *
~~ 0 * *
Ab) =
(4.9) = ..
0

Dies passiert aber genau dann, wenn Rang(A) = Rang((g,N)).

Begriindung. Die Gleichung Az = b ist genau dann 13sbar, falls b € Bild(T4). Der (Spalten)Rang
von S-Rang((A4,b)) is mindestens so grofl wie der Rang von A, und er ist auch echt gréfler, wenn b
linear unabhéngig von den Spalten von A ist. Deswegen ist S-Rang(A) = S-Rang((A4, b)) dquivalent
zu

b € Lin{Spaltenvektoren von A} = Bild(T4).

Beispiel. Nun zu dem vorherigen Beispiel:

1 -2 1 o\ [™ 1
Az=11 -2 0 1| ™= 2| =0»
o o1 1/|* —1
Tq

Die erweiterte Koeffizientenmatrix sieht so aus:
1 -2 1 0 1
1 -2 0 -1
0 0 1 1 -1

Wir bringen sie auf Zeilenstufenform:

1 -2 1 0 1 1 -2 1 0 1
1 -2 0 -1 2 ~ 0o 0 -1 -1 1 ~
0 01 1 -1 0 O 1 1 -1

o O =
O O N
|
O =
|
O~ O
O = =
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Diese Matrix hat Rang 2, gleich wie die Matrix A. Wir stellen also fest, dass die Gleichung lésbar
ist. Wenn man eine andere rechte Seite b € R? wihlt wir die Gleichung nicht lésbar. Zum Beispiel

1
setze b = (i) So bekommt man das Folgende:

1 -2 1 0 1 1 -2 1 0 1 1 -2 1 0 1
1 -2 0 -1 1 ~ 0 0 -1 -1 0 ~ 0 0 -1 -1 0
0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1

Diese Matrix hat Rang 3, echt grofier als die Matrix A. Wir stellen also fest, dass die Gleichung
nicht losbar ist.

2. Bestimme die allgemeine Losung, falls lésbar ist. Bringe (A, b) auf Zeilenstufenform und dann
durch Vertauschen von Spalten auf die Form

&11 * * b1
(lfg) _ : - * ] ’
0 . 62” * bl
\ o ..]o]o)
wobei a;; # 0 fiir ¢ = 1,...,1. Hier ist der Block, den wir mit * bezeichnet haben, uninteressant.

Betrachte also das Gleichungssystem (ein Teilsystem)

&11 * T b1

0 N &” €I gl
das einfach zu l6sen ist: beginne von unten und setze ein. Eine spezielle Losung des kompletten
Gleichungssystems ergibt sich zum Beispiel, wenn man z;41 = - -+ = x,, = 0 setzt. Nun bestim-
me die allgemeine Losung des homogenen Problems, wie es in [4.5] gezeigt wurde. Die allgemeine
Losungen der inhomogenen Gleichung bekommt man mithilfe des ersten Satzes in [4.6]

Begriindung. Die Blockmatrix (A, b) habe Zeilenstufenform, d.h. entsteht als (A,b) = S(A,b) mit
S invertierbare m x m-Matrix. Genauer SA = A und Sb=0. Daher ist Ax = b zu SAx = Sb, also zu
Az = b dquivalent. n

Beispiel. Auf unserem Beispiel sieht es folgenderweise aus:

1 21 0 1 1 -2 1 01 o
Ap)=[1 -2 0 -1 2| ~ [0 0 -1 -1 1|=(45).
0 0 1 1 -1 0 0 0 00

(Wir vertauschen jetzt die Spalten nicht, aber wir konnten es tun.) Wir withlen x5 = x4 = 0, und

miissen nun die Gleichung
1 1\ =1\ (1
0 -1 I3 o 1

16sen. Durch Anschauen bekommt man x3 = —1 und x; = 2. Wir haben friither auch alle Losungen des
homogenen Problems bestimmt. So ist die Losungsmenge der Gleichung der folgende affine Teilraum

(Ao e (5 oo

4.7. Determinanten. Fiir gegebene Vektoren aq,...,a, € K", betrachte die Matrix deren Zeilen-
vektoren aq,...,a, sind, also

o o

a1

a2
A:

2%
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Ab sofort benutzen wir diese bequeme Schreibweise.

Definition. Sei
M:K'"x - xK*" =K
(S —

eine n-lineare antisymmetrische Abbildung (n-Linearform), so dass M (e1,...,e,) =1 (e1,..., e, ist
die kanonische Basis). So heif§ die Abbildung

Det : M, »(K) = K

al
definiert fiir A = < : ) durch

Det(A) = M (a1, aq,...,a,)
eine Determinante.

Wir werden es spéter zeigen, dass es eine (und nur eine) Determinante gibt. Zunichst die Eigen-
schaften einer Determinante nochmal und ganz explizit:

Bemerkung. Die Abbildung Det : M, ,(K) — K ist eine Determinante, falls gelten:
(D1) Fiir \,p € K, A € M, ,,(K), b € K gilt

aq aq aq
as az az
Det a; + pib = ADet . + p Det b
an an an

Also: Det ist linear in den Zeilenvektoren. Insbesondere ist eine Zeile der Matrix A komplett 0,
so gilt Det(A) = 0. (Diese Eigenschaft entspricht der n-Linearitét von M.)

(D2) Wenn man die i-te und die j-te Spalten von A vertauscht, die Determinante wird mit —1
multipliziert. D.h.

(Dies entspricht der Antisymmetrie von M.) Man sagt auch, dass die Determinante alternie-
rend ist.
(D3) Fiir die n x n-Einheitsmatrix gilt

1 0 0

Det o =1
: o0
0o ... 0 1

(Diese Eigenschaft, die Normiertheit, entspricht der Forderung M (e, ...,e,) = 1.)
Beispiele haben wir schon gesehen:

Beispiel. Fiir n = 2, das Spatprodukt in R2:

a1l a2
= a11G22 — (12021
(a21 a22



DIE DETERMINANTE 55

4.8. Eigenschaften der Determinate.

Satz 4.8.1. (D4) Sind zwei Zeilen von A gleich, z.B. a; = a;, i # j so gilt Det(A) = 0.
(D5) Bei elementaren Zeilenumformungen von Typ II édndert sich die Determinante nicht.

Beweis. (D4): Beim Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeilen bleibt A unveréndert, dabei muss aber
die Determinante die Gegenzahl werden. Das ist nur moglich wenn Det(A) = 0. Genauer: mit

gelten Det(A) = Det(A) (denn A = A) und Det(A) = — Det(A) (wegen (D2)).
(D5): Addieren wir A-mal die i-te Zeile zu der j-ten:

Q; (47 a; a;
Det : (2 Det [ : | +ADet | : | =Det | : |,
a; + Aa; a; a; a;
=0
wobei, wegen (D4), der zweite Term 0 ist. n

Besonders wichtig sind die Determinante der Matrizen, die elementaren Umformungen entsprechen.

Beispiel 4.8.2. Betrachte die Matrizen
1 0 0 ... 0

- .0 o ... 0
0 .. - ; 0 1 0 0 |« j-te Zeile
Sr=1|: . A -  ite Zeile  S11= [0 : : :
. b\ 1 0 [« i-te Zeile
0 ... 0 1 0 ... 0

So gilt Det(S7) = A und Det(S7;) = 1. Betrachte nun die Matrix S;; die aus I, x,, durch Vertauschen
der i-ten und j-ten Zeilen entsteht, d.h.

1 0 0 0
0 0 1 0|« j-te Zeile
Siir=1|o . ) )
1 0 0] « ite Zeile
0 ... 0 1

So vertauscht die Multiplikation mit Sj;; von links die Zeilen einer Matrix A (und ebenso die Multi-
plikation von rechts vertauscht die Spalten). Es gilt Det(Srrr) = —1.

In manchen Féllen ist die Determinante sehr leicht auszurechnen:
Satz 4.8.3. Sei A € M, ,,(K) eine n x n-Matrix, welche in Zeilenstufenform obere Dreiecksform hat:
a1 *

0
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(eventuell mit a;; = 0 moglich). So gilt

Det(A) = ai1 - aga -+ Q.
Beweis. Ist a;; = 0 so ist auf a;; = 0 fiir j > 4. Insbesondere ist ay, = 0, also die letzte Zeile
ist 0. Somit Det(A) = 0 wegen (D1), die Aussage stimmt in diesem Fall. Nehme an, das a;; # 0

fiir alle ¢ = 1,...,n. Wir kénnen durch elementare Zeilenumformungen von Typ II die Matrix auf
Diagonalform bringen:

11 0 . 0
B— 0 - 0
: A(n—1)(n—1)
0o ... 0 O
Es gilt Det(B) = Det(4), und Det(B) is leicht auszurechnen:
11 0 - 0
0 0
Det ) ) = 11 .a22...annDet(Ian) = Q11 - Q99 Qppy -
: A(n—1)(n—1)
0o ... 0 O

Wir haben auch das folgende Resultat teilweise bewiesen:

Satz 4.8.4. Fiir eine n x n-Matrix sind die folgenden Aussagen #dquivalent:

(i) Det(A) = 0.

(ii) A ist nicht invertierbar.

(iii) Rang(A) < n.

(iv) die Zeilen (bzw. die Spalten) von A sind linear abhdingig.
Beweis. Bringe A auf Zeilenstufenform. Dadurch #nderts sich die Determinate nicht, und die neue
Matrix ist genau dann invertierbar, wenn A invertierbar ist. Dies beweist die Aquivalenz “(i) < (ii)”.
Die restliche Implikationen wissen wir schon. ]

FEin weitere Korollar ist das Folgende:
Satz 4.8.5. Es gibt hochtens eine Determinante.

Beweis. Bringe A auf Zeilenstufenform, dann ist die Determinante nach Satz [£.8:3] eindeutig auszu-
rechnen. (]

Der folgende Satz ist sehr wichtig:
Satz 4.8.6 (Multiplikationssatz). Fiir A, B € M,, ,(K) gilt

(D6) Det(AB) = Det(A) - Det(B).

Insbesondere gelten die folgenden Aussagen:

(i) Det(AN) = Det(A)N.

(ii) Det(AB) = Det(A) Det(B) = Det(B) Det(A) = Det(BA).

(iii) Det(A~t) = (Det(A))~1, falls A invertierbar ist.

(iv) Det(SAS~1) = Det(A), falls S invertierbar ist (ihnliche Matrizen haben dieselbe Determinante).
Beweis. Die Aussagen (i)—(iv) sind leicht, sobald man die Gleichheit Det(AB) = Det(A) Det(B)
bewiesen hat.

Ist A nicht invertierbar, so ist Rang(A) < n und somit Rang(AB) < n , also auch AB ist nicht
invertierbar. In diesem Fall gilt

Det(AB) = 0 =0 - Det(B) = Det(A) Det(B),
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also die Aussage. Wir kénnen daher annehmen, dass A invertierbar ist. Wir haben aber es gesehen,
dass dann A durch elementare Zeilenumformungen auf Diagonalform gebracht werden kann

a11 0 0

AEZ’\IJJ A= " ’
1 : ) 0
0o ... 0 ann

mit «;; # 0. Wir wissen auch, dass A = SA mit einem invertierbaren Matrix . Fiihre die gleichen
elementaren Zeilenumformunen auf AB durch, so bekommen wir S(AB). Daraus folgt:

Det(AB) = Det(SAB) = Det(AB).

Nun rechnen wir Det(AB) aus:

a11 0 611 ﬁln a11611 a11B1n
Det(AB) = Det 0 - o = Det

D &1 - Gaa- - Gnn Det(B) = Det(A) Det(B) = Det(A) Det(B).

Bemerkung. Sei V ein (n-dimensionaler) Vektorraum iiber K, und sei 7' : V' — V linear. Sind £
und £’ Basen in V, so ist Beziehung zwischen der Matrizen von T bzgl. £ und £’ das Folgende:

MEY = MEX MEFME -,
Daraus folgt aber
Det(ME ') = Det(M5F),

d.h. die Determinante is unabhdingig von der Wahl der Basen. Wir kénnen also von der Determinante
der linearen Abbildung reden.

Satz 4.8.7. Sei A € M, »,(K).

a) Sei B eine Matrix die aus A durch vertauschen zweier Spalten entstanden ist. Es gilt Det(A4) =
— Det(B).
b) Es gilt Det(AT) = Det(A).

Beweis. a) Es gilt B = AS mit S eine Matrix die Vertauschen der zwei Spalten beschreibt. Wir wissen
bereits Det(S) = —1 (siehe Beispiel |4.8.2)). Wegen des Multiplikationssatzes gilt

Det(B) = Det(AS) = Det(A) Det(S) = — Det(A).
b) Ist Det(A) = 0, so ist S-Rang(A) < n und somit Z-Rang(AT) < n. In diesem Fall gilt also

Det(AT) = 0. Nehme an, dass Det(A) # 0, d.h., A ist invertierbar. Bringe A durch elementare
Zeilenumformungen auf Diagonalform B, d.h., B = SA. Es gilt dann

Det(A) = Det(B) = Det(B") = Det((SA)") = Det(ATST) = Det(AT) Det(ST) = Det(AT).

4.9. Berechnung der Determinante. Sei A € M, ,(K) eine n x n-Matrix. Das Berechnen der
Determinante werden wir auf die Bestimmung von (n — 1) x (n — 1) Determinanten zuriickfiihren.
Dazu brauchen wir die folgenden Konstruktionen:
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Definition. Fir A € M, ,(K) und festes 1 < ¢,j < n fithre die folgenden Notationen ein:

11 ... O(j—1) O 0q(i41)  --- Oln 11 1(j—-1) 1(+1 in
Ao = | i PN a | =
ij &4 =1) &G GTF G
Qn1 ... Qui-1) Qpj Gn41) .- Qan [e7%%1 Qp(j—1) Qn(j41) .-+ Onp

d.h., streiche die i-te Zeile und die j-te Spalte aus A; Also A;; € M, _1 ,,—1(K).

a1 ce O‘l(jfl) 0 Oll(j+1 ce Aqnp
Ay=10 .. 0 1 0 .0
[0 7% N an(j—l) 0 an(j+1) ce (07779

d.h., ersetze «;; durch 1 und sonst i-te Zeile und die j-te Spalte komplett durch 0; Also Zij € M, »(K).

Q11 e al(jfl) Oélj al(j+1 A1p
A;=1 o0 0 1 0 0
[67%%1 N an(j—l) Qnj an(j+1) N (07°%7)

d.h., ersetze a;; durch 1 und sonst i-te Zeile komplett durch 0; Also Eij € M, »(K).

Hilfssatz 4.9.1. Mit den obigen Notationen gilt:
Det(A;;) = Det(A;;) = (—1)" Det(4;).

Beweis. 1) Die Matrix A\ij entsteht aus Zij durch elementare Zeilenumformungen. Daher haben diese
Matrizen die gleiche Determinante.

2) Durch n — i Zeilenvertauschungen und n — j Spaltenvertauschungen bringen wir die Matrix ﬁij auf

die folgende Form:
- Aij 0
o= 1),

dabei dndert sich die Determinante durch einen Faktor (—1)"~t"=J = (—1)"*J es gilt also Det(B) =
(—1)"7 Det(A;;). Um Det(B) zu bestimmen bringen wir B auf Zeilenstufenform, dabei bleibt die

letzte Zeile stehen:
o= 1)

wobei B;; eine Zeilenstufenform von A;; ist. Aus Satz folgt Det(B) = Det(B;;) = Det(A;;),
und somit ist die komplette Behauptung bewiesen. [

Satz 4.9.2 (Laplace’scher Entwicklungssatz). Sei A € M,, ,,(K). Fiir jedes ¢ mit 1 < i < n gilt:

Det(A) == i(—l)i+jaij Det(Aij).

j=1
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Beweis. Es gilt
n
Det(A) = Z aij Det(Aj),
j=1

denn die Determinante ist linear in der i-ten Zeile (siehe (D1)). Zusammen mit dem obigen Hilfssatz
folgt die Behauptung. [

4.10. Die komplementire Matrix.

Satz 4.10.1. Sei A € M, ,,(K), und seien 1 <4, <n, ¢ # 4. So gilt:
n

Z(*l)iJrjOéij Det(Ai/j) =0.

j=1
Beweis. Sei B die Matrix, die aus A dadurch entsteht, dass die ¢'-te Zeile von A durch i-te Zeile
ersetzt wird. So hat B zwei gleiche Zeilen also Det(B) = 0. Aufierdem gilt

Det(B) = zn:(—l)i+jaij Det(Airj) =0

j=1
wegen dem Satz von Laplace. [
Definition. Fiir A € M,, ,(K) und 1 <4, j < n definiere

N a1 ... Oap

Q= (—1)"7 Det(Aj;) und A:=
Qp1 ... Qpp
So heiBt A die zu A komplementiire Matrix (oder auch die Adjunkt von A).
Satz 4.10.2. Fir A € M, ,(K) gilt
AA = Det(A) - Lnyn.

Falls A invertierbar ist (d.h. Det(A) # 0), so gilt

1 ~
-1 _
B Det(A)A

Beweis. Wir rechen einfach das Produkt AA aus. Seien 1 < i,J < n gegeben. So gilt

~ - - - . Det(A) fallsi=j
(AA)y; =Y apdn; = Y aiw(=1)*7 Det(4;1) = {0 W !
k=1

1 sonst.

Die Aussage iiber die Inverse folgt unmittelbar aus dieser Gleichung. m

A:<Z g).

Die Determinante von A ist ac — bd, ist sie nicht 0 so ist die Inverse von A durch

1 d —b
ATt =
ad — bc (—C a)

Beispiel. Sei A € M 2(K),

gegeben.

4.11. Berechnung und Interpretation von Determinanten.
1. In Dimension n = 1: A = («) und somit Det(4) = a.
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2. In Dimension n = 2: Fiir A € M5 »(K) gilt

Det(4) = (711 412

= a1 Det(ag2) — a2 Det(an1) = aj1aos — a0
Q21 Q22

Interpretation: Fiir a; = (Z;) und as = (g;;), gilt

Det(A) = orientierte Flidche des von aj,as aufgespannten Parallelogramms.

3. In Dimension n = 3: Fiir A € M3 2(K) gilt (Entwicklung nach erster Zeile)

11 Q12 (13
Det(A) = |21 922 Qo3| = (11
Q31 Q32 Q33

= a1 (2033 — a3032) + a12(aazas) — as1ass) + ars(aziogs — aaasy).

Qg1 Q22
Q31 (32

Qg1 Q23
Q31 (33

Qigg (23
Q32 (33

Saruss’sche Regel: Rechts-unten mit +, links -untenmit — Vorzeichnen. ACHTUN G : nur
fiir n = 3!
Interpretation: Ist A = (ay, a2, a3) (Spaltenvektoren) so gilt

Det(A) = (a1 X ag,a3) = orientiertes Volumen des von a1, as, ag aufgespannten Parallelepipeds.

4. Um die Determinante in allgemeinem Fall berechnen zu kénnen benutze 1) Entwicklungssatz oder
2) bringe auf Zeilenstufenform. Hier ist das Vorzeichnenschema leicht zu merken, es folgt einen
Schachbrettmuster:

+ - + -
-+ - +
+ -+ -
Die Interpretation ist dieselbe nur in mehrerer Dimension: Fiir A = (ay, ..., a,) (Spaltenvektoren)
ist
Det(A) = orientiertes Volumen des ay, ..., a, aufgespannten (n-dim.) Parallelepipeds.

4.12. Permutationen.
Definition. Eine Permutation der Elementen {1,...,n} ist eine bijektive Abbildung
o:{l,...,n} = {1,...,n}.

Es ist leicht zu sehen, dass die Hintereinanderfithrung zweier Permutationen ergibt wieder eine
Permutation. Man definiert dadurch das Produkt zweier Permutationen o, 7

or=moo, dh on(k)=nmooc(k)=mn(c(k)).

Beachte hier die umgekehrte Reihenfolge! Man kann Permutationen so vorstellen, wie Umordnung der
Elementen {1,...,n}. Es ist bequem also eine Permutation als

(ot oty ot
7zU notieren.

Beispiel. 1. Die Permutation o
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vertauscht 1 und 2, und ldsst 3 und 4 fest. Also o(1) = 2, 0(2) = 1, 0(3) = 3, 0(4) = 4. Das
Produkt rechnet man so aus:

[N
»—Aw:><»—lm
W We+—w W
=R — s

N

Also oo =die identische Permutation.

. Bezeichne mit S, die Menge aller Permutationen auf n Elementen. Versehen mit dem obigen
Produkt wird S,, zu einer Gruppe, die so genannte Symmetrische Gruppe. Die Anzahl der
Elementen in S, ist n! = 1-2...n. Die Inverse einer Permutation ist die Inverse der bijektiven
Abbildung o. Das neutrale Element 1 € S,, ist die identische Abbildung, d.h. 1(k) = k fiir jedes
k=1,...,n.

. Es ist moglich, dass eine Permutation eine Teilmenge M C {1,...,n} invariant ldsst. Wenn M
invariant ist und keine weitere, nichtleere invariante Mengen erhélt nennen wir es eine Zyklus.
Anders gesagt eine Zyklus in einer Permutation ist eine Folge von unterschiedlichen Elementen
ny,...,n, mit o(n;) = niqq fir ¢ < k—1 und o(ng) = ny. Ein solcher Zyklus kénnen wir als
(ning...ng) notieren. Wir nennen die Permutation

— A

7T

ny Mo ... Np_1 Nk _ N n3
ng nzg ... ng ny ( J
Nk—1

.

auch eine Zyklus. Hier heifit k die Lange des Zyklus. Eine Zyklus von Lénge 2 heifit auch Transpo-
sition. Die Inverse einer Transposition ist dieselbe Transposition (warum?). In dem obigen Beispiel
is also (12) eine Zyklus (sogar eine Transposition), sowie (3) und (4) sind auch Zyklen. Eine beque-
me Notation ist also fiir das obige o: (12)(3)(4). Ein Zyklus von Lénge 1 is ein Element das auf sich
gebildet wird, also ein Fixpunkt der Permutation. Im obigen Beispiel sind 3 und 4 Fixpunkte.

3O

4O

. Sei o1 die Permutation von 6 Elementen (in Zyklus-Notation) (1324)(56) und sei o5 die Permutation
(12)(35)(46). Wir sehen also, o1 und o9 keinen Fixpunkt haben.

IO T B

4 2 6 3 S 6

Das Produkt von o7 und o5 ist

o105 = (1324)(56)(12)(35)(46) = (154263),
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also o109 besteht aus nur einer Zyklus, ist also eine zyklische Permutation.
3 5
0109 . ( )
6 4
\_ 2 /

Satz 4.12.1. Jede Permutation lisst sich eindeutigerweise als Produkt von disjunkten Zyklen schrei-
ben.

Beweis. Fange mit 1 an:
1—=0()—o0(c(l) —---
so miissen wir irgendwann zuriick zu dem Element 1 in dieser Kette kommen (es gibt némlich endlich

viele Elemente): so haben wir eine Zyklus gefunden. Wiederhole die ganze Prozedere mit den restlichen
Elementen (solange es noch welche gibt). ]

Satz 4.12.2. Jede Permutation o € S,, 1d8t sich als Produkt von (nicht notwendigerwiese diskjunkten)
Transpositionen schreiben.

Beweis. Es reicht ein Zyklus als Produkt von Transpositionen schreiben (wegen Satz [4.12.1} schreibe
o als Produkt von disjunkten Zyklen). Sei also o € S,, und

(n1nz2...ng) eine Zyklus von o.
Es gilt
(ning)(ning) -+ (Ing) = (n1ng ... nk).

Somit ist der Beweis fertig. n

Beispiel. 1. ACHTUN G: Ein typischer Fehler: (12)(23) # (123) sondern (12)(23) = (132)!
2. Die Transposition-Zerlegung is nicht eindeutig:

(1342) = (13)(14)(12) und (1342) = (13)(34)(34)(14)(12).

Wir merken aber, dass in diesem Beispiel die Anzahl der Transpositionen in beiden Zerlegungen
ungerade ist.

Das ist keine Ausnahme. Um dies zu sehen fithren wir den folgenden Begriff ein:

Definition. Sei o € S,,. Eine Inversion in o, ist ein Paar ¢,j € {1,...,n} mit ¢ < j und o(j) > o(4).
(In diesem Fall sagt man auch, dass die Elemente ¢ und j in o in falscher (inverser) Reihenfolge, oder
in Inversion stehen.)

Beispiel. 1. Fir die identische Permutation

1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
31 4 2

gilt: o(1) > 0(2), o(1) > a(4), o(3) > o(4). Also diese Anzahl is 3, ungerade.

ist diese Anzahl 0.
2. Fiir 0 = (1342), also fiir

Definition. Sei N die Anzahl der Inversionen in ¢. So heifit
Sign(o) = (—1)N,

das Signum (oder Vorzeichen) von o.
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Satz 4.12.3. Ist o € S,,, so ist die Paritéit der Anzahl der Transpositionen in einer Transposition-
Zerlegung von o gleich die Paritdt der Anzahl der Inversionen in o. (Also sie ist immer dieselbe, egal
welche Transposition-Zerlegung wir betrachten.)

Beweis. Sei 0 € S,,. Es reicht zu zeigen, dass, wenn wir ¢ mit einer Transposition 7 multiplizieren
das Vorzeichen wird mit —1 Multipliziert, also Sign(c) = — Sign(o7). Wir haben also 7 = (i'j’), eine
Transposition mit i = (i), 7/ = o(j), und

> ( 1 2 ... i ... j ... n )
o(l) o2 ... o@@) ... o) ... on))’
Damit ist das Produkt
< 1 2 .. A A n >
oT = . , .
o) o2) ... o) ... @) ... o(n)
Wir notieren die Anderung in der Anzahl der Inversionen. Waren i und j in Inversion so sind sie
nicht mehr (oder waren sie nicht in einer Inversion, so sind sie doch jetzt). Dies dndert die Anzahl der

Inversionen um =+1. Ab jetzt OBdA ¢ < j. Ist k < ¢ oder k > j so sind ¢ und k (§ und k) genau dann
in inverser Position in o7, wenn sie in inverser Position in ¢ stehen. Sei also i < k < j, so gilt

el CTI O N I )
ma (ol Tty sl oy o)

Es gibt drei Moglichkeiten fiir o: 1) k steht mit ¢ und j in Inversion 2) k steht mit keinem der
beiden (i oder j) in Inversion 3) steht mit einer der beiden (¢ oder j) in Inversion. Fall 1) bedeutet
o(k) < o(i), 0(j) < o(k), und somit o7(k) = o(k) > 0(j) = o7(i) und o7(k) = o(k) < o(i) = o7(4)
Dabei éndert sich die Anzahl der Inversionen um 2. Fall 2) geht #hnlich, und die Anderung in der
Anzahl der Inversionen ist wieder um 2. Fall 3) bedeutet (k) < o(3), o(k) < o(j) (oder o(i) < o(k),
o(j) < o(k)), und somit o7(k) = o(k) < 0(i) = o7(j), o7(k) = o(k) < o(j) = o7(3) (oder o7(k) =
o(k) > o(i) =o7(j), or(k) = o(k) > o(j) = o7(3)). Dabei éndert sich die Anzahl der Inversionen um
0. (]

Bemerkung. Sei o € S,, gegebene Permutation, und schreibe sie als Produkt von Zyklen. Sei N die
Anzahl der Zyklen die gerade Linge haben. So gilt

Sign(o) = (—1)V.

4.13. Permutationsmatrizen und die Determinante.

Sei & = {ei, ..., e, } die kanonische Basis in K", und sei o eine Permutation. Die Vektoren e, (1), . .., €5 (n)
bilden wieder eine Basis in K", und es gibt eine bijektive lineare Abbildung T, mit T, (e;) = eq(j)-
Sei P, die Matrix von T, beziiglich £, d.h. P, = Mig Fiir den obigen Beispiel o = (12)(3)(4) sieht
es so aus:

P, =

[ e )
S oo
o= O o
_— o o o

Die Matrix P, heifit eine Permutationsmatrix.

Satz 4.13.1. 1. Eine Matrix P ist genau dann eine Permutationsmatrix, wenn in jeder Spalte und
in jeder Zeile genau eine 1 steht, sonst sind die Eintrage 0.
2. Fiir 01,09 € Shn gllt

PO'2001 = Pa'1(72 = Pﬂ'on'l'
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3. Multiplikation mit P von links fiihrt zu Vertauschung der Zeilen von A. Genauer (in Zeilenvek-
tornotation):

a1 Qs (1)
PT a2 o g (2)
2% Qs (n)

4. Multiplikation mit P, von rechts fithrt zu Vertauschung der Spalten von A. Genauer (in Spalten-
vektornotation):
(al a ... G,n) Pg = (ag(l) ag(g) aa(n)) .
Beweis. 1. Eine Permutationsmatrix hat offensichtlich in jeder Spalte und Zeile genau eine 1. Sei also
P eine Matrix, so dass in jeder Spalte und in jeder Zeile genau eine 1 steht sonst seien die Eintrége 0.
Jede kanonische Basisvektor ey, ..., e, also taucht als Spaltenvektor von P auf (und genau einmal),
in welcher Reihenfolge dies geschieht definiert o.

2. Fir1 <j <ngilt

T02001€j = €o5001(j) = T172€U1(j) = T02T01€j'
Daraus folgt 15,00, = T5,15,, und somit die Behauptung.
3., 4.: Siehe elementare Umformungen von Typ III. m

Satz 4.13.2. P, 1afit sich durch Zeilenvertauschungen auf die Einheitsmatrix bringen.
Fiir eine Permutation o ist Det(P,) = Sign(o).

Beweis. Klar. n

Bis jetzt haben wir angenommen, dass die Determinante definiert werden kann, und haben aus
den definierenden Eigenschaften ganz viele Information hergeleitet. Nun kénnen wir die Determinante
eigentlich definieren.

Definition (Leibniz). Fir A € M, ,,(K) setze

Det(A Z Sign(0)a16(1)@20(2) * * * Cno(n) = Z Sign(U)Haio(i)

oESH o€Sn
Satz 4.13.3. Es gilt

Det(A) = Z Sign(a)ala(l)a20(2) © Qpo(n) = Z Sign(ﬂ-)aﬂ'(l)la‘n@ﬂ  Qp(n)n.
o€S, TES,

Die so definierte Funktion Det hat die Eigenschaften (D1), (D2) und (D3).
Beweis. Es gilt

Det(A) = Z Sign(o Ham(z) = Z Sign(o Ha “to(i)o(i)

€Sy o€Sn
= Z Sign(o Ha ~1(3)i Z Sign(o Han( )i
o-1eS, o€Sn

(D3) ist trivial (setze ein!). Um (D2) zu sehen, sei 7 € S, eine Transposition, so ist

Det(PrA) = Z Sign(o HaU(T (i))i = Z Sign(T_lU)ﬁOéa(i)i
i=1

ocES, o€Sn
=— Z Sign(o H Qg(iy; = — Det(A).
ogES,

(D1) folgt aus Nachrechnen. L]
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4.14. Wieder Gleichungssysteme.

Satz 4.14.1 (Die Cramersche Regel). Sei A € M, ,(K) eine invertierbare Matrix (also Det(A) #
0). Fiir b € K” sei € K" eine Losung der Gleichung

Axr =b.
So gilt
1 =
" Det(A)’
wobei fiir i =1,...,n ist
air ... A1(3i-1) by ai(i+1  ---  Qin
azi ... agi-1y | b2 | agyr - azn
Ai = . )
An1  ---  Gp(i—1) bn An(i+1 -+ Onn

1
i-te Spalte
d.h. A; = A mit die i-te Spalte durch b ersetzt.

Beweis. Sei x die eindeutige Losung © = A~'b, und betrachte die Matrix

1 ... 0| =z [0 ... O
0
1|z;—1 10
B; = 0| = |0
0] @41 |1
0
O ... 0| =z, |O ... 1

i-te §palte
Dann gilt
AB; = A,
und somit
Det(AB;) = Det(A) Det(B;) = Det(A4;).
Die Determinante von B; rechnet man mithilfe des Laplace’scen Entwicklungssatzes (nach i-ter Zeile):
Det(B;) = a;.

Die Behauptung folgt daraus. L]

Diese Methode, um die Losung zu finden, ist sehr zeitaufwendig, vor Allem wenn man mit der

gleichen Matrix A aber mit wvielen unterschiedlichen rechten Seiten die Gleichung 16sen mochte. Hier
ist eine andere Methode, welche genau fiir solchen Situationen geeignet ist:

Die LU-Zerlegung.

Wir wissen bereits das Gleichungen Ax = b mit A obere oder untere Dreickesmatrizen leicht zu 16sen
sind (einfach einsetzen!). Die Idee ist also eine allgemeine Matrix A als Produkt solcher Matrizen zu
schreiben, also A = LU mit L unteren und U oberen Dreiecksmatrizen. Dies ist leider nicht immer
moglich, aber wenn doch, dann kann man Az = b dadurch 16sen, dass man die “leichte” Gleichungen

Ly=1b und Uz =y

1ost.
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Beispiel. Sei

Wir wollen A als Produkt A = LU zerlegen, mit L unteren und U oberen Dreiecksmatrizen. Wir
bringen A auf Zeilenstufenform durch elementaren Umformungen von Typ II und wir machen es
so, dass vielfacher von Zeilen immer zu darunterliegenden Zeilen addiert werden (wir hoffen das es
machbar ist!). Diese elementaren Umformungen entsprechen Multiplikation von Links mit Matrizen
von Typ Sy;. Sei also U die so entstandene Zeilenstufenform von A und Sy ---S14 = U. Auf diesem
Beispiel sieht es so aus:

1 00

Si=1-1 1 0 ~» addiere —1x erste Zeile zu der zweiten;
0 0 1
1 00

Sy = 0 10 ~ addiere —1x erste Zeile zu der dritten;
-1 0 1
1 2 3
SeS1A=10 -2 1
0 -1 1
1 0 0

S3=10 1 0 ~  addiere —é x zweite Zeile zu der dritten;
0 —3 1
1 2 3
S35251A=10 -2 1| =U

0 O %

Die Matrix L bekommt man aus S359.514 = U, also L = (5359251) 7 1:

1 00y /1 00|/ 0O 1 00
L=8S'S;'s;' =1 1 0flo 1 o]Jfo 1 o]=[1 1 0
001/ \1t o0 1/\0 5 1 131
Wir iiberpriifen diese Zerlegung:
1 00\ /1 2 3 12 3
LU=(1 1 0](0 -2 1]=[1 0 4] =A4,
1 3 1/\0 0 3 11 4

also stimmt!

Satz 4.14.2. a) Sei A € M, ,, eine invertierbare n x n-Matrix. Fiir k = 1,...,n bezeichne durch A
die k x k-Matrix, welche die Elementen der ersten k-Zeilen und der k-Spalten enthélt, d.h.

a1 Q12 ... Qg
A =

a1 Qg2 ... ALk
(die so genannte Hauptminoren). Die Matrix A besitzt genau dann eine LU-Zerlegung, wenn
Det(Ar) #0 firallek=1,...,n.

b) Sei A € M, ,, eine belibeige n x n-Matrix. Dann existieren L, U untere bzw. obere Dreiecksmatrizen
und P eine Permutationsmatrix, so dass

LU = PA.



5. SPEKTRALTHEORIE

Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K (=R oder C) und sei T': V' — V eine lineare
Abbildung (Dim(V) = n).
Problem. Finde eine basis £ so dass
A= Mg~
moglichst einfach wird. Oder: ist diese Matrix A bzgl. einer gegebenen Matrix nicht so einfach, finde

eine andere Basis £, so dass der Wechsel auf £’ eine einfache Matrix liefert:

- L.L L'.C
B=S"1'Mp*S, S=M; ",

nxn

5.1. Eigenwerte und Eigenvektoren.

Definition. Sei T': V — V linear.

a) Ein A € K heifit Eigenwert von T, falls es € V| & # 0 mit Ta = Az gibt. Das z heifit dann
Eigenvektor zum Eigenwert A.
b) Fiir A € K setze

El .= {zeV:Te=xz}={zeV:Te -z =0} =Kem(T — \).
Ist A ein Eigenwert, so heift E] der Eigenraum zum Eigenwert A. Die Zahl Dim ET heifit die

geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A. Bemerke schon, dass Ef ein Unterraum ist.
¢) Das Spektrum von T ist die Menge aller Eigenwerte von T’

o(T):= {A€K: Xist ein Eigenwert von T'}.
Der néchste Satz soll es erleuchten, warum es sich lohnt Eigenvektoren zu suchen.

Satz 5.1.1. Sei T : V. — V, L = {by,...,b,} eine Basis von V. Die folgenden Aussagen sind
Aquivalent:

(i) Die Basis besteht aus Eigenvektoren.
(ii) Die Matrix von T bzgl. £ hat Diagonalgestalt

A0 ... 0
wge |0
. . 0
0 0 A

In diesem Fall gelten auch die Folgenden:
Tb; = \;b; also b; ist Eigenvektor zum Eigenwert A;,
Beweis. [ ]

Bemerkung. Mit Diagonalmatrizen ist sehr leicht zu rechen. Zum Beispiel:

AE0 0

L.C iy 0 :
M= = (Mp©)" = ,

0 0 M\

n

Falls T invertierbar ist (also A; # 0 fiir i = 1,...,n)

AP0 0
L,C £,0y—1 0o
My = (MT ) = . ]
0 0 Mt

67
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Die Determinante ist auch recht einfach zu bestimmen (siche Satz [4.8.3):

Det(T') = Det(M£" ) = A Ag - An.
Definition. Eine lineare Abbildung T heifit diagonalisierbar, falls eine Basis aus Eigenvektoren fiir
T gibt.
5.2. Beispiele und Gegenbeispiele.
Beispiel. Sei T': R? — R? die Spiegelung auf die Gerade y = z. So gilt:

TG) = G) also b; = (}) ist Eigenvektor zum Eigenwert 1,

T(,}) = —1(7%) also by = (71) ist Eigenvektor zum Eigenwert —1.

Offensichtlich ist £ = {b1,bs} eine Basis in R?, also T ist diagonalisierbar und

L,C 1 0
ME :<O 1).

Beispiel. Sei T : R? — R? die Drehung um Winkel ¢ (0 < ¢ < 7). Diese Abbildung hat keinen
Eigenvektor, also keinen Eigenwert.

g

Beispiel. Betrachte die Abbildung T : R? — R?, die bzgl. der kanonischen Basis die Matrix

e (01
M" = (0 O) hat.

Wir suchen die Eigenwerte, also die Zahlen A € R, fiir die die Gleichung Tz = Az nichttriviale
Losungen hat. Dies bedeutet:

0 1Y (@1) _ (=) _ Az

0 0 T2 o T2 o )\LCQ
1 X9 o /\.131
also 0) = L)

Daraus bekommen wir, dass fiir A # 0 x2 und somit x; Null sein miissen; und fiir A = 0 muss x5 = 0
gelten und z; ist beliebig withlbar. Es gibt keine Basis aus Eigenvektoren. Wir stellen fest: o(T") = {0}
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und T ist nicht Diagonalisierbar.

y T =
7N /y T
SN,
/ ! >\
;o7 N
/A v
/A
S,
/. 1
w |
% > x
7
, Tv
’
7

Beispiel. Sei P,, der Vektorraum der Polynome von Grad kleiner gleich n. Betrachte die lineare
Abbildung T : P, — P, mit Tp = p’ (die Ableitung). Wir bestimmen nun die Eigenwerte von T Sei
A € C ein Eigenwert mit Eigenvektor p € P,,. Ist A # 0 so ist Grad(A\p) = Grad(p). Da

Grad(Tp) = Grad(p') < Grad(p) = Grad(\p),

wir sehen, dass \ eigentlich kein Eigenwert sein kann. Ist A = 0, dann p’ = Tp = Op = 0 bedeutet, dass
p ein Konstant-Polynom ist. Es gilt also o(T) = {0} mit mit E = {p = ag : ag € C}. Die Polynome

1,x,..., ””n—T bilden eine Basis £ in P,. Beziiglich dieser Basis ist die Matrix von T' das Folgende:
o1 0 ... 0
0 0o 1 0
Mp* =
0 1
0 0 0

5.3. Eigenvektoren.

Satz 5.3.1. Seien A1,..., \; verschiedene Eigenwerte von T mit jeweiligen Eigenvektoren xq,...xg.
Dann sind die Vektoren x1, ..., z; linear unabhéngig.

Beweis. Der Beweis geht mit vollstdndiger Induktion nach k. Der Fall k£ = 1 ist klar, denn z; # 0. Sei
also die Aussage richtig fiir £ > 1. Falls gilt

171+ + app1Tgpyr = 0,

dann Multipliezere mit Ap41: Mer10121 + -+ App1gr12prr = 0. (1)
AuBlerdem T(ayzr 4+ + apr12k41) =0
und somit Aarxy + -+ Ap1@gp1Tee1 = 0. (ii)

Wir subtrahieren (i) aus (ii):

(A = Apg)oazy + -+ (Akg1 — A1)k 1Th41 =0

also (A1 = Meg)oaxy + -+ (A — A1) gz, = 0.

Die Vektoren x1, ...,z sind aber linear unabhéingig, d.h. die Koeffizienten hier miissen alle 0 sein:
(N — Mpr1)a; = 0 fir i = 1,...,k. Da A\; # Agrq, wir folgern «; = 0 fiir ¢ = 1,...,k, und weil
1 7 0, folgt auch agy1 = 0. Das war zu beweisen. n

Hilfssatz 5.3.2. Sei T : V — V linear mit o(T) = {A1,..., Ax}. Seien ferner
L;={a},...,a}} C Ei Basen = Kern(T — \;I).

Dann sind

Ty Ty, X500, T AN

alle linear unabhéingig in V.
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Beweis. Nehme an:
k  ny
id_
E g T =0.
i=1 j=1

Zu zeigen ist o = 0 fiir alle i = 1,...,nj, j = 1...,k. Da
2
yi = _aja € B,
j=1

y; ist ein Eigenvektor, falls y; # 0. Wegen Satz sind die nicht Null y; linear unanhéngig, aber

k
Z?Ji =0
=1

wiére dann eine nichttriviale Linearkombination solcher \;, ein Widerspruch. Somit gilt y; = 0 fiir alle
i=1,...,n. Dies impliziert o] =0 fir allei =1,...,n5, j=1,... k. n
Satz 5.3.3. Fiir eine lineare Abbildung 7' : V — V mit o(T) = {1, ..., \¢} und n; = Dim(EY)) sind
dquivalent:

(i) T ist diagonalisierbar.

(ii) n=mn1 + -+ nk (DIm(V) = n).

Beweis. (i) = (i) Definiere die Vektoren z} wie in Hilffsatz Wegen der Giiltigkeit von n =
ny1 4+ - - - + ng bilden diese Vektoren eine Basis in V.

(i) = (ii) Hausaufgabe. ]

5.4. Das Charakteristische Polynom. Um Eigenwerte zu bestimmen braucht man es untersuchen
fiir welches A € K der Unterraum

EY = Kern(T — M)
nicht-trivial is, d.h. # {0}.
Bemerkung. Seien A, B Matrizen derselben linearen Abbildung 7. So gilt

Det(A) = Det(B).
Denn: sei S die Basiswechsel-Matrix, also B = ST'S~!. Dann gilt

Det(B) = Det(SAS™!) = Det(S) Det(A) Det(S™') = Det(A).
Also wir kénnen die Determinante einer linearen Abbildung als
Det(T') := Det(A)

definieren, wobei A eine Matrix von T ist. Die Determinante Det(7") hingt nicht von der Wahl der
Basis ab.
Satz 5.4.1. Sei T': V — V eine lineare Abbildung.

a) A € K ist genau dann ein Eigenwert, wenn Det(T — AI) = 0.
b) Setze

pr(\) = Det(T — AI).

Wir benutzen auch die Notation p4 (falls A eine Matrix von T ist). pr ein Polynom n-ten Grades.
Insbesondere gilt

pr(A) = (=1)"N" + (=1)"Hags + - 4 @) A"+ - 4+ Det(A).

c¢) Fiir das Spektrum gilt:
o(T) ={X: pr(A) =0}.
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Beweis. a) A € K is genau dann ein Eigenwert, wenn E}: # {0}, also wenn T' — AI nicht invertierbar
ist. Dies ist weiter zu Det(T' — AI) = 0 dquivalent (siehe Satz [4.8.4)).

¢) Aus der Definition folgt:
pa(A) = Det(A — ) = Z Sign(0)Bis(1)B20(2) ** * Bro(n)s
oES),

wobei B = (8;;) = A — Al. Ein bisschen Uberlegen ergibt, dass pp tatsichlich ein Polynom ist, und
wenn man die Koeffizienten von A", A»~! und den konstanten Term ausrechnet, bekommt man die
restlichen Aussagen.

d) Folgt aus den Obigen. L]

Definition. a) Das Polynom pr heifit das charakteristische Polynom von T (oder von A).

b) Ist \g eine Nullstelle k-ter Ordnung von pr, d.h., pr(\) = (A — Ag)*q()\) mit g(\g) # 0, so heifit k
die algebraische Vielfachheit der Eigenwert \g.

¢) Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes \q ist

Dim(Kern(T — AoI)).
d) Ist A € M, ,(K), so heifit
Spur(A) = ai1 + azg + -+ = any

die Spur von A. Ist T lineare und A, B Matrizen von T, so ist Spur(A) = Spur(B). D.h. die
Definition Spur(7T’) := Spur(A) ist sinnvoll.

Korollar 5.4.2. a) Ist K = C, so gibt es mindestens einen Eigenwert. Es gilt sogar das Folgende. pr
zerfillt in Linearfaktoren:

pr(N) = (A =A™ - (g — A)™,

mit o(T) = {A1,..., ¢} und m; die algebraische Vielfachheit von A;.
b) Falls pr n verschiedene Nullstellen hat, so ist 7' diagonalisierbar.

Beweis. a) Ein Polynom n-ten Grades (n > 1) mit komplexen Koeffizienten hat mindestens eine
komplexe Nullstelle. Diese gar nicht triviale Aussage, ist der Hauptsatz der Algebra.

b) Folgt aus dem Satz L]

Beispiel. Sei T'= I und somit

L.L
Myp7y, =

: . 0
0 ... 0 1=\

Das charakteristische Polynom ist also pr(A\) = (1 — A)™. Wir sehen, dass 1 ist eine n-fache Nullstelle
von pr. Die algebraische Vielfachheit ist n. Die geometrische Vielfachheit ist auch n. Denn:

Dim(Kern(T — I)) = Dim(V) = n.

0 1
=1 )
ist das charakteristische Polynom

_ - 1Y e
pA()\)—Det( 1 _)\>—)\ —1.

Die Nullstellen von p4 sind +1 und —1. Zwei verschiedene Eigenwerte liefern die Diagonalisierbarkeit
(Dim(R?) = 2).

Beispiel. Fiir
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()
pa(X) = Det (‘8 _i) =\2%

Das charakteristische Polynom hat nur eine Nullstelle, die Null. Die algebraische Vielfachheit ist 2,
die geometrische Vielfachheit ist 1.

Beispiel. Fiir

ist das charakteristische Polynom

Beispiel. Fiir
A ( cos sin <p)
—siny cosp

) = (cos p—\)2+sin? ¢ = \2—2 cos p-A-cos? p+sin® p = A2—2 cos p-A+1.

ist das charakteristische Polynom

pa(A\) = Det (
Die Nullstellen sind leicht zu bestimmen:

2cosp £+ /4cos?p —4
Al = ik d 20054,0 = cosp + 1/ —sin? .

cosp — A sin
—singp  cosgp — A

)

Wir sehen also: Im Falle K = R, fiir ¢ # k7w, k € Z A hat keinen Eigenwert (unter / wiirde eine
negative Zahl stehen). Im Falle K = C, fiir ¢ # k7, k € Z, gibt es zwei unterschiedliche Eigenwerte

A2 =cosp L isine.
Im letzten Fall ist also A diagonalisierbar iiber C (A CH T U N G: Aber nicht iiber R!)

Satz 5.4.3. Sei Ay ein Eigenwert von T : V' — V. Dann ist die geometrische Vielfachheit von g
kleiner gleich als die algebraische Vielfachheit von \g

Beweis. Sei L = {by, ..., by} eine Basis in E} (also die geometrische Vielfachheit ist k). Ergénze diese
Basis zu einer Basis M in V. Die Matrix von T bzgl. M hat die Form
)\0 ce 0 *
*
MM,M — ° ,
T )\0 *

TR

mit A eine (n — k) x (n — k)-Matrix. Daraus rechnet man das charakteristische Polynom leicht aus:

)\0 - ... 0 *
: : - -
pr(\) = Det = (Mo — N Det(A — M, _xn_k),
0 . A — A *
0o ... 0 | A= Ap_pxn_r
daher ist die algebraische Vielfachheit mindestens k. [

5.5. Diagonalisieren.

Hauptsatz. Fiir T: V — V sind die folgende Aussagen dquivalent.
(i) T ist diagonalisierbar.
(ii) Das charakteristische Polynom zerféllt in Linearfaktoren (hat also n Nullstellen), und fiir jede
solche Nullstelle A\g (also einen Eigenwert von T') gilt, dass die algebraische und die geometrische
Vielfachheit von \g miteinander iibereinstimmen.
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Beweis. (i) = (ii) Sei L eine Basis in V aus Eigenvektoren von 7. So wird die Matrix

MO0 ... 0

L,C 0 :
MEE = :

: .0

0o ... 0 A\

diagonal, und somit zerfillt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren
pr(A) = A=A A2 = A) - (An — A).

Sei Ao eine Nullstelle von ppr. Taucht Ag unter Aq,...,\, genau m-mal auf, so ist die algebraische
Vielfachheit von Ag eben m. Auflerdem, wegen der Diagonalform ist es leicht zu sehen, dass

Dim(Kern(T — M\oI)) = m.
(ii) = (i) Sei o(T) = {A1,..., A\x} und seien n; bzw. m; die geometrische und die algebraische Viel-
fachheiten von A; fiir ¢ = 1,..., k. Nach Voraussetzung gilt n; = m;. Auflerdem gilt
my+ma+---+mg =mn,
denn pr zerfillt in Linearfaktoren. Daraus
ny+Mng+- Nk =N,
und Satz liefert die Diagonalisierbarkeit von T'. [

Aufgabe. Diagonalisiere eine gegebene lineare Abbildung T : V — V.

Lésung. 1. Berechne das Charakteristische Polynom pyp.

2. Bestimme Nullstellen von pr in K. Falls pr weniger als n Nullstellen hat, dann ist T nicht diago-
nalisierbar, sonst fahre mit dem néchsten Schritt fort.

3. Bestimme fiir jede Nullstelle Ao die geometrische Vielfachheit (also Dim EY, = Dim Kern(T'—Xo[)).
Falls diese mit der algebraischen Vielfachheit {ibereinstimmt, gehe zu nichstem Schritt (sonst ist
T gar nicht diagonalisierbar).

4. Bestimme fiir jeden Eigenwert Ao € o(T") eine Basis in E/\To. Die Vektoren in dieser Basen ergeben
zusammen eine Basis in V' bzgl. derer die Matrix von T diagonal wird.

n

Beispiel. Betrachte die Matrix
_ cosp singp
" \—sinp cosp)’

A1 =cosp+ising, Ay =cosy —ising.

mit Eigenwerten (iiber C)

Um einen Eigenvektor zum Eigenwert A1 zu bestimmen betrachte

A-nr= (T e ) —sne (5 )
—singy —ising -1 —i

SRR

ergibt einen Eigenvektor, zum Beispiel b; = (1) Einen Eigenvektor zum Ay bestimmt man analog:

b2:( 1) n

-1

Die Losung von
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5.6. Die Jordan-Normalform.

Definition. Fiir Ay € K heifit die & x k-Matrix

N 10 0
0 A 1

Tay = 0

o1

0 0 Ao

eine Jordan-Matrix.

Beobachtung. Das Charakteristische Polynom von J fo ist

Ao — A 1 0 0
0 - 1 :
pyy (A)=Det | = 0 |[=Co-N"
: Ao — A 1
0 0 Ao — A

So sehen wir
a(Jy,) = {o},

also, \g ist der einzige Eigenwert von J /’\“0, und die algebraische Vielfachheit von \g ist k. Wir bestim-
men nur Kern(J§ — Aol):

0 1 0 0
0 0 1
JY = Aol = 0
0 1
0 0 0
Dabher gilt fiir die Losungen x der Gleichung
0 1 0 0
I T
0 0 1 i) X2
0 S )
: L0 1| | v
0 ... ... 0 0 ¥

dass 0 = 23 = --- 2, = 0. Also
Kern(JfO —Xol) = {x ceK" :x9g=a3="--23, = 0}.
Somit ist die geometrische Vielfachheit von Ay 1. Insbesondere ist J /’fo nicht diagonalisierbar fiir & > 2.

Satz 5.6.1 (Jordansche Normalform). Sei T : V' — V lineare Abbildung. Falls das Charakteristische
Polynom pr iiber K in Linearfaktoren zerfillt, d.h.

pr(A) = (A = A" A2 = A)™ - (Ao = A)™,
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so gibt es eine Basis von V', so dafl

Ji 0

Ja

mit J;, Jordan-Matrizen.
Diese obige Form einer Matrix nennt man Jordansche Normalform.

Bemerkung. Die Abbildung T ist genau dann Diagonalisierbar, falls alle Jordan-Matrizen in der
Jordan-Normalform 1-dimensional sind.



6. NORMALE ABBILDUNGEN
6.1. Erinnerung. Sei V ein n-dimensionaler pra-Hilbertraum, also ein n-dimensionaler Vektorraum
iiber K (=R oder C) versehen auch mit einer Skalarprodukt
() = K

Die euklidische Norm ist definiert durch ||z|| = \/(z, z). Zwei Vektoren x,y € V heilen orthogonal,
falls (x,y) = 0 (x L y). Man sagt, dass die Vektoren ey, ..., e, eine Orthonormalbasis in V bilden
falls

1 fallsi=j
(ei,ej) = {O sznsstz J , alsofalls |le;|| =1, e Le; fiiri#j.

Das Standardskalarprodukt in C" (oder R™) ist definiert durch:

n
<Ia y> = Z TiYi-
=1

Eine Orthonormalbasis ist tatséichlich eine Basis. Die Koordinaten bzgl. einer Orthonormalbasis sind
leicht zu bestimmen! Den folgenden Satz haben wir auch schon gesehen, jetzt aber nochmal als Wie-
derholung;:

Satz 6.1.1. Sei ey,...,e, eine Orthonormalbasis in V.
a) Ist 2 € V mit x = 37 z;e;, dann gilt

n

x; = (x,e;) also z= Z(x,ej>ej.

j=1
b) Zwei Vektoren x,y € V sind genau dann gleich, wenn fiir alle z € V' die Gleichheit
(z,2) = (y,2) gilt.
Dies ist weiter dquivalent zu
(x,e;) = (y,e;) firallei=1,...,n.
c¢) Ist L: V — K eine Linearform, dann existiert genau ein z € V' mit
L(z) = {(x,z) firallezeV.
Beweis. a) Es gilt:
n
(x,e;) = Z<Jij€j,€i> = x;.
j=1

b) Seien z,y € V. Es reicht z = y zu zeigen: falls (x,e;) = (y, e;) gilt fiir alle ¢ = 1,...,n. Dies folgt

aber aus a): Schreibe
n n
T = Za:jej und y = Zyjej.
j=1 j=1

Wegen a) gilt x; = (z,e;) und y; = (y, e;), also nach der Voraussetzung folgt « = y auch.

c) Setze y; := L(e;). Dann gilt
L@) =Y willer) = > widi = (Y wier, Y wies) = (,y). .
i=1 i=1 i=1 j=1

Satz 6.1.2. Sei T : U — V eine lineare Abbildung und £ = {ey,...,en}, L' = {f1,..., fm} Ortho-

normalbasen in U bzw. in V.
a) Ist A= Mﬁ’ﬁl, A = (a45), dann gilt

aij = (Tej, fi).

76
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b) Fiir S: U — V linear gilt S =T genau dann, wenn
(Sz,y) = (Tx,y) firallez,y V.

Beweis. a) Folgt einfach aus den Definitionen: in der j-ten Spalte von Mé: £ steht der Koordinaten-
vektor von T'e;. Diese Koordinaten sind eben

Qi = <T6ia f]>
b) Folgt aus dem obigen Satz b). ]

6.2. Adjungierte einer linearen Abbildung. Der Vektorraum aller linearen Abbildungen von U
nach V wird mit .Z(U, V') bezeichnet.

Satz 6.2.1. Sei T € Z(U,V). Es gibt dann genau eine lineare Abbildung 7* : V' — U (also T* €
Z(U,V)) mit
(Tx,y) = (z, T"y) furallexeU,yeV.
Ist A= Mé: £ mit £ und £/ Orthonormalbasen in V, so gilt
Y A
Mp~-=A = A"

Die Abbildung T* heifit die adjungierte Abbildung von 7', und die Matrix A* ist die adjungierte
der Matrix A.

Beweis. Definiere die Linearform L, : V — K, L,(z) := (T'z,y). Wegen Satz ¢) existiert einen
eindeutigen Vektor z € V mit

Setze T*y = z. Aus der Eindeutigkeit bekommt man, dass T™* linear sein muss. Namlich: sind y1,y2 € V
und A € K, so ist

Ly1+>\y2 (1‘) = <T.’,E,y1 + >\y2> = <Tl‘,y1> +X<Txay2> = Lyl (:l?) + >‘Ly2 (1‘) = <$,T*y1> + <,I, /\T*y2> L]

Beispiel. 1. Sei
0 1 . « (0 1) _
A= <1 0) . Sogilt A* = (1 0) = A.

0 1 . «_ (0 0
A_<O 0). Sogilt A —(1 O)'

A= (Cf)w Sm‘P) . Sogilt A*= < o8P Sm(‘”) = A,
sing  cose sin(—y) cos

2. Sei

3. Sei

4. Sei T gegeben durch der Diagonalmatrix

M0 .00
a=|"
0
0 0 A
(bzgl. einer Orthonormalbasis). Dann die Matrix von T* ist
A0 0
=]
0
0 0 A

6.3. Eigenschaften der adjungierten Abbildung und der adjungierten Matrix. Im Folgenden
werden wir Satz b) oft benutzen.
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0. Fiir die Identitat I : U — U gilt
I =1
Fiir die Nullabbildung 0 : U — V gilt
0*: V — U die Nullabbildung.

Beweis. Es gelten:

und (r,I"y) = (Iz,y) = (x,y), (x,0%y) = (Ox,y) = 0 = (z, Oy).

Daraus folgt die Behauptung. [
1. Fiw T7:V = Vgit T* =T.

Beweis. Seien u,v € V. Dann gilt:

(Tu,v) = (u, T*v) = (T*v,u) = (v, T**u) = (T u,v). ]

2. Fir 5,7 € Z(U,V), X € K gilt

(S + AT)* = S§* + \T™.
Beweis. Seien u,v € V. Dann gilt:
(S + AT)u,v) = (Su+ ATu,v) = (u, S*v) + AMu, T*v) = (u, (S* + NT*)v). ]
3. Fir Se Z(U,V), T € Z(V,W) gilt
(TS)* = S5*T*.
Beweis. Seien uw € U, w € W. Dann gilt:
(T'Su,w) = (Su, T*w) = (u, S*T*w). m
4. Fir T € Z(U,V) gilt
KernT = (BildT™*)™.
Beweis. Sei u € KernT', und sei v € V. Dann gilt
(Tu,v) = (u, T"v) =0,
also u € (Bild T%)*. Ist umgekehrt u € (Bild T*)*, so gilt
0= (u, T*v) und somit (T'u,v) =0 fiir alle v € V.
Daraus folgt Tu =0, d.h. u € KernT. [

5. Es gilt
Rang(T™*) = Rang(T).

Beweis. Sei A eine Matrix von T bzgl. einer Orthonormalbasis. So ist A* eine Matrix von T*.
Daraus folgt die Behauptung, denn:

Rang(T) = Rang(A) = Rang(A") = Rang(ZT) = Rang(T™). L]
6. Fir T:V — V gilt

Det(T') = Det(T*)

Beweis. Bemerke zunéchst, dass fiir eine beliebige quadratische Matrix gilt

Det(B) = Det(B).

Diese folgt aus der Definition der Determinante (siehe[4.13)). Sei also A eine Matrix von T bzgl. einer
Orthonormalbasis. Dann gilt

Det(T) = Det(A) = Det(AT) = Det(A ') = Det(A*) = Det(T¥). .
7. Fiir T:V — V und A € K gilt de Aquivalenz:
ANeo(T) <+ Xeo(TH).
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Beweis. Die Behauptung folgt aus den folgenden Aquivalenzen:

ANeo(T) «= Det(T—-MN)=0 <= Det(T*—N)=0 <= Ieco(T"). .

6.4. Normale Abbildungen.

Definition. Eine Abbildung T': V' — V heifit normal, falls
T =TT gilt.

Beispiel. 1. Die Abbildung T' gegeben durch die Matrix

0 1
1= (5 o)
ist nicht normal.

2. Die Abbildung T' gegeben durch die Matrix

0 1
= ()
ist normal.

3. Ist T* =T, oder T* = —T, oder T* = T~! so ist T normal.

Bemerkung. Sei A = Mﬁ’ﬁ die Matrix von 7" bzgl. einer Orthonormalbasis. Dann ist Mﬁ;ﬁ = A*,
und somit ist 7" genau dann normal, falls

A*A = AA*
gilt. Matrizen mit dieser Eigenschaft heiflen auch normal .

Satz 6.4.1. Sei T : V — V eine lineare Abbildung, so dass eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
von T in V existiert. Dann ist 7' normal.

Beweis. Sei L eine Orthonormalbasis in V' aus Eigenvektoren von 7', dann

A0 ... 0 N 0 ...0
A= Mﬁ"ﬁ = 0 , und Mqﬁ,;f: = 0 - : = A*.
: 0 : .0
0 ... 0 X\ 0 ... 0 X\,
Daraus folgt
AA* = A*A und somit T*T =TT*. n

Satz 6.4.2. Ist T normal und = € V, so gilt
[T]| = || T
Beweis. Es gilt
|Tz||* = (Tx, Tx) = (x, T*Tx) = {(x, TT*z) = (T*2, T*z) = | T*z|*. ]

Satz 6.4.3. Sei T normal. Ist e € V und A € K mit

Te=Xe
so gilt

T e = Je,
d.h.

Kern(T — AI) = Kern(T* — AI).
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Beweis. Bemerke zunéchts das Folgende.: Ist T' normal, so ist fiir jedes A € K auch die Abbildung
T — AI normal. Denn es gilt

(T—X) (T—X) = (T*=X)(T—X) = T*T—(A+XN)T+AX = (T—=XI)(T* =) = (T—XI)(T—\I)*.
Nun fiir e und A\ wie in der Behauptung gilt wegen Satz
0= |[(T = M)el| = [(T* = A)e],
also T*e = Me. ]
Satz 6.4.4. Sei T normal, und seien e € V', A € K mit
Te = de.
Setze
W= {e}* ={z€V:(z,e) =0}
Dann ist W invariant unter 7' und 7™, d.h. es gelten:
TW)CWwW und T*(W) CW.
Beweis. Sei w € W, also (w, e) = 0. Es gilt
(e, Tw) = (T*e,w) = Me,w) =0, d.h. Tw e W.
(e, T*w) = (T"e,w) = Me,w) =0, dh. T weW,
wir haben hier Satz [6.4.3| benutzt. ]
Hauptsatz 6.4.5. Sei V ein komplezer, endlichdimensionaler (pri-)Hilbertraum. Fiir 7 : V. — V
linear sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) Es gibt eine Orthormalbasis in V' die aus Eigenvektoren von T besteht.
(ii) Die Abbildung T ist normal, d.h. T*T = T*T.
Beweis. Die Implikation “(i) = (ii)” haben wir im Satz gesehen.

Nun zur Implikation “(ii) = (i)”: Wir beweisen mit vollstindiger Induktion nach n = Dim(V'). Der
Fall n = 1 is klar: jede Abbildung ist normal und (i) ist auch trivialerweise erfiillt. Sei also die
Aussage fiir n > 1 fiir jede normale Abbildung auf W mit Dimension Dim(W) < n richtig. Sei e,41
ein Eigenvektor fiir 7' : V' — V', welcher wegen K = C existiert (siche Korollar . Wir kénnen

natiirlich e, ; umnormieren und somit |le, 41| = 1 erreichen. Sei W = {e,,41}* und setze S := T'|w
(T eingeschrinkt auf W). So ist, wegen Satz[6.4.4] auch die Abbildung

S W-=W
normal. Da Dim(W) = n existiert nach Induktionsvoraussetzung eine Orthonormalbasis ey, ..., e,
in W aus Eigenvektoren von S (also von T'). Diese zusammen mit e,.; haben die gewiinschten
Eigenschaften. [

6.5. Unitdre und orthogonale lineare Abbildungen.

Definition. Sei T': V' — V linear, das das Skalarprodukt erhilt, also mit
(Tu, Tv) = (u,v) fir alle u,v € V.

So heifit T

a) (im Falle K = C) unitér;

b) (im Falle K = R) orthogonal.

Entscheidend wird das folgende Trick, genannt Polarisierung, das das Skalarprodukt mithilfe der
Norm(-Quadrat) bestimmt:

Fiir K = R gilt: (z,y) =~ (= +y|* - llz — y||?)

A~

Fir K = C gilt: (y) =5 (2 +yl* = o = ylI* = ile = iyl* + illo + iyll*)
(Dies haben wir schon gesehen, siehe [2.10)).
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Hauptsatz. Sei V' komplexer, n-dimensionaler (pri)-Hilbertraum. Fiir T' € £ (U, V) sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:
(i) T ist unitér.
(ii) T ist isometrisch, d.h. erhélt die Langen von Vektoren, genauer :||Tv|| = ||v]| gilt fiir alle v € V.
(iii) 7T is invertierbar mit T-! = T*.
(iv) T ist normal mit
o(T) C{A: [\ =1}
(v) T transformiert Orthonormalbasen in Orthonormalbasen.
(vi) Fiir jede Orthonormalbasis £ in V, bilden die Spalten der Matrix MT{:’E eine Orthonormalbasis
in C™.
(vii) Es gibt ein Orthonormalbasis £ in V, so dass die Spalten der Matrix M5 eine Orthonormalbasis
in C™ bilden.

Beweis. (i) = (ii): Falls T' das Skalarprodukt erhilt, ist es auch isometrisch:
T2l = (Tw,Tx,) = (z,2) = ||z]*.

(ii) = (iii): Ist T isometrisch, so ist T injektiv, denn Tz = 0 impliziert ||| = |[|Tz| = 0, also z = 0.
Wegen der Dimensionsformel ist T auch surjektiv, also T ist invertierbar. Wegen Polarisierung gilt

(x,y) = Tz, Ty) = (x, T*Ty).
Aus Satz b) folgt z = T*Tx fiir jedes x € V, also T* = T~ 1.
(ili) = (iv): BEs gilt TT* = TT-! = [ = T~'T = T*T, also T ist normal. Nach Satz gibt es

eine Orthonormalbasis £, so dass Mjé L= 4 diagonal wird; auf der Diagonale stehen die Eigenwerte
A1, .-+, Ap. Die Abbildung 7™ hat einerseits die Matrix

MEF = A=A =4,

anderseits
MES = MES = A7L
Daraus folgt \; = )\i_l, also |\;]> = 1 und somit die Behauptung.

(iv) = (i): Sei £ = {e,...,en} eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von T. So ist, wegen Satz

n

(T2, Ty) =Y (Tx,e;)(Ty,e;) = > (2, T%e;){y, T*e;)

= ZAZ<$,€1> ! >\z<y,€1> = Z<xaei><yaei> = <£L’,y>
i=1 =1

(i) = (v): Sei £ = {ey,...,e,} eine Orthonormalbasis in V. Dann gilt

1 fallsi=j
(Tei, Tej) = (eire5) = e
0 falls i # j,
also Tey,...,Te, ist eine Orthonormalbasis in V.
(v) = (vi): Sei £ = {ey,...,e,} eine Orthonormalbasis in V. Nach Voraussetzung bilden Teq, ..., Te,

eine Orthonormalbasis in V', deren Koordinatenvektoren in den Spalten von Mqlf’ﬁ stehen.
(vi) = (vii) ist klar.

(vii) = (iii): Sei £ eine Orthonormalbasis in V', so dass die Spalten von M:ﬁ £ eine Orthonormalbasis
fi,---, fn in C™ bilden. In Spaltenvektornotation ist also

M7£“7£ = (fl?f?a'-~7fn)~
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Somit gilt in Zeilenvektornotation:

ﬁ‘r
M=
f;T
Daraus bekommen wir
ET (fu, fry (i, f2) o (S fn)
MIGLEM’JG’L: (flvf?a"'afn): :[nxn~
f?T <.fmf1> <fn>f2> <fn>fn>
D.h. T*T =T gilt, also (iii) folgt. L]

Bemerkung. Im Falle K = R betrachte die Drehung T,, um Winkel ¢ in R? mit Matrix
(cos (¢ —sin <p>
A, = . .
sinp  cosg

(iv’) Es gibt eine Orthonormalbasis £ in V, so dass die Matrix von T die folgende Block-Form hat:

Betrachte die folgende Aussage:

1 ... 0 0
0 1
—1 0
ME* = 5 ,
0 -1
T,, 0
0 0 T,,

Dann gilt:
T orthogonal < (i) < (i) < (i) < @) < (v) & (vi) < (vid),

wobei ¢; # mn fiir m € Z, und wobei in (vi) und in (vii) C™ durch R™ ersetzt werden muss.

6.6. Selbstadjungierte Abbildungen.

Definition. Eine lineare Abbildung 7' : V' — V heif3t
a) selbstadjungiert, falls T = T™*.
b) schiefadjungiert, falls T = —T*.

Bemerkung. Nach ist T genau selbstadjungiert, wenn bzgl. einer Orthonormalbasis £ die
Matrix A := Mﬁ’ﬁ selbstadjungiert ist, d.h. sie erfiillt
A" = A
Ist A* = —A, so heifit A schiefadjungiert.
Beispiel. 1. Ist T € Z(V,V) beliebig, so ist T+ T* selbstadjungiert.
2. Ist T € Z(V,V) beliebig, so ist T'— T™* schiefadjungiert.
3. Ist T € Z(V,V) selbstadjungiert, T schiefadjungiert.
4. Ist T € Z(V,V) beliebig, dann gilt
T4+T* T-T

T
2 * 2

wobei T T
+ ist selbstadjungiert und —

ist schiefadjungiert.
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5. Ist T € Z(V,V) beliebig, so sind T*T und TT* selbstadjungiert.

Hilfssatz 6.6.1 (Polariesierung). a) Sei K = C und seien 5,7 € .Z(V,V) lineare Abbildungen.
Dann gilt:
S=T <+= (Sz,z)=(Tx,z) firallexeV.
b) Ist K=R und sind S, T : V — Z(V) selbstadjungierte lineare Abbildungen, so gilt
S=T <+ (Sz,z)=(Tz,z) firallexeV.

Beweis. a) Die Implikation “=" is trivial. Um “<” zu beweisen, reicht es wegen Satz [6.1.2}b) zu
zeigen, dass fiir alle x,y € V

(Sz,y) = (Tz,y) gilt.

Seien z,y € V beliebig. Wie bei der Polarisierung kénnen wir schreiben:

(Sx+y),z+y) — (S —y),z—y) +i(S(x +iy),z +iy) —i(S(z *iy),fv*iw)

| —
~~

4
= 1 ((5,2) + (Sy,) + (S, + (S, 0)
~(Sa,2) + (Sy 3) + (Sz,9) — (Sy. )
i(Sz,2) = (Sy, ) + (Sw,) +i(Sy. )
—i(Sw,@) = (Sy,2) + (Sz,) — i(Sy,y) ) = (Sz,)-

Dies ist natiirlich auch richtig, wenn S durch T ersetzt wird. Daraus folgt, dass (T'z,y) = (Sz,y) gilt,
falls fiir alle z € V' die Gleichheit (T'z, z) = (S, z) gilt.

Geht analog wie a), nur muss man die folgende Identitit verwenden:

i((S(x +y)z+y) —(S(x—y)z— y>)

= i(<5w> + (Sz,y) + (Sy, x) + (Sy,y) — (Sz,z) + (Sz,y) + (Sy,z) — <Sy,y>)

und, da S selbstadjungiert ist:

= i(“x’w + (Sw,y) + (Sz,y) + (S2,9)) = (S2,). .

Bemerkung. Der obige Satz bleibt nicht richtig fiir K = R, wenn S oder T nicht selbstadjungiert
ist. Betrachte die lineare Abbildungen Ta,Ts,Tc : R? — R? gegeben durch die Matrizen

1 1 1 0 1 &
A.:(O 1), B.:(l 1) c.:(é 3).

(Ta(3): () = ("), y)7(§)>=w2+wy+y2,
(Ts(;), () = (G1,) () =* +ay+ 7,
(Te (), () = (G110 () = + oy + 2

Die Abbildungen T4, Tg,Tc sind aber alle unterschiedlich, und T¢ is sogar selbstadjungiert.

Dann gelten

Hauptsatz 6.6.2. Sei V ein komplexer Vektorraum. Fiir T € £(V, V) sind dquivalent:

(i) T ist selbstadjungiert.
(ii) T ist normal und
o(T) CR.

(iii) (Tz,z) € R gilt fiir alle z € V.
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Beweis. (1) = (ii): Ist T selbstadjungiert, so ist es natiirlich auch normal: T*T = TT = TT*. Wegen
Satz gibt es eine Orthonormalbasis in V' aus Eigenvektoren von T'. Somit gilt

M 0 ... 0 N0 ...0
A= Mf’ﬁ |0 , und A* = M£;£ —|Y

: .0 : .0

0 ... 0 M\ 0 ... 0 X\

Da A= A*, es gilt \; = A;, d.h. \; € R.

(ii) = (i): Falls T normal ist, finden wir eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von T, so dass
A= Mﬁ’ﬁ diagonal wird. Da o(T) C R, gilt A = A*, und somit T = T™*.

(i) = (iii): Fir x € V gilt
(Tz,z) = (2, T"z) = (z,Tz) = (Tz,x),
und somit (T'z,z) € R.
(iii) = (i): Nach Voraussetzung gilt
(,Tz,) = Tz,z) = (x,T"z),
und somit wegen Polarisierung
{z,Ty) = (2, T"y),

also T = T*. n

Bemerkung. Der Fall K = R. Sei £ irgendeine Orthonormalbasis und sei A = Mi’f’c eine reelle
Matrix. Die Abbildung T ist genau dann selbstadjungiert, wenn

A=AT = A* also wenn A symmetrisch ist.
Nach existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von T'. Diese Eigenvektoren sind aber
nur in C" garantiert! Wir wissen bereits, dass die Eigenwerte von T alle reell sind. Daraus bekommen
wir fiir A € o(T), dass fir z € C" mit

Ar = Az, gilt auch AT = Az = \v = \7,

wobei man benutzt dass A und X beide reell sind. Daher kénnen wir Eigenvektoren in R”™ finden:

A(x—;—f) :)\m—;—f und A(JcQ—ZE) :)\x;ifl

Also falls x € C™ ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist, so ist Rex € R™ oder Sx € R™ auch Eigen-
vektor zum A (einer der beiden ist nicht 0). Daraus kann man induktiv eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren von 7" in R™ finden.

Wir haben also den folgenden Satz bewiesen.

Satz. Ist V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und T € Z(V, V) selbstadjungiert, so ist T auch
iiber R diagonalisierbar.
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Beispiel. Sei U C V ein Unterraum, und sei ey, ..., e, Or-
thonormalbasis in U, ergénze sie zu einer Orthonormalbasis o
e1,...,e, in V. Die orthogonale Projektion P von V auf
U ist definiert durch 468
m
P:V =V, Pr=>) (z.e)e; €U. e
o~
Es gilt o Pz

Bild(P) =U und Kern(P)=U'={zeV:z LU}
Die Abbildung P ist selbstadjungiert. Denn:

m

(Px,z) = <Z<x,ei>ei,Z(x,ej>ej> = Z<x76i><m,ei> = Z |(z,e:)]? > 0.

i=1 j=1 i=1 i=1
6.7. Positiv semidefinite Abbildungen.

Satz. Sei V komplexer Vektorraum. Fiir T': V' — V sind dquivalent.

(i) (Txz,x) > 0 [oder > 0] fiir alle x € V, & # 0.
(ii) T ist selbstadjungiert und

o(T) CRy [oder Ry \ {0}].
(iii) Es gibt S:V — V mit T = S*S [und S ist invertierbar].
Beweis. (i) = (ii): Da (Tx,x) > 0 bedeutet auch, dass (Tx,z) € R, Satz liefert, dass T selbst-
adjungiert ist. Sei A € o(T") mit einem Eigenvektor z € V, ||z|| = 1. Dann gilt
A= \z||* = \2,2) = (Tz,z) >0,

d.h. A > 0 muss gelten. Dies zeigt die gewiinschte Implikation. Gilt in (i) zusitzlich > 0 fiir  # 0. So
kann A = 0 kein Eigenwert sein.

(ii) = (iil): Sei £ eine Orthonormalbasis in V' aus Eigenvektoren von T. Dann gilt

M 0O ... 0
C.L 0 .
A=Mp"~ = mit A; > 0.
0 0 A

Setze

0 ... 0 VA
Dann gilt B = B* und B? = BB = A. Die Abbildung S gegeben durch dire Matrix bzgl. der Basis £
ist selbstadjungiert und erfiillt

S*S=85="T.
Der Zusatz: Ist o(T) C R\ {0}, so gilt A; > 0, also S und somit B ist invertierbar.
(iii) = (i): Fiir 2 € V gilt

(Tx,z) = (S*Sx,z) = (Sx,Sx) > 0.

Dies beweist “(iii) = (i)”. Ist zusétzlich S invertierbar, so kann hier ||Sz| = (Sz, Sz) = 0 nur dann
stehen, wenn x = 0. =

Definition. Eine lineare Abbildung 7 : V' — V heif3t

a) positiv semidefinit, falls (Tz, x) > 0 fiir alle x € V.
b) positiv definit, falls (Tx,z) > 0 fiir alle x € V, « # 0.
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¢) negativ (semi)definit, falls —7T positiv (semi)definit ist.
d) indefinit, falls keiner der obigen gilt.

Wir sagen, dass eine Matrix A € M, , eine dieser Eigenschaften hat, falls die lineare Abbildung
Ty :C" — C", Tyx = Ax die jeweilige Eigenschaft besitzt.

Satz 6.7.1 (Sylvester). Sei A eine n x n-Matrix. Bezeichne durch Ay die k x k-Matrix, welche die
Elementen der ersten k-Zeilen und der k-Spalten enthélt, d.h.

@11 Q12 ... Qg
A =

a1 Q12 ... Ok
(die so genannte Hauptminoren). Dann ist A genau dann positive semidefinit, falls
Det(Ag) >0 furallek=1,...,n gilt.
Positiv Definitheit ist durch Det(Ag) > 0, k = 1,...,n charakterisiert.

Beweis. Ohne Beweis. n
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