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x9 Fourier-Transformation

De�nition. Sei f 2 L1(Rn) und � = �n das Lebesgue-Ma� des Rn. Dann hei�t

f̂(�) =
1

(2�)n=2

Z
Rn

e�ix��f(x) d�(x)

die Fouriertransformierte von f . Dabei bezeichnet x � � das Skalarprodukt der
Ortsvariablen x 2 Rn mit der Phasenvariablen � 2 Rn. Mit dem umnormierten
Ma�

d� =
1

(2�)n=2
d�

schreibt man auch kurz

f̂(�) =

Z
Rn

e�ix��f(x) d�(x):

Analog de�niert man die Faltung �� durch

f �� g(x) =
Z
Rn

f(x� y)g(y) d�(x) = 1

(2�)n=2
f � g(x):

Wir beachten, dass der Satz von Fubini und die Substitutionsregel in un-
ver�anderter Form mit dem Ma� � gelten.

Lemma 9.1. Sei f 2 L1(Rn), � 2 Rn, � 6= 0, 0 6= � 2 R. Dann gilt:

(1) Ist g(x) = f(x) eix��, so ist ĝ(�) = f̂(� � �).
(2) Ist g(x) = f(x� �), so ist ĝ(�) = f̂(�) e�i���.

(3) Ist g(x) = f(�x), so ist ĝ(�) = f̂(�).

(4) Ist g(x) = f(x
�
), so ist ĝ(�) = j�jn f̂(��).

Beweis. Wir zeigen nur die Aussagen (2) und (4). Mit der Substitutionsregel folgt

ĝ(�) =

Z
Rn

f(x� �) e�ix�� d�(x) =
Z
Rn

f(y) e�i(y+�)�� d�(y) = e�i���f̂(�);

ĝ(�) =

Z
Rn

f
�x
�

�
e�ix�� d�(x) = j�jn

Z
Rn

f(y) e�iy��� d�(y) = j�jnf̂(��):

Satz 9.2. Die Fourier-Transformation ist eine stetige, lineare Abbildung

F1 : L
1(Rn)! C0

(0)(R
n);

wobei C0
(0)(R

n) = fu 2 C0(Rn) : u(x)! 0 f�ur jxj ! 1g bezeichnet.
Au�erdem ist F1 ein Algebrenhomomorphismus von (L1(Rn);+; ��) nach

(C0
(0)(R

n);+; �), d.h., F1 erf�ullt zus�atzlich

F1(f �� g) = f̂ � ĝ:
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Beweis. Wir beweisen den Satz mit Hilfe dreier Behauptungen.

Behauptung 1. Ist f 2 L1(Rn), so ist f̂ stetig.

Beweis von Beh. 1. Seien � 2 Rn und (�k) � Rn mit �k ! � gegeben. Aus der
Ungleichung

��f̂(�)� f̂(�k)�� � Z
Rn

jf(x)j��e�ix�� � e�ix��k�� d�(x)
folgt wegen

e�ix�� � e�ix��k �! 0 f�ur alle x 2 Rn und f�ur k !1;
jf(x)j �� e�ix�� � e�ix��k�� � 2jf(x)j 2 L1(Rn)

nach dem Satz von Lebesgue die Konvergenz f̂(�k)! f̂(�). �

Behauptung 2. Es gilt f̂(�)! 0 f�ur j�j ! 1.

Beweis von Beh. 2. Ohne Einschr�ankung sei n = 1. Da e��i = �1 ist, gilt die
Identit�at

f̂(�) = �
Z
R

f(x) e�i�(x+�=�) d�(x) = �
Z
R

f
�
x� �

�

�
e�ix� d�(x):

Damit erhalten wir

��f̂(�)�� = ����12
Z
R

�
f(x)� f

�
x� �

�

��
e�ix� d�(x)

����
� 1

2
p
2�

f � f� � ��
�

�
1
�! 0 f�ur j�j ! 1

nach Korollar 7.9. �

Versieht man nun C0
(0)(R

n) mit der Supremumsnorm, so ist (C0
(0)(R

n); k � k1)
ein Banachraum. Zusammen mit der Multiplikation

C0
(0)(R

n)� C0
(0)(R

n)! C0
(0)(R

n);

(u; v) 7! u � v;

(u � v)(x) = u(x) � v(x), ist C0
(0)(R

n) dann sogar eine Banachalgebra, d.h., es gilt

ku � vk1 � kuk1 � kvk1:
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Behauptung 3. Es gilt\f �� g = f̂ � ĝ.
Beweis von Beh. 3. F�ur f; g 2 L1(Rn) gilt nach Satz 8.1 f � g 2 L1(Rn) und
folglich auch f �� g 2 L1(Rn). Die S�atze von Fubini und von Tonelli liefern dann
die gew�unschte Identit�at

\f �� g(�) =
Z
Rn

e�i��x
�Z

Rn

f(x� y) g(y) d�(y)
�
d�(x)

=

Z
Rn

g(y) e�i��y
�Z

Rn

f(x� y) e�i��(x�y) d�(x)
�
d�(y)

= f̂(�) � ĝ(�):

�

Satz 9.3. (1) Ist f 2 L1(Rn) und zus�atzlich jxjf(x) 2 L1(Rn), so ist f̂ in �

di�erenzierbar, und es gilt

@f̂

@�k
(�) = �i\xkf(x)(�); 1 � k � n:

(2) Ist f 2 L1(Rn) \ C1(Rn) mit rf 2 L1(Rn), so gilt

d@f
@xk

(�) = i�kf̂(�); 1 � k � n:

Insbesondere ist f̂(�) = o(j�j�1) f�ur j�j ! 1.

Beweis. (1) Wir betrachten den Di�erenzenquotienten

1

h

�
f̂(� + hek)� f̂(�)

�
=

1

h

Z
Rn

f(x)
�
e�ix�(�+hek) � e�ix��� d�(x)

=

Z
Rn

f(x) e�ix��'(xk; h) d�(x):

Dabei besitzt die Funktion '(xk; h) =
1
h
(e�ixkh � 1) die Eigenschaften

j'(xk; h)j =
���1
h
(e�ixkh � 1)

��� � jxkj f�ur alle 0 6= h; xk 2 R;
'(xk; h) �! �ixk f�ur h! 0 und xk 2 R:

Daraus folgt wegen xkf(x) 2 L1(Rn) nach dem Satz von Lebesgue

1

h

�
f̂(� + hek)� f̂(�)

� �! Z
Rn

f(x)(�ixk) e�ix�� d�(x) = �i\xkf(x)(�):
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(2) Wegen f 2 L1(Rn) gilt mit dem Satz von FubiniZ
Rn

jf(x)j dx =

Z 1

0

�Z
@Br(0)

jf(y)j do(y)
�
dr <1:

Dann gibt es eine Folge (rj) mit rj %1, so dassZ
@Brj

(0)

jf(y)j do(y) �! 0 f�ur j !1:

Partielle Integration liefert

(2�)n=2d@kf(�) = Z
Rn

@kf(x) e
�ix�� dx = lim

j!1

Z
Brj

(0)

@kf(x) e
�ix�� dx

= lim
j!1

�
� (�i) �k

Z
Brj

(0)

f(x) e�ix�� dx

+

Z
@Brj

(0)

f(y) e�iy��
yk

jyj do(y)
�

= lim
j!1

i �k

Z
Brj

(0)

f(x) e�ix�� dx+ 0

= i �k

Z
Rn

f(x) e�ix�� dx = i �k (2�)
n=2f̂(�):

Beispiel. F�ur f(x) = e�jxj
2=2 ist f̂(�) = e�j�j

2=2 = f(�).

Zm Beweis sei zuerst n = 1. Dann gilt nach dem Satz von Lebesgue �uber majo-
risierte Konvergenz

d

ds

�Z 1

�1

e�(x+is)2=2 dx

�
= �i

Z 1

�1

(x+ is) e�(x+is)2=2 dx

=

Z 1

�1

i
d

dx
e�(x+is)2=2 dx = 0;

wobei wir im letzten Schritt
R1
�1
� � � = limr!0

R r

�r
� � � beachten. Daraus folgt, dass

die Abbildung s 7! R1
�1

e�(x+is)2=2 dx konstant in s ist, und es giltZ 1

�1

e�(x+is)2=2 dx =

Z 1

�1

e�x
2=2 dx =

p
2�:

Schlie�lich erhalten wir

f̂(�) =
1p
2�

Z 1

�1

e�x
2=2e�ix� dx =

1p
2�

Z 1

�1

e�(x+i�)2=2 dx � e��2=2 = e��
2=2:
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Sei nun n > 1. Mit der Bezeichnung fj(xj) = e�x
2
j=2 folgt aus dem Fall n = 1 und

den Eigenschaften der e-Funktion die Identit�at

f̂(�) = f̂1(�1) � : : : � f̂n(�n) = e��
2
1
=2 � : : : � e��2n=2 = e�j�j

2=2:

Satz 9.4 (Fourier'scher Umkehrsatz). Sei f 2 L1(Rn) und zus�atzlich f̂ 2
L1(Rn). Dann wird die inverse Fourier-Transformierte g von f̂ durch

g(x) = (f̂)_ =

Z
Rn

f̂(�) e+ix�� d�(�)

de�niert, und es gilt g 2 C0
(0)(R

n) sowie f = g fast �uberall in Rn.

Lemma 9.5. F�ur f; h 2 L1(Rn) giltZ
Rn

f(x)ĥ(x) dx =

Z
Rn

f̂(�)h(�) d�:

Beweis. Der Beweis folgt mit dem Satz von Fubini.

Beweis von Satz 9.4. Sei g"(x) = e�"
2jxj2=2: Aus Lemma 9.1(4) und dem obigen

Beispiel erhalten wir die Fourier-Transformierte von g", n�amlich

bg"(�) = 1

"n
e�j�j

2=2"2 :

Dann folgt aus Lemma 9.5 mit h = g" und aus Lemma 9.1(2)�
f �� bg"�(t) = Z

Rn

f(t� x) bg"(x) d�(x) = Z
Rn

f(t� x) bg"(�x) d�(x)
=

Z
Rn

f(t+ x) bg"(x) d�(x) = Z
Rn

\f(t+ �)(�) g"(�) d�(�)

=

Z
Rn

f̂(�) ei��te�"
2j�j2=2 d�(�)

"!0+���!
Z
Rn

f̂(�) ei��t d�(�) = g(t);

wobei g 2 C0
(0)(R

n) ist; der obige Grenz�ubergang gilt nach dem Satz von Lebesgue

�uber majorisierte Konvergenz, da f̂ 2 L1(Rn) ist.
Andererseits istbg"(�)

(2�)n=2
= %"(�) =

1

"n
%
��
"

�
mit %(�) =

e�j�j
2=2

(2�)n=2
;Z

Rn

%(�) d� = 1;

Z
Rn

%"(�) d� = 1 f�ur alle " > 0:

(vergleiche mit den Friedrichs'schen Gl�attungskernen in Satz 8.4). Deshalb folgt

f �� bg" = f � b�" "!0+���! f in L1(Rn)

und somit nach dem Satz von Fischer-Riesz (f�ur eine Teilfolge) auch

f �� bg"(t) �! f(t) t-fast �uberall:

Also erhalten wir f = g fast �uberall.
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Korollar 9.6 (Eindeutigkeit). Seien f; g 2 L1(Rn) und f̂ = ĝ �-fast �uberall.
Dann ist f = g x-fast �uberall.

Beweis. Sei h = f � g 2 L1(Rn). Nach der Voraussetzung ist ĥ = 0 fast �uberall,
also ĥ 2 L1(Rn). Aus dem Satz 9.4 folgt h = (ĥ)_ = 0_ = 0 fast �uberall.

Lemma 9.7. F�ur f 2 L1(Rn) \ L2(Rn) gilt kfk2 = kf̂k2.
Beweis. Nach Lemma 9.5 gilt f�ur f; g 2 L1(Rn) die Identit�at

R
Rn
fĝ dx =

R
Rn
f̂ g dx.

(1) Sei zuerst f 2 C1
0 (Rn) � L1(Rn). Wir nehmen nun g = f̂ = (f)_, woraus

zuerst einmal nur formal ĝ = f folgt. Tats�achlich gilt wegen f 2 C1
0 (Rn) nach

Satz 9.3(2) j�j2nf̂(�) 2 L1(Rn) und auch (1 + j�j2n)f̂(�) 2 L1(Rn), woraus wir
g 2 L1(Rn) erhalten und die Gleichung ĝ = f mit Satz 9.4 rechtfertigen k�onnen.

Jetzt folgt mit Lemma 9.5Z
Rn

jf j2 dx =

Z
Rn

jf̂ j2 dx f�ur alle f 2 C1
0 (Rn):

(2) Sei f 2 L1(Rn)\L2(Rn) beliebig. Dann gibt es eine Folge (fk) � C1
0 (Rn)

mit
fk �! f in L1(Rn) und in L2(Rn):

Wir bemerken, dass die Folge (fk) als fk = %" � (f�Bk(0)) mit %"(x) =
1
"n
%(x

"
),

% 2 C1
0 (Rn),

R
Rn
% dx = 1, " = 1

k
, konstruiert werden kann.

Die obige Konvergenz liefert kfkk2 �! kfk2. Au�erdem ist (fk) eine Cauchy-

Folge in L2, so dass nach (1) auch ( bfk) eine Cauchy-Folge in L2 ist. Deshalb
existiert ein g 2 L2(Rn) mit

bfk �! g in L2(Rn); k bfkk2 �! kgk2:
Andererseits folgt aus fk

L1�! f punktweise f�ur alle � 2 Rn

bfk(�) = Z
Rn

fk(x) e
�i��x d�(x) �!

Z
Rn

f(x) e�i��x d�(x) = f̂(�):

Also gilt nach dem Satz von Fischer-Riesz g = f̂ �-fast �uberall und

kf̂k2 = kgk2  � k bfkk2 = kfkk2 �! kfk2:

Hauptsatz 9.8. Es gibt eine bijektive, stetige, lineare Abbildung

F : L2(Rn)! L2(Rn); f 7! Ff = f̂ ;

die sog. L2-Fourier-Transformation, mit den folgenden Eigenschaften:
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(1) F ist eine stetige Fortsetzung der L1-Fourier-Transformation F1 von L
1(Rn)

auf L2(Rn), genauer: Ff = F1f fast �uberall f�ur alle f 2 L1(Rn) \ L2(Rn).

(1') Ebenso ist die Inverse F�1 von F eine stetige Fortsetzung von F�11 jL1\L2
auf L2(Rn).

(2) (Satz von Plancherel) F�ur f 2 L2(Rn) gilt

kfk2 = kFfk2:
F ist also ein isometrischer Isomorphismus auf L2(Rn).

(3) F�ur f; g 2 L2(Rn) gilt die Formel von ParsevalZ
Rn

f g d� =

Z
Rn

f̂ ĝ d�:

(4) F�ur f 2 L2(Rn) und R > 0 sei

'R(�) =

Z
BR(0)

f(x) e�ix�� d�(x);  R(x) =

Z
BR(0)

f̂(�) e+ix�� d�(�):

Dann gilt ('R), ( R) � L2(Rn) und

'R �! f̂ ;  R �! f in k � k2 f�ur R!1:

Beweis. Zur De�nition von F :
Sei f 2 L2(Rn). Da C1

0 (Rn) dicht in L2(Rn) liegt, gibt es eine Folge (fk) �
L1(Rn) \ L2(Rn) mit

fk �! f in k � k2:
Wegen Lemma 9.7 gilt

k bfk � bflk2 = kfk � flk2 �! 0 f�ur k; l !1:

Also ist ( bfk) eine Cauchy-Folge in L2(Rn). Weil der Raum L2(Rn) vollst�andig ist,
gibt es ein Element in L2(Rn), bezeichnet mit f̂ , mit

bfk �! f̂ in k � k2:

Dann gilt auch k bfkk2 ! kf̂k2. Da au�erdem nach Lemma 9.7

k bfkk2 = kfkk2 �! kfk2
gilt, folgt die Identit�at kf̂k2 = kfk2.

Mit dieser Methode de�nieren wir die Fortsetzung F von F1jL1\L2 auf L2(Rn).
Diese Fortsetzung ist dadurch wohlde�niert, denn es gilt:
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Sei (gk) � L1(Rn) \ L2(Rn), gk ! f in k � k2. Dann gilt

gk � fk �! 0 in k � k2
und wegen Lemma 9.7 auch bgk � bfk ! 0 in k � k2. Daraus folgt

bgk �! f̂ in k � k2:
Analog wird mit Hilfe von F�11 jL1\L2 eine eindeutige Fortsetzung

F�1 = _ mit kfk2 = k �fk2 f�ur alle f 2 L2(Rn)

de�niert.

Behauptung. Es gilt F�1 �F = id und F �F�1 = id auf L2(Rn). Der Operator
F�1 ist also tats�achlich die Inverse zu F .
Beweis der Beh. Sei wieder f 2 C1

0 (Rn). Dann ist nach Satz 9.3(2) f̂ = F1f 2
L1(Rn) \ L2(Rn). Satz 9.4 liefert

f = F�11 F1f = F�11 Ff = F�1Ff;
wobei F1f = Ff 2 L2(Rn) ist. Da C1

0 (Rn) dicht in L2(Rn) liegt, erhalten wir
wegen der L2-Stetigkeit des Operators F�1 � F auch F�1 � F = id auf L2(Rn). �

Beweis von (4). Wir zeigen nur die Aussage f�ur 'R. F�ur  R ist der Beweis analog.
F�ur R > 0 sei fR = f�BR(0). Dann ist fR 2 L2(Rn) und es gilt fR ! f in k � k2
f�ur R!1. Au�erdem liegt fR in L1(Rn), da supp fR � BR(0) kompakt ist. Also

haben wir fR 2 L1(Rn) \ L2(Rn) und Lemma 9.7 liefert 'R = cfR 2 L2(Rn). Mit
Hilfe des obigen Arguments zur Wohlde�niertheit von F folgt

'R = cfR �! f̂ in k � k2 f�ur R!1:
�

Beweis von (3). Seien f; g 2 L2(Rn). Aus der Identit�at

4f�g = jf + gj2 � jf � gj2 + ijf + igj2 � ijf � igj2

folgt mit dem Satz von Plancherel

4

Z
Rn

f g dx = kf + gk22 � kf � gk22 + ikf + igk22 � ikf � igk22
= kf̂ + ĝk22 � kf̂ � ĝk22 + ikf̂ + iĝk22 � ikf̂ � iĝk22
= 4

Z
Rn

f̂ ĝ dx:

�
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Korollar 9.9. Ist f 2 L2(Rn) und zus�atzlich f̂ 2 L1(Rn), so gilt

f(x) =

Z
Rn

f̂(�) eix�� d�(�) x-fast �uberall:

Beweis. Nach Satz 9.8(4) gilt f�ur R!1Z
BR(0)

f̂(�) eix�� d�(�) �! f(x) in L2(Rn) f�ur R!1:

Nach dem Satz von Fischer-Riesz gibt es eine Folge (Rk) mit Rk %1 f�ur k !1,
so dass Z

BRk
(0)

f̂(�) eix�� d�(�) �! f(x) fast �uberall

gilt. Au�erdem haben wir wegen f̂ 2 L1(Rn) die KonvergenzZ
BRk

(0)

f̂(�) eix�� d�(�) �!
Z
Rn

f̂(�) eix�� d�(�):

Damit ist die Behauptung bewiesen.


