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89 Fourier-Transformation

Definition. Sei f € L'(R™) und pu = p, das Lebesque-Maf des R"™. Dann heift

¢ 1 —ix-
F6) = Gy || @) duta)

die Fouriertransformierte von f. Dabei bezeichnet x - & das Skalarprodukt der
Ortsvariablen z € R” mit der Phasenvariablen £ € R". Mit dem umnormierten

Mafs
1

d
(2r)n/2 H

d) =
schreibt man auch kurz
for = [ e ana),

Analog definiert man die Faltung =, durch

Foaa) = [ F - @) = o f ol

Wir beachten, dass der Satz von Fubini und die Substitutionsregel in un-
verdnderter Form mit dem Maf3 A gelten.

Lemma 9.1. Sei f € L'(R"), a € R”, a £ 0, 0 £ 6 € R. Dann gilt:
(1) Ist g(z) = f(x) €™, so ist §(&) = f(€ — ).
(2) Ist g(a) = f(w — ), so st (&) = f(€) e7%.
(8) Ist g(w) = F(=a), so ist §(&) = f(€).
(4) Ist g(w) = [ (5), so ist §(€) = [o]" [(5€).
Beweis. Wir zeigen nur die Aussagen (2) und (4). Mit der Substitutionsregel folgt

96 = | fla—a)e ™ dAw) = [ fly)eIdA) = e ),

R

09 = [ 1(5) i@ = [ e ang) = s e

Satz 9.2. Die Fourier-Transformation ist eine stetige, lineare Abbildung
Fi: LYR") — Cpy (R,
wobei Cfyy (R") = {u € C°(R”) : u(x) — 0 fir [z| — oo} bezeichnet.

Auperdem ist Fy ein Algebrenhomomorphismus von (L'(R™), +, %)) nach
(C?o) (R™),+, ), d-h., Fy erfillt zusditzlich

Filf=rg)=f-3d
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Beweis. Wir beweisen den Satz mit Hilfe dreier Behauptungen.

Behauptung 1. Ist f € L'(R"), so ist f stetig.

Beweis von Beh. 1. Seien £ € R™ und (&) C R"™ mit & — £ gegeben. Aus der
Ungleichung

F6) = f(&)| < [ 1@l = axw

folgt wegen

e @ o8& 50 fijr alle z € R™ und fiir & — oo,
|f(@)] | e — e8| < 2| f(x)] € L'(R)

~

nach dem Satz von Lebesgue die Konvergenz f(&) — f(£). u

Behauptung 2. Fs gilt f(g) — 0 fir || — oc.

Beweis von Beh. 2. Ohne Einschrinkung sei n = 1. Da e ™ = —1 ist, gilt die
Identitéit

F6) = = [ s e moarm = - [ (= T) e mi)
Damit erhalten wir
f©) = ‘% /R (f@) = (e = F)) T D)

<l (D, o mei

nach Korollar 7.9. n

Versieht man nun C?O) (R™) mit der Supremumsnorm, so ist (C(OO) (R™), || - |loo)
ein Banachraum. Zusammen mit der Multiplikation

C(Oo) (R") x O?o) (R") — C?o) (R"),

(u,v) = u- v,
(u-v)(z) = u(z) - v(z), ist C'(OO) (R™) dann sogar eine Banachalgebra, d.h., es gilt

[l vlloe < flulloc - [[0]]oo-
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Behauptung 3. FEs gilt m = f.g.

Beweis von Beh. 3. Fiir f,g € L*(R") gilt nach Satz 8.1 f x g € L*(R") und
folglich auch f *, g € L'(R™). Die Sétze von Fubini und von Tonelli liefern dann

die gewiinschte Identitét
Foa0 = [ ([ se-namaw)nw
n RTL

[ st [ et ) o
£(&)-9(8).

]

Satz 9.3. (1) Ist f € L*(R") und zusitzlich |x|f(z) € LY(R™), so ist f in &
differenzierbar, und es gilt

%(5) = i f@)E), 1<k<n.

(2) Ist f € LY(R")NCYR™) mit Vf € LY(R"), so gilt
%(5) =i&gf(€), 1<k<n.

Insbesondere ist f(£) = o(|€]™") fiir |€] — oo.

Beweis. (1) Wir betrachten den Differenzenquotienten
I £ 1 —ix- e —ix-
E(f(g +hey) — f(€)) = Wl () (e (Et+her) _ 5) d\(z)

= e flz) e ™ p(ag, h) dA(x).

Dabei besitzt die Funktion ¢(zy, h) = ;(e~" — 1) die Eigenschaften

1 A
o h)| = | (e = 1)| < Jo|fiw alle 0 .y € R
o(xg, h) — —izgy fiir h — 0 und z; € R.

Daraus folgt wegen z;f(z) € L'(R") nach dem Satz von Lebesgue

—

%(f(f + hey) — f(f)) — o f@)(—izp) e " dMx) = —iapf(2)(E).
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(2) Wegen f € L'(R") gilt mit dem Satz von Fubini

[r@lar= [T( [ sl ar < o

Dann gibt es eine Folge (r;) mit r; /oo, so dass
[ 1iwldety) — 0t - o
8B, (0)

Partielle Integration liefert

@20 (€) = [ o) T dr=Tlm [ of(r)e i

Rn =% Jp, (0)

L . int
_jlggo< ( Z)fk/”(o)f(gﬁ)e dz
—iyf%d >
+/aBTj(0)f(y)6 m o(y)

= lim i &, / flx)e ™ dz 40
(0)

j—)OO

=1 &k - fla)e ™ de =i & (2m)"2 f(£).

Beispiel. Fiir f(z) = e 1?*/2 ist f(£) = e KI*/2 = f(g).

Zm Beweis sei zuerst n = 1. Dann gilt nach dem Satz von Lebesgue iiber majo-
risierte Konvergenz

d *© . e e
— </ e (#+is)*/2 da:) = —i/ (x + is) e @) /2 4y
dS —0o0 —00

= /OO zie (x4i5)°/2 7 =

dx
wobei wir im letzten Schritt [*_--- =1im, o [* --- beachten. Daraus folgt, dass
die Abbildung s — [ —(@+i5)*/2 42 konstant in s ist, und es gilt

o0 s o)2 o0 2
/ e @) /2 4 — / e 24z = Vor.
- -0

o0

Schliefflich erhalten wir

r — —x2/2 —iw€ Jp — / —(z+i€) /2d -£2/2 _ —52/2
G —m/we = e
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—z7/2

Sei nun n > 1. Mit der Bezeichnung f;(z;) =e folgt aus dem Fall n =1 und

den Eigenschaften der e-Funktion die Identitét

HO = ) .. ) e o i 02

Satz 9.4 (Fourier’scher Umkehrsatz). Sei f € L'(R") und zusditzlich fe
LY(R™). Dann wird die inverse Fourier-Transformierte g von f durch

~

gl@) = ()Y = [ [ et drE)
R
definiert, und es gilt g € C'(OO) (R™) sowie f = g fast diberall in R™.

Lemma 9.5. Fir f,h € L'(R") gill
fla)h(z)de = [ F€) (&) dE.
Rn Rn

Beweis. Der Beweis folgt mit dem Satz von Fubini. m

Beweis von Satz 9.4. Sei g.(x) = e~ *I’/2. Aus Lemma 9.1(4) und dem obigen
Beispiel erhalten wir die Fourier-Transformierte von g., namlich

Dann folgt aus Lemma 9.5 mit h = g, und aus Lemma 9.1(2)
(Fa@)0) = [ ft-0i@n@ = [ ft-05-0) )
= [ ft+a) G dN@) = [ fE+©) g.(6) dAE)

R R

R

= f(g) ci€te—elEl /2 dA(€) e—04

R Rn

F(&) et an(e) = g(t).

wobei g € C?o) (R™) ist; der obige Grenziibergang gilt nach dem Satz von Lebesgue

iiber majorisierte Konvergenz, da f € L'(R") ist.
Andererseits ist

) o—leR/2
(;7;()?/2 =0.(6) = 5%@(9 mit 08) = (o

/n 0(§)d¢ =1, /n 0.()d¢ =1 fiir alle e > 0.

(vergleiche mit den Friedrichs’schen Gliattungskernen in Satz 8.4). Deshalb folgt
fanGe=fxp =" [ in L'(R")

und somit nach dem Satz von Fischer-Riesz (fiir eine Teilfolge) auch
f#xg:(t) — f(t) t-fast iberall.

Also erhalten wir f = g fast {iberall. m
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Korollar 9.6 (Eindeutigkeit). Seien f,g € L'(R") und f = g &-fast dberall.
Dann ist f = g x-fast iberall.

Beweis. Sei h = f — g € L'(R"). Nach der Voraussetzung ist h = 0 fast iiberall,
also h € L'(R™). Aus dem Satz 9.4 folgt h = (h)¥ = 0V = 0 fast iiberall. O

Lemma 9.7. Fiir f € L'(R") N L2(R") gilt ||f|2 = || f]]2-

Beweis. Nach Lemma 9.5 gilt fiir f, g € L'(R") die Identitét [, fgds = [, fgdz.

(1) Sei zuerst f € C°(R™) € L'(R™). Wir nehmen nun g = f = (f)V, woraus
zuerst einmal nur formal § = f folgt. Tats#chlich gilt wegen f € C$°(R") nach
Satz 9.3(2) |£]>"f(€) € L'(R™) und auch (1 + |[£**)f(£) € L'(R"), woraus wir
g € L'(R™) erhalten und die Gleichung § = f mit Satz 9.4 rechtfertigen koénnen.

Jetzt folgt mit Lemma 9.5

\f2de = [ |f]2dz fiir alle f € C(R™).
Rr Rr
(2) Sei f € LY(R")N L*(R") beliebig. Dann gibt es eine Folge (f) C C5°(R™)
mit
fv — f in LY(R™) und in L*(R").

Wir bemerken, dass die Folge (fi) als fr = 0. * (fXBy0)) mit o.(z) = o(%),
0€ C°(R"), [un 0dz =1, € = £, konstruiert werden kann.
Die obige Konvergenz liefert || fx||l2 — || f||2- AuBerdem ist (f) eine Cauchy-

Folge in L% so dass nach (1) auch (f;) eine Cauchy-Folge in L? ist. Deshalb
existiert ein g € L?(R") mit

fo—rg i LAR"),  |Ifsll2 — llgl2-

Andererseits folgt aus fx £> f punktweise fiir alle £ € R”

-~

file) = | h@e s ar@ — | fz)e #ar@) = f(e)

R

Also gilt nach dem Satz von Fischer-Riesz g = f &-fast iiberall und

1fll2 = llgllz «— lIfella = [fll2 — [/ ]l2-

Hauptsatz 9.8. Es gibt eine bijektive, stetige, lineare Abbildung
F:LXR") = I*R"), f=Ff=],

die sog. L?-Fourier-Transformation, mit den folgenden Figenschaften:
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(1) F ist eine stetige Fortsetzung der L'-Fourier- Transformation F, von L'(R")
auf L*(R™), genauer: F [ = F.f fast iberall fir alle f € L'(R") N L*(R").

(1) Ebenso ist die Inverse F~' von F eine stetige Fortsetzung von Fy ‘|12
auf L*(R").

(2) (Satz von Plancherel) Fir f € L*(R") gilt

[/1l2 = 1Ffl2-

F ist also ein isometrischer Isomorphismus auf L?(R").

(3) Fiir f,g € L*(R™) gilt die Formel von Parseval

fgdh= [ fgd\.

R Rn

(4) Fir f € L*(R™) und R > 0 sei
onl€) = / F(@) e € dA (), () = / F(6) e Are).
Bgr(0) Bgr(0)

Dann gilt (pr), (Yr) C L*(R™) und

on—>f. vn—>f in|- | fir R— oo.
Beweis. Zur Definition von F:
Sei f € L?*(R"). Da C°(R") dicht in L*(R") liegt, gibt es eine Folge (f;) C
LY(R™) N L*(R™) mit
fe—f in [+l

Wegen Lemma 9.7 gilt
||ﬁ - J/EZHQ =|lfe — fillo — 0 fiir k,1 — oc.

Also ist (fi) eine Cauchy-Folge in L*(R™). Weil der Raum L*(R") vollstéindig ist,
gibt es ein Element in L*(R"™), bezeichnet mit f, mit

fio— ][l
Dann gilt auch || fil|s — || f|]2. Da aufierdem nach Lemma 9.7
[fellz = [ fellz — NI f1l2

gilt, folgt die Identitét || f|j2 = || /|-

Mit dieser Methode definieren wir die Fortsetzung F von Fi|piqz2 auf L(R").
Diese Fortsetzung ist dadurch wohldefiniert, denn es gilt:



8 R. Farwig: Analysis IV: MaB- und Integrationstheorie

Sei (gr) C LY(R™) N L*(R"), g, — f in || - ||2. Dann gilt
gk — fx —> 0 in ||l
und wegen Lemma 9.7 auch g — fy — 0 in || - ||. Daraus folgt
G — [ il
Analog wird mit Hilfe von F, !|;142 eine eindeutige Fortsetzung
Fr="Y mit |flla=|f] fiir alle f € L*(R")

definiert.
Behauptung. Es gilt F'oF =id und FoF~! =id auf L*>(R"). Der Operator
F~t st also tatséichlich die Inverse zu F.

Beweis der Beh. Sei wieder f € C°(R"). Dann ist nach Satz 9.3(2) f = Fif €
LY(R™) N L*(R™). Satz 9.4 liefert

f=FFf = FFf = FUES,

wobei Fif = Ff € L*([R") ist. Da C$°(R™) dicht in L*(R") liegt, erhalten wir
wegen der L2-Stetigkeit des Operators F~' o F auch F~'o F = id auf L*(R"). =

Beweis von (4). Wir zeigen nur die Aussage fiir pg. Fiir ¢ ist der Beweis analog.
Fiir R > 0 sel fr = fXBg(o)- Dann ist fz € L*(R") und es gilt fzr — fin || - |2
fiir R — oc. Auflerdem liegt fz in L'(R™), da supp fzr C Br(0) kompakt ist. Also
haben wir fz € L'(R") N L(R") und Lemma 9.7 liefert or = fr € L2(R™). Mit
Hilfe des obigen Arguments zur Wohldefiniertheit von F folgt

ng:fR—>f in || - |2 fiir R — oc.

|
Beweis von (3). Seien f,g € L*(R™). Aus der Identitét
Afg=f + g = f — gI* +ilf +ig]* —ilf — ig|”
folgt mit dem Satz von Plancherel
L[ Fgdo=If + gl = IF - gl +ills + igl} ~ il f - gl
Rn
=1+ gl = I1f = gllz +ll £ +all3 —ill £ —allz
:4/ fgdx
R
|
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Korollar 9.9. Ist f € L2(R") und zusitzlich f € L'(R"), so gilt

f(z) = F(6)e™EdN(E)  x-fast iiberall.

R

Beweis. Nach Satz 9.8(4) gilt fiir R — oo
/ F(E) e dNE) — f(x) in L*(R") fiir R — oc.
Br(0)

Nach dem Satz von Fischer-Riesz gibt es eine Folge (Ry) mit Ry, * oo fiir k — oo,
so dass

/ F(€6) e dA (&) — f(z) fast iiberall

Br,, (0)

gilt. AuBerdem haben wir wegen f € L'(R") die Konvergenz

/ foetang — [ f©eane,
Bg, (0

Damit ist die Behauptung bewiesen. ]



