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§12 Der Gauflsche Integralsatz

Das Ziel dieses Abschnitts ist die folgende zentrale Aussage der mehrdimensiona-
len Analysis und der Theorie der partiellen Differentialgleichungen: Fiir geeignete
beschrinkte Gebiete 2 C R™ und Vektorfelder f : Q2 — R” gilt

/divfdx: f-vdo;
Q o0

dabei ist v : Q) — R"™ der dulere Normaleneinheitsvektor. Dieses Ergebnis bein-
haltet insbesondere auch die Formel der partiellen Integration im R™ und den
Greenschen Satz im R2.

12.1 Gebiete mit C''-Rand

Definition. Sei Q0 C R" ein beschranktes Gebiet, d.h., ) ist offen und zusam-
menhdingend. Man sagt, 0 habe einen Rand 02 vom Typ C* (C*-Rand, 00 € C1),
falls @ =Q° gilt und falls es zu jedem Randpunkt p € 9Q eine offene Umgebung
U C R™ von p und eine C*-Funktion ¢ : U — R gibt mit

(i) QNU ={z €U : ¢(z) <0},
(ii) Vio(x) # 0 fir alle z € U.
Bemerkung. (1) Ist 992 vom Typ C!, so sieht man leicht, dass

NNU ={xeU:y(z)=0},
QNU ={zeU:¢(x) <0},
U\Q={zxeU:y() >0}

Insbesondere ist O eine (n—1)-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit des
R™ (siehe Satz 10.1).

(2) Die Bedingung Q = Q° wird benétigt, um z.B. Mengen mit ,,Schnitt* wie
z.B. @ = B1(0) \ {z € B1(0) : zy > 0} oder punktierte Kugeln Q =
B1(0)\{0} auszuschliefen. Unter der Bedingung Q = Q° gilt stets 9Q = 9.
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Beispiel. Die folgenden Mengen sind keine C'-Gebiete (siche Bemerkung):

Dagegen ist die folgende Menge ein C!-Gebiet:

Definition. Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M.

(1) Ein Vektor 7 € R™ heif$t ein Tangentialvektor in p an M, falls ein C1-Weg
v:(—e,e) = M, e >0, mit v(0) =p und ~'(0) = 7 ezistiert. Ferner sei

T,(M) = {7 € R" : 7 ist Tangentialvektor in p an M}
der Tangentialraum von M in p.

(2) PEin Vektor v L T,(M) heifit Normalenvektor an M in p.

h 0

Lemma 12.1. Sei M C R" eine k-dimensionale Ct-Untermannigfaltigkeit und
sei (¢, U) eine Karte von M. Dann gilt

Tz (M) = Bild Do(z)  fir alle x € U.
Insbesondere ist dim T,y (M) = k und folglich
dim {v € R" : v ist Normalenvektor an M in ¢(z)} =n — k.

Beweis. Wie teilen den Beweis in zwel Teile auf.

Behauptung 1. Es gilt Bild Dp(x) C Ty (M).
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Beweis von Beh. 1. Sei v € R¥. Dann gibt es ein € > 0, so dass
v (_57 E) - Mv V(t) = SO(I + t'U)v
ein Weg in M mit v(0) = ¢(z) und 7/(0) = Dp(z) - v ist. Wir erhalten also

Dy(x) -v C Typy(M)  fiir alle v € R".

Behauptung 2. Es gilt T,,,)(M) C Bild Dy(z).

Beweis von Beh. 2. Fiir einen Weg v in M N (U) mit y(0) = ¢(x) sei 7 = ~/(0).
Dann gilt lokal v = ¢ o (¢~' 0 5), wobei ¢ ' o : (—¢,6) — U vom Typ C" ist
(ohne Beweis, vgl. Beweis von Satz 10.3 zum Kartenwechsel). Daraus folgt

7=7(0) = Dy(z) - (™" 07)'(0) € Bild Dip(x).

]
AuBlerdem gilt nach Definition dim (Bild Dy(x)) = rang Dy(z) = k, da ¢ eine
Karte ist. O

Beispiel. (1) Der Rand 052 eines beschrinkten C'-Gebietes 2 C R” sei lokal
(in der Umgebung U C R eines Punktes p € 0€2) gegeben als Graph einer
C'-Funktion h: V — R, V C R" ! offen; d.h., es gilt

NU ={z= (2, h)):2" eV},
ONU ={x=(2",2,) 2, < h(z'), 2 e V}INU.
Wir bemerken, dass ¢(2', z,) = z, —h(2') auf U = V x (a, b) eine geeignete
Funktion entsprechend der Definition des C*-Gebietes ist.
Mit der oben genannten lokalen Beschreibung ist ¢(z') = (2/, h(z')), 2’ € V,
eine Karte von 0f). Ferner bilden die n — 1 Spaltenvektoren

= (1,0,...,0,00h(z'N", ..., Tue1 = (0,...,0,1, 01 ()"

eine Basis des Tangentialraums Ty, (M), und

(=V'h(a'), 1)
Vy = )
1+ |V'h(x")|?
V' = (01,...,0,-1), sind die (einzigen) Normaleneinheitsvektoren an OS2

in p(z'). Dabei ist v = v(p(2')) = vy der duflere Normalen(einheits)vektor,
denn es gilt

o) +tr(e(x)) € Q und  o(2) —tv(p(a) € Q firt € (0,¢)
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mit € > 0 geniigend klein.

(2) Im Fall n = 3 erhélt man zwei linear unabhéngige Tangentialvektoren
T = (1,0,01h)T und T = (0, 1,82h)T.
Wegen 7, A 15 = (—=01h, —0oh, 1)T ist

Tl/\Tg

N |T1 /\T2|

der duBlere Normalenvektor.

Lemma 12.2. Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet mit C*-Rand. Dann gibt es
zu jedem Randpunkt p € 0 eine offene Menge V. C R, ein Intervall (a,b)
sowie eine Cl-Funktion h : V — (a,b), so dass (ggf. nach Umnummerierung der
Koordinaten x4, ..., x,) gilt p € V x (a,b) und

0N (V x (a,b) ={(2,h(2) : 2’ € V}.

Insbesondere ist v : OS2 — R", wobei v(x) den dufleren Normalenvektor in x € 0
bezeichnet, stetig.

Beweis. Sei U C R™ offen, p € U, und gelte mit einer C'-Funktion v : U — R
QNU ={xz€U:¢Y(x) <0} und 9QNU ={x €U :¢(z)=0}

sowie V() # 0 fiir alle x € U.

Ohne Einschrankung gelte 0,9 (p) > 0 und sogar 0,9 (x) > 0 fiir alle x € U.
Nach dem Satz tiber implizite Funktionen existiert eine offene Teilmenge V' x (a, b)
von U und eine C'-Funktion h : V — (a,b) mit der Eigenschaft:

P(x) =0 firallex € V x (a,b) & = (2',h(z)) firallex €V x (a,b).
Daraus folgt nun die Behauptung. O

12.2 Der Gaufische Satz

Hauptsatz 12.3 (Satz von Gauf}). Sei Q C R" ein beschrinktes C'-Gebiet
mit duferem Normalenvektor v = v(x) auf O und sei f € CHQ)"NCO(Q)" ein
Vektorfeld mit der Eigenschaft div f € L*(2). Dann gilt

/divf(:c)d:E: f-vdo.
0

o0N
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Bevor wir den Satz von Gaufl beweisen, formulieren wir noch einige wichtige
und niitzliche Lemmata.

Lemma 12.4 (Zerlegung der Eins). Sei O C R" ein beschrinktes C'-Gebiet.
Dann gibt es offene Rechtecke Uy, Uy,Us, Us, ... U U, mit

Uicty,....U0, CU, und 0QcC|JU

i=1

sowie offene Mengen Uj, Uy mit

UpclUyclocQ und Qcl|JU/uug

i=1

Zu dieser Uberdeckung gibt es Funktionen 0 < n; € C(U;), i =0,1,...,m, mit

n; >0 auf U und Zmzl auf €.
=0
Beweis. Nach Lemma 12.2 gibt es zu jedem p € 0N ein offenes Rechteckgebiet
U, =V, x (ap,by,), so dass 9 N U, in einem geeigneten Koordinatensystem als

Graph einer auf V,, definierten C'-Funktion geschrieben werden kann.
Sei U, das zu U, konzentrische Rechteckgebiet mit halben Kantenlédngen.

Dann ist U} C U,. AuBerdem ist Q C U,eo0 Uy Da der Rand 092 kompakt
ist, gibt es sogar endlich viele U; = U} , i =1,...,m, mit

mcow

i=1
AuBlerdem finden wir offene Mengen U) C Uy C Q mit der Eigenschaft
KﬂUZWC%Cﬂc%Cch
Dann gilt
QcuyulJu;
i=1

Sei nun 0 < p € C§°(R™) mit [;, pde =1 ein Friedrichs’scher Gléttungskern

und p.(z) = %p(%), € > 0. Zur Konstruktion der Funktionen r; sei n/; = Xv7 und

i =n;%pe, i =0,1,...,m, wobei £ > 0 so klein gew#hlt wird, dass suppn; C U,
1=0,1,...,m, gilt. Dann erhalten wir

0<mn auf U/, n €C(U;) und Zm(:c) > 0 fiir alle z € Q,
i=0
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da n; > 0 in einer Umgebung von U fiir jedes 0 < i < m ist. Folglich sind

-~ i .
i = m ) 0<i< m,
> j=0"lj
die gesuchten Funktionen in der Zerlegung der Eins zur Uberdeckung {U;} von
Q. O

Lemma 12.5. Sei U C R" offen. Dann gilt fiir p € CY(U) und ¢ € C*(U) sowie
1 < j <n die Identitdt

/U((‘?jso)wdxz —/Uwajwdx.

Beweis. Die offene Menge U darf durch U = R" ersetzt werden, da man ¢ durch
Null auf R™\U zu einer Funktion ¢ € Cj(R™) fortsetzen kann. Dann folgt mit
dem Satz von Fubini sowie dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(hier im Fall j = n)

. On(p) dx = /Rnl (/_OO On (1)) dxn) dz’ = 0.

Dies liefert die Behauptung. O

Mit ¢ = 1 und nach Summation iiber j = 1,...,n folgt aus Lemma 12.5 der
Gauflsche Satz fiir den Spezialfall f € CL(Q)".

Lemma 12.6. Sei V C R™™! ein offenes Rechteck, h € C*(V) und
U={z=(2,2,): 2, < h(2), 2 € V}.

Ferner sei f € CO(U)"NCHU)™ ein Vektorfeld mit div f € L*(U) und kompaktem
Trager in U U G(h), wobei G(h) C R™ den Graphen von h bezeichnet. Dann gilt

/divfdz:/ f-vdo,
U U

wobei das Oberflichenintegral von f - v nur auf einer kompakten Teilmenge von
G(h) bendtigt wird.

h

supp f

u :

U
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Beweis. Im ersten Teil des Beweises ersetzen wir die Menge U durch die um € > 0
nach unten verschobene Menge

U.={z= (2" 2,) €U : 2, < h(al) — e}.
Nach dem Satz von Fubini gilt dann

n h(z')—e n
/ divfdx:Z/ (/ 8kfk(:c’,xn)d:cn) da’ =) "I
Ue k=17V \J-oo k=1

Wir wollen nun die Integrale Iy, k = 1,...,n, berechnen.
Sei zuerst 1 < k < n — 1. Mit Hilfe der Kettenregel sowie Methoden der
Analysis I zeigt man die Gleichung

h(z")—e h(z')—e
ak(/ fk(zlaxn) dzn) = / akfk(xlazn) dxn+fk($,ah(x/)_€) akh(lj)

o) [e.e]

Da der Tréger von f kompakt in U U G(h) liegt, erhalten wir mit Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

Iy = /‘/8;‘3(/“%/)_6 fr(2 x,) dxn) da’ — /V fr(@', h(x') — &) Oph(x") da’
=— /V fr(@', h(x") — &) Oph(2) Ao’
Fiir I,, gilt wiederum nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
I, = /an(x', h(z') —e)da’.

Insgesamt erhalten wir mit dem duflerem Normalenvektor
(=V'h, 1)

NiESE

vz’ h(z') —e) =
auf OU. Nsupp f die Gleichungskette
/U div fdz = /Vf(x’, h(z') —e) - (=d1h,...,—0p_1h,1)da’
= [ b =) vlal hw) = )T TR A
= f-vdo.

OU.

Die Behauptung folgt nun durch den Grenziibergang ¢ — 0. Tatséchlich gilt
wegen div f € L'(U) nach dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz

/ divfdzﬂ/divfda:.
e U
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Da auBerdem f in C°(U)" und h in CY(V) liegen, liefert die klassische Konver-
genzaussage fiir Riemann-Integrale bei gleichméfiger Konvergenz den Grenziiber-
gang

E—>0+

f-vdo —
oU. oU

f-vdo.
]

Beweis von Hauptsatz 12.3. Fiir den Beweis des Hauptsatzes benutzen wir die
Zerlegung der Eins (7;) nach Lemma 12.4 und schreiben f in der Form

m

f=>_(nf) auf @ mit supp (n:f) C U; N Q.

1=0

Damit erhalten wir

/Qdivfdx:i/div(mf) dz
/dw o f) dx+Z/ div(n; f

U;NQ

Dabei ist aber on div(nof) dz = 0 wegen der Tatsache supp (nof) C Uy C © und
Lemma 12.5 mit ¢ =npf und ¢ = 1.

Fir 1 < i < m liefert Lemma 12.6 mit U = U; wegen n; € C3°(U;) die
Identitét

m

; /UmQ divimf) oz = ; /UmaQ mf v do = ; /aQ nif-vdo
:/m(;m)f-ydaz mf.,/dg7

da > m; =1 auf 0 ist. O

Bemerkung. Der Satz von Gauf§ gilt auch fiir allgemeinere beschriankte Gebiete
QCR™

(1) Die Menge der sog. singuldren Randpunkte, in denen lokal der Rand 02
nicht als Graph einer C*-Funktion geschrieben werden kann, sei eine (n—1)-
dimensionale Nullmenge, d.h.

H" ! ({singulire Randpunkte}) = 0

fiir das Hausdorff-Mafi H"~! (siehe Konigsberger, Analysis II, §12).
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(2) Das Gebiet 2 hat einen Lipschitz-Rand, d.h., lokal kann 0S2 als Graph einer
Lipschitz-stetigen Funktion geschrieben werden:

QNU ={z = (2',2,) €U : z, < h(a'),a’ € V}

mit einer Funktion i : V C R — R, h € C%*(V). In diesem Fall existiert
der duflere Normalenvektor
(=V'h(2'),1)

L+ [V'R(z)[*

nur z'-fast iiberall in V' (siche H.-W. Alt, Funktionalanalysis).

v(z) = x= (2, b)), 2 €V,

Korollar 12.7 (Partielle Integration). Sei @ C R™ ein beschrinktes Gebiet mit
C*-Rand und seien u,v € C1(Q) N C°(Q) mit Vu, Vo € LY Q)" gegeben. Dann
gilt firj=1,....n

/(@-u)vdx:—/u@jvdx—k/ uvv;do,
Q Q o0

wobei v; die j-te Komponente des duferen Normalenvektors v = v(x) bezeichnet.

Beweis. Sei f = uve; mit dem j-tem Einheitsvektor e; = (0,...,0,1,0,...,0)
mit Eins an der j-ten Stelle. Dann gilt f € C°(Q2)" N CY(Q)" sowie div f =
9j(uv) = (Q;u)v + ud;jv € L' (), und Satz 12.3 liefert

/((@-u)v—l—u@jv)dx:/divfdx: f'I/dO':/ uvv;do.
Q Q 20 20

O

Hauptsatz 12.8 (Satz von Green). Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit
C'-Rand 002 =T =~°U---U~P, wobei1° die ,dufere Randkomponente® ist und
diev%, 1 < i < p, innere ,Lécher® beranden; alle Randkomponenten werden dabei
im mathematisch positiven Sinne bzgl. Q durchlaufen. Ferner sei F € C*(Q)? N
CY(Q)? ein Vektorfeld mit rot F := 0, Fy — 0, Fy € LY(Q). Dann gilt

p
/rothx:/F-dx:Z/F~dx,
Q r i=0 /"

wobei das Wegintegral von F entlang v* durch

[ Fein - S

mittels einer Parametrisierung v : [a;, b;] — OS2 definiert wird.
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Beweis. Zu F definieren wir das Vektorfeld f € C1(2)2 N C°(Q)? durch

f@) = (fi, f2) () = (F2, —F1)().

Dann ist div f = rot F € L'(Q2) und die Anwendung des Satzes von Gauf} auf f
liefert

/roth:E:/divfd:E: f-vdo
Q Q o9

:i f-vdo

=0 V7

- Z [ sy -onu [0 o

P bi . .
=Y [ FGo) o)

p
:5 /F-dx:/F-d:)s,
7 r

1=0

wobei die Beziehungen

(r2(t), = (@)")
}2

B , ’ _ﬂ un v -
T(v(t)) = (n(t),72(t)) = (1) und v(7(t) L+ [

fir y =% i =0,...,p, benutzt wurden.




