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83 Messbare Funktionen

Sei (X, A, i) ein beliebiger Mafiraum.

Definition. Eine Funktion f : X — R = [—00,+0oc] heifit messbar (beziiglich
A), falls die Menge

{f<a={reX: fx)<c}=f([~00,¢) = f({-00}) U f((—00,0))
fir alle ¢ € R messbar ist, d.h. {f < ¢} € A fir alle ¢ € R.

Proposition 3.1. Eine Funktion f : X — R ist genau dann messbar, wenn eine
der folgenden dquivalenten Figenschaften gilt:

(1) {f <} ist messbar fiir alle ¢ € R,
(2) {f > c} ist messbar fir alle c € R,
(3) {f > ¢} ist messbar fir alle ¢ € R,
(4) {f > c} ist messbar fir alle c € Q.
Beweis. Fiir die ersten drei oben genannten Mengen gilt

Usad=N{f<ct b d=x\f<c (F2d=X\{f<c

neN

Fiir den Beweis von (4) sei ¢ € R\Q. Dann existiert eine Folge (¢,) C Q, so
dass ¢, \, ¢, und es gilt {f > c} = U, n{f >} O

Proposition 3.2. Seien f : X — R, g : X — R messbare Funktionen und sei
a € R* =R~ 0. Dann sind die folgenden Funktionen bzw. Mengen messbar:

(1) |f], aof, a+ f, f* und %, falls f(x) #0 fir alle z € X,
(2) f-g, f£g und 5, falls g(x) # 0 fiir alle z € X,
B) {f>g}:={f-9>0}

Beweis. Der Beweis folgt aus dquivalenten Umformulierungen fiir Mengen. Sei
¢ € R. Zum Beispiel sind die Mengen

M f > u{f < —c}, falls ¢ > 0,
1> ep = {X, falls ¢ < 0.

{(r>at=UUr=an{g<aq})

qeQ

{f£g>ct={f>Fg+c} nach (1) und (3)

messbar. O
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Proposition 3.3. Sei (f,) eine Folge messbarer Funktionen auf X. Dann sind
auch die (punktweise definierten) Funktionen

sup fn, inf f,, limsup f,, liminf f,

messbar.

Beweis. Die Funktion sup,, f,, ist messbar, da fiir ¢ € R die Menge

{S%pfn >c} = J{fu >}

neN

messbar ist. Eine dhnliche Aussage gilt fiir inf,, f,.
Sei ¢, = sup,s, f;. Dann ist nach dem ersten Teil des Beweises , fiir jedes
n messbar. Aus der Gleichheit

limsup f,,(z) = inf @, (z) = lim ¢, (x)

n

folgt nun, dass auch limsup,, f,, messbar ist. O]

Definition. Seien f,g : X — R Funktionen. Wir schreiben f = g fast iiberall
oder kurz: f.ii. (almost everywhere (a.e.), presque partout (p.p.)) in X, falls es
eine Nullmenge N C X gibt mit f(x) = g(x) fir alle x € X\N.

Fine Figenschaft reellwertiger Funktionen gilt fast {iberall, falls sie fiir alle
Punkte v € X bis auf eine Nullmenge N C X gilt.

Lemma 3.4. Sei (X, A, u) ein vollstindiger Mafraum und sei f : X — R
messbar. Gilt f = g fast tiiberall, so ist auch g messbar.

Beweis. Sei N = {f # g}, ¢ € R. Dann ist N eine p-Nullmenge und die Menge

{g>ch=({f >N (X\N) U ({g >} N N)

ist messbar, weil sowohl die Menge {f > ¢} N (X\N) als auch die Nullmenge
{g > ¢} N N messbar sind. O

Korollar 3.5. Sei (X, A, ui) ein vollstindiger Mafsraum und sei (f,) eine Folge
messbarer Funktionen auf X, die fast diberall (in R) konvergiert. Dann ist auch
f, definiert durch f(x) = lim, f,(z) f.i., messbar.

Bemerkung. Man beachte, dass die Funktion f in Korollar 3.5 zuerst einmal
nur f.i. in X definiert ist, also auf X \ N mit einer Nullmenge N. Da aber
die Aussagen in Korollar 3.5 von der Existenz dieser Ausnahmemenge N nicht
beeinflusst werden, reicht es in der Mafi— und Integrationstheorie haufig aus, eine
Funktion nur f.ii. zu definieren.
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Beweis von Korollar 3.5. Die Funktion f ist zuerst nur fast {iberall definiert. Sei
N = {z € X : die Folge (f,(r)) konvergiert nicht in R}.

Dann ist (N) = 0, und nach Lemma 3.4 ist die Funktion f, definiert durch

O T e

messbar. Nach Proposition 3.3 ist auch die Funktion

, d.h. F(z) = lim fu(),

lim,, f, fii X\N
Flz) = im,, f(x) Elr r e X\
0 firx e N

messbar und f = F fast iiberall. Die Behauptung folgt nun aus Lemma 3.4. [

Beispiel. (1) Sei (X, A, pu) = (R*", M = M,,u = p,,) und sei f : R — R
stetig. Dann ist fiir jede offene Menge U C R die Menge f~*(U) offen.
Weil fiir jedes ¢ € R die Menge {f > ¢} = f~!((¢,0)) offen ist, gilt
{f > ¢} € B, C M, und die Funktion f ist messbar.

(2) Sei (X, A, u) = (R", M = My, = py). Dann ist die Funktion definiert
1 firx =7

durch f = x¢n, also f(z) = , messbar.
f=xm H) =1, fir @ o 1

Nach Proposition 3.3 (oder Korollar 3.5) ist die Funktion yg messbar und
es gilt sogar xg = 0 fast tiberall, weil ©(Q) = 0 ist.

(3) Sei (X, A, ) = (R", M,,, pu,). Dann ist die charakteristische Funktion y 4
fiir jede offene, jede abgeschlossene und sogar fiir jede Borelmenge A C R”
messbar.

Hauptsatz 3.6 (Satz von Egoroff). Sei (X, A, u) ein endlicher Mafraum,
das heifst (X)) < oo, und sei (f,) eine Folge messbarer Funktionen auf X, die
punktweise gegen f : X — R konvergiert. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Menge
E. € A mit n(X\E:) < e, so dass (f,) gleichmdfSig auf E. gegen f konvergiert.

Beweis. Sei

Sne={re X 1) - f@)l < 1 )

ji>n

Dann gilt fiir festes k € N

Snd € .,4, Sn,k C Sn+1,k C ..., U Sn,k =X
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und nach Proposition 1.4(2)

lim p1(Snk) = i (| Sn) = p(X).

n—oo

Sei ¢ > 0 fixiert. Dann gibt es zu jedem k € N ein n, = ng(e) € N, so dass
(beachte u(X) < 00)

XSy i) = 1(X) = (S ) < o

Nun behaupten wir, dass die Menge

E. = m Shp ik
k=1
die gewiinschten Eigenschaften besitzt. Offensichtlich ist E. € A und es gilt

HAE) = (XN ) Snt) = a(UJCOSw) € D0 XS i) < Y 55 =<

k k

AuBerdem ist E. C S,  fiir jedes k € N. Dann gilt fiir jedes x € E;
.. .
|fi(z) — f(x)] < z fiir alle j > ny,

und f; konvergiert auf E. gleichmafig gegen f. m
Bemerkung. Satz 3.6 ist ohne die Voraussetzung pu(X) < oo im Allg. falsch.

Definition. Sei (X, A, p) ein Mafraum. Eine Funktion f : X — R heifit Trep-
penfunktion, falls sie nur endlich viele Funktionswerte annimmt, d.h., es gibt ein
N e N und E; € A sowie f; e R, 1 < j <N, so dass

N
F=> fixs,
j=1

Sind in dieser Darstellung die Mengen E; paarweise disjunkt und die Zahlen f;
paarweise verschieden, heifit diese Darstellung kanonisch.

Im Allg. ist die oben genannte Darstellung nicht kanonisch; es gibt aber im-
mer eine eindeutig bestimmte kanonische Darstellung. Treppenfunktionen sind
messbare Funktionen, und Summen und Produkte von Treppenfunktionen sind
wieder Treppenfunktionen.

Satz 3.7. Sei f : X — [0, 00] messbar. Dann gibt es eine Folge von Treppenfunk-
tionen (f,) mit fr, < fni1, die punktweise auf X gegen f konvergiert.
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Beweis. Wir unterteilen den Bildbereich [0, oo auf in die Menge [n, oo] und die
halboffenen Intervalle

[0 1) [1 2) [n2"—1 }
7271’ 27’7,’2% VAR 271 7n7

und definieren f,, durch

f(2) {n falls f(z) > n,

J falls%ﬁf(x)<jilij,...,nQ"—l.

on on

Dann ist f,, eine Treppenfunktion, f,, < f,.1 und fiir 27—,1 < f(z) < ]2%1 gilt

1
£(@) = falo)] < o

Ist dagegen f(z) = 400, dann ist f,(z) = n fiir alle n € N, und es gilt wieder
fu(z) = f(2x) fir n — oo. O

Korollar 3.8. Sei f : X — R messbar. Dann gibt es eine Folge von Treppen-
funktionen (f,), die punktweise gegen f konvergiert.

Beweis. Wir schreiben die Funktion f als f = f* — f~, wobei f* = 3(|f|+ f) =
max(f,0), f~ = 3(|f|—f) = — min(f,0) gilt. Die Behauptung folgt nun aus Satz
3.7. ]

Lemma 3.9. Sei (X, A,pn) = (R", M,,, 1), und sei f: X — R eine Treppen-
funktion mit beschrianktem ,Triger“{f # 0} = E. Dann gibt es zu jedem € > 0
eine kompakte Menge E. C E mit u(E\E.) < ¢, so dass f|g. auf E. stetig ist.

Bemerkung. Ublicherweise wird der Tréger einer Funktion f, z.B. einer steti-
gen oder sogar C'*°-Funktion, als der Abschluss der Menge {f # 0} definiert,
also suppf = {f # 0}. Im Zusammenhang mit "nur” messbaren Funktionen ist
diese Definition nicht sinnvoll, da dann z.B. der Trédger der Funktion yg mit R
iibereinstimmt.

Beweis von Lemma 3.9. Seil
N
F=Y"fixs,
j=1

die kanonische Darstellung von f. Die Mengen £ sind paarweise disjunkt, jedes
E; € M,, ist beschrankt und E = U;V:1 E;. Nach Satz 2.8(3) gibt es abgeschlos-
sene Mengen E;. C E; mit

E
W E\E;e) < N
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Die Mengen Ej. sind kompakt und paarweise disjunkt. Sei nun

Dann gilt u(E\E.) < e, die Funktion f|g. ist stiickweise konstant und wegen
dist (E; ., Ex.) > 0 fur alle j # k auch stetig. O

Hauptsatz 3.10 (Satz von Lusin). Sei (X, A, u) = (R", M,,, p,), und sei
f: X — R eine messbare Funktion mit beschranktem ,Trager“{f # 0} = E.
Dann gibt es zu jedem € > 0 eine kompakte Menge E. C E mit n(F\E.) < &, so
dass f|g. auf E. stetig ist.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei f > 0 (sonst zerlege f = f* — f7). Nach
Satz 3.7 gibt es eine Folge (fx) von Treppenfunktionen, die punktweise gegen f
konvergiert. Dabei gilt nach der Konstruktion im Beweis von Satz 3.7 fi(x) =0
fiir alle x ¢ E. Wegen Lemma 3.9 existieren abgeschlossene Mengen Ej . C E
mit

€ : :
w(E\E. ) < STESE fr|e., ist stetig.

Aus dem Satz von Egoroff, Satz 3.6, angewandt auf f, f in E, u(E) < oo, folgt,
dass es eine abgeschlossene Menge F. C E gibt mit

u(E\F.) < fr — [ gleichméfig auf F..

£

27

Sel nun .

E.=F.0()E-x
k=1

Dann ist E. abgeschlossen, kompakt und wegen pu(E\E; 1) < 5, p(E\FL) <
gilt die Abschétzung

£
2

H(ENE:) = (| J(B\E=p) U (B\E)) <37 u(B\E.) + p(E\F.) < =.

Da fi|p. stetig ist und fy gleichméfBig auf E. gegen f konvergiert, ist auch f|g.
stetig. O
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§4 Das allgemeine Lebesgue-Integral

Sei (X, A, ) ein Mafiraum.

4.1 Nichtnegative Funktionen

Definition. Sei f : X — [0,00| eine (nichtnegative) Treppenfunktion, f =
Z;yzl fixe; mit f; >0, E; € A. Dann heifst

[ @ [ pan= 3 ey € o.x)

das (Lebesgue-) Integral von f.
Im Fall W(E;) < oo fiir alle j = 1,...,N ist [, fdu € [0,00), und f heift
(Lebesgue-) integrierbar.

Bemerkung. Man zeigt leicht die folgenden Eigenschaften:
(1) Der Wert

N
> finlE))
j=1
héngt nicht von der Darstellung der Treppenfunktion ab (falls alle f; > 0).

(2) Seien f,g > 0 Treppenfunktionen und gelte f > ¢ fast iiberall. Dann gilt

/deuz/xgdu-

(3) Seien f,g > 0 Treppenfunktionen. Dann gilt fiir alle o, 3 > 0

/}((@vaﬂg)dM:Oé/dequﬁ/ngu.

Definition. Sei f : X — [0, 00| messbar und sei
Ty ={h: X —[0,00) : h ist Treppenfunktion, h < f f.i.}
(beachte: Ty # 0, da 0 € Tf). Dann heifst

/Xf(x)d,u:/xfdu::sg;{/)(hdu:hETf}G[O,oo]

das (Lebesgue-) Integral von f. Fir E € A sei dann

/Efdu iz/XfXEdu-

Falls [, fdp < oo, heift f (Lebesgue-) integrierbar.
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Bemerkung. Ist h € T} eine Treppenfunktion mit nichtleerer Ausnahmemenge
N ={h > f} € A, soist auch hy = hxx.n eine Treppenfunktion. Es gilt hy < f
auf X und [, hodu = [, hdp. Deshalb kann die Menge T; in obiger Definition
durch die kleinere Menge

Tf ={h: X —[0,00) : h ist Treppenfunktion, h < f}
ersetzt werden.

Beispiel. Sei p auf N das Zéhlmafl, d.h. A = P(N), pu(E) = #F fir alle E C N.
Dann ist jede Funktion f: N — R (d.h. jede Folge) messbar. Fiir f : N — [0, o0

ist
[ £an=3 sy € 0.0

das Lebesgue-Integral von f iiber N beziiglich p, und f ist genau dann integrier-
bar, wenn ) f(n) konvergiert.

Lemma 4.1. Seien f,g: X — [0, 00| messbar und E € A gegeben. Dann gilt:
(1) Gilt f =g fii., folgt [, fdu= [,gdpu.
(2) Falls0< f < g fii., ist 0< [, fdp < [, g9du < oo.
(3) Sind By C Ey € A, dann ist [, fdp < [, fdu erfillt.
(4) Esist [ycfdu=c [, fdu fir alle c € R,
(5) Sei f =0 auf E fast iiberall oder sei u(E) = 0. Dann ist [, fdu = 0.
(6)

6) (Tschebyscheff-Ungleichung) Fir jedes o > 0 gilt
u({f > a}nE) < /fdu

(7) Es gilt [, fdu =0 genau dann, wenn f =0 fast dberall auf E ist.

Beweis. Wir beweisen nur die Aussagen (6) und (7).
Der Beweis der Tschebyscheff-Ungleichung folgt aus Aussage (3) und aus der
folgenden Ungleichungskette:

(3)
[ran= [ gapz [ adu—apEnisza),
E En{f>a} En{f>a}

Bei Aussage (7) folgt die Riickrichtung bereits aus (5). Fiir den Beweis der Rich-
tung ”=" folgt aus der Tschebyscheff-Ungleichung, dass fiir alle o > 0 das Maf

uEn{>ap < [ ran=o
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ist. Das liefert

atr=on=u(e0 Y (7> 1) = mu(en{r> 1) =0

keN

]

Hauptsatz 4.2 (Satz von Lebesgue iiber monotone Konvergenz). Sei ( fx)
mit fi, : X — [0, 00| eine Folge messbarer Funktionen, die punktweise fast tiberall
monoton wdchst, d.h.

0< filz) < folz) <--- < oo fi.in X.

Dann ezistiert f(z) := klim fr(x) fast dberall in X, fist messbar, und es gilt

]gggo/kaduz/xfdue[o,oo].

Beweis. Nach der Voraussetzung gibt es eine Nullmenge N € A, so dass
0< fi(z) < folx) <--- < oo firalle x € X\N.
Dann ist die Funktion

f@) limy, fx(x) € [0, o] fir alle x € X\N
€Tr) .=
0 fiir alle z € N

wohldefiniert auf X. Wegen Korollar 3.5 ist f > 0 auch messbar, und das
Lebesgue-Integral [ « [ du € [0, 00] existiert.

Ohne Beschrinktheit der Allgemeinheit sei fi(x) = 0 fir alle x € N und
alle k € N (dabei bleibt [, fi du erhalten). Also kénnen wir 0.B.d.A. N = 0
annehmen.

Aus [y frdp < [y fesrdp < -+ < oo folgt die Existenz des Grenzwerts

a:= lim [ frdp € [0,00].
k—oo [ x

Wegen [y frdu < [ fdpist dann auch

aS/deu.

/deuéa

Es bleibt nun
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zu zeigen. Dazu sei s € T eine Treppenfunktion, s = Z]J‘/il sjxa;, 0.B.dA s < f
in X, und sei ¢ € (0,1). Wir definieren

Ek = {fk Z CS}.

Dann ist By, € A, Ej, C Ejyq--- und |, By = X, da fi(z) / f(z) fir allex € X
und ¢ < 1 gilt. Da nach Proposition 1.2(4) u(A4; N Ey) gegen p(A;) fir k — oo
konvergiert, folgt aus

M M
/fkduZ fdeE/CSdMZCZSjM(AjﬁEk)%CZSJM(AJ)ZC/SdN
X Ey Ey

j=1 j=1 X

azc/sdu
X

fir jedes ¢ € (0,1) und jede Funktion s € Ty gilt. Damit erhalten wir die
gewiinschte Ungleichung o > [ + fdu. O

und aus [ frdp — «, dass

Korollar 4.3. Seien f,g: X — [0, 00| messbar. Dann gilt

JGradn= [ ran+ [ gdn

Beweis. Nach Satz 3.7 seien (si) C Ty, (tx) C T, gegeben mit
0<s1<s9< -, 8. f, 0<t;<ta<--- t g punktweisein X.

Nach dem Satz 4.2 von Lebesgue konvergieren die Integrale

/Skdﬂ_)/fd/ia /tkduﬁ/gdu
X X X X

/){skdu+/)(tkdu—/)((sk+tk)du—>/X(f—i—g)d,u

fiir £ — oo. O]

und

Hauptsatz 4.4 (Lemma von Fatou). Seien f; : X — [0, 00| messbar. Dann
qgilt

/ liminf fr dp <lim inf/ frdu.
x k—oo k—oo [x

Bemerkung. In der obigen Ungleichung kann ,<“ auftauchen.
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Beweis. Sei
gi(z) = inf fr(x)

k>i

fir « € N und x € X. Dann ist g; nach Proposition 3.3 messbar. Aus g, < f;

folgt die Ungleichung
/gkdﬂé/fkdu,
X X

0<n<gp<---, g/ lillgn gk = limkinf frx  punktweise in X.

und

Nach dem Satz 4.2 von Lebesgue erhalten wir fiir £ — oo

/gkdue/limgkdu:/ liminf f; dpu,
X x k x k

woraus zusammen mit | x 9edp < J « Jrx dp die Behauptung folgt. O]

4.2 Das allgemeine Lebesgue-Integral
Definition. (1) Ist f: X — [—00,0] messbar, so ist

| fan== [ =pane -0

das (Lebesgue-) Integral von f.

(2) Eine messbare Funktion f : X — R = [—o0, 0c] heifit integrierbar, falls |f]|
integrierbar ist. Dann ist

/deu:—/xﬁdu—/xfdue(—oom)

das Lebesgue-Integral von f.

(3) Analog definiert man

/E fdu= /X Fx dpt = /X (fxm)* dpi — /X (Fe)~ dp

das Lebesgue-Integral von f dber E € A, falls fxg integrierbar ist.
(4) Die Menge
LY X, pu) = LYX)={f: X — R f ist integrierbar}

heifit der Lebesgue-Raum L'(X) der L'-Funktionen auf X . Analog definiert
man L'(E) = L*(E, ).
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Bemerkung. Wegen 0 < f* f~ < |f| = ft+f~, f = fT— f,ist f genau
dann integrierbar, wenn f* und f~ integrierbar sind.

Proposition 4.5. Sei E € A und f,g € L'(E). Dann gilt:
(1) Es st | [ fdp| < [ |fldp.
(2) Die Funktion f ist fast tiberall endlich.
(3) Falls p(E) =0 oder f =0 f.ii. in E gilt, ist [, fdu=0.
(4) Ist f < g fii., dann ist [, fdp < [, gdp.
(5) Esist f+ge€ LYE) und [,(f+g)dp= [, fdu+ [,gdu.
(6) Fir alle c € R gilt cf € L'Y(E) und [,(cf)dp=c [, fdp.

Beweis. (1) Die Aussage folgt aus

/EfdM:/X(fXE)J’dM—/X(me—dM
S/X(fXE)"'d,U‘{'/X(fXE)_d;L:/E|f|dﬂ.

(2) Da f in L'(F) liegt, ist auch |f| € L*(F). Dann ist |f| nach Lemma 4.1
f.ii. endlich. Daraus folgt, dass f auch f.ii. endlich ist.

(4) Aus f < g fii. folgt f* < g7 und ¢g- < f~ f.ii., woraus wiederum die
Behauptung folgt.

(5) Aus [f +g] < If] + gl und [y(1f| + lgl) i = [ 1]+ fy o] dp (siche
Korollar 4.3) folgt f + g € L'(E).

Um die Integralidentitét zu zeigen, unterscheiden wir zwei Fille: g > |f]
bzw. f,g € L'(E) allgemein.

Sei zuerst g > |f|. Substrahieren wir das Integral [ 5 du von beiden
Seiten der Identitét

/Ef+du+[Egdu=[E<f++g>du=[E<<f+f>+g>du
- [+ rau= (ot [ 1

erhalten wir die Behauptung.
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Seien nun f,g € L'(E). Weil |f + g| < |f| + |g| ist, folgt aus dem ersten
Fall die Identitat

d d d 1.£all d
[E<f+g> u+/E|f| u+/E|g| " [E<f+g+|f|+|g|> "
=/(f+|f|+g+|g|)du K°r=’4'3/(f+|f|)du+/(g+Igl)du
E E FE

.Fall
hE /fdu+/|f\du+/gdu+/\g\dﬂ,
E FE E E

wobei die vorletzte Gleichheit nach Korollar 4.3 erfiillt ist. Es reicht nun
die Integrale [, |f|du, [, ]g]dp von beiden Seiten dieser Identitit zu sub-
trahieren.

Der Beweis von (3) und (6) ist klar. O

Hauptsatz 4.6 (Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz). Sei
(fx) eine Folge messbarer Funktionen auf X, die fast iberall gegen eine Funktion
[ konvergiert. Ferner existiere eine Funktion g € L'(X) (Majorante) mit

|fi(x)| < g(x) fast iberall in X.

Dann ist auch f € L'(X), und es gilt

i [ 1o slap=0. tin [ e [ s
k—o0 X k—o00 X X

Bemerkung. Ohne die Majorante g € L*(X) ist die Aussage im Allgemeinen
falsch; auch die Voraussetzung f € L'(X) reicht nicht aus.

Beweis. Die Eigenschaften |fx| < g und fr — f f.i. liefern |f| < ¢ f.i. und die
Messbarkeit von f. Also ist f € L'(X).

Fiir den Beweis der Konvergenzaussage konnen wir wegen 0 < |fr — f| < 2¢
f.i. das Lemma von Fatou (Satz 4.4) auf die Funktion 2¢g — |f; — f| anwenden.
Wir erhalten

/ 29y = / liminf (29 — |fy — f1) dp
b% X k—o0
gliminf/(29_|fk—f|>dﬂ
X

k—oo

=2/ gdu—limsup/ | fr — fldp.
X k—oo X

Dies liefert limsupy, [y |fi — f|dp < 0 und damit

i [ 1= sl =o.
k—oo X
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Die letzte Aussage folgt aus der Ungleichung
k—oo
l/ﬁmu—/fdu=‘/uu—ﬂm4§/Nn—fmﬂ ke
X X X X
]

Korollar 4.7. (1) Sei u(X) < oo und sei (fi) C L'(X) punktweise f.ii. gegen
eine Funktion f konvergent. Es gebe eine Konstante M > 0 mit | fr(z)| < M
fai. in X. Dann gilt

/kadu—>/xfdu fiir k — oc.

(2) Sei u(X) < oo und sei (fy) C LY(X) gleichmdpig konvergent gegen f. Dann
qgilt
/ fkdu—>/ fdu  fir k — oo.
be be
Beweis. In (1) ist die Funktion g = M € L'(X) eine Majorante. In (2) kann fiir
k € N geniigend grof die Funktion g = |f|+ 1 als Majorante gewéhlt werden. [

Satz 4.8 (Satz von Vitali zur absoluten Stetigkeit). Sei f € L'(X) gegeben.
Dann ist die Abbildung

AR, EH/fw
E

absolut stetig, d.h., fiir jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass

[Efdu

Beweis. Ohne Beschrénktheit der Allgemeinheit sei f > 0. Wir definieren
f(x), falls f(x) < n,
£ (2) m { () ()

n, falls f(x) > n.

<e firalle E€ A mit p(E) <.

Dann ist
fngfn—l-lg"'a fn/fELl(X)a

und aus dem Satz 4.6 von Lebesgue (oder auch aus Satz 4.2) folgt die Konvergenz

/and,u//xfdu fiir n — o0,

Sei € > 0. Dann existiert ein n. € N such that

/ansdu>/xfdu—§-

Definieren wir nun ¢ := 57—, gilt fiir jedes £ € A mit u(£) < 0 die Abschitzung

)
[ rau= [ fodus (5= pdn < Bt [ (7= fu)du< dnes S =<
]
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4.3 Lebesgue- und Riemann-Integral

Satz 4.9. Sei Q C R" ein abgeschlossenes beschrinktes Rechteck und f : () — R
Riemann-integrierbar (folglich ist f beschrinkt). Dann gilt f € L*(Q) beziiglich
des n-dimensionalen Lebesque-MajSes pu, und

/Qf(x)d:c:/Qfdun.

Beweis. Da die Funktion f Riemann-integrierbar ist, gibt es eine Folge von Par-
titionen (P) von @,

P, = {Q;g ; Qf C (@ sind offene, paarweise disjunkte Rechtecke, ) = UQ_Q“},

J

so dass die Treppenfunktionen [, uy,

Wlgg = int £l =sup .
]' Y

J

die folgenden Eigenschaften besitzen:

by <lppr < < f <oe S upyr < ug,

/sz(x) dx//@f(az)dx//@uk(x) dz.

Dann existieren fast tiberall die Grenzwerte [ := limy, [, v := limy u, und es ist
| < f <wufii. Nach dem Satz von Lebesgue (Satz 4.6) gilt

/lk(x)dx:/lkdunﬁ/ldun
Q Q Q
/uk(:c)dx:/ukd,un%/udun.
Q Q Q

mit [,u € L'(Q). Daraus folgt

/Qldun_/Qf(x)dx—/Qudun;

insbesondere ist fQ(u —1)dp, = 0, und wegen [ < u f.ii. gilt nach Lemma 4.1(7)
u = [ f.ii. Dann folgt aber wegen | < f < u f.i. auch u = f = [ f.ii. Deshalb ist

f e LYQ) und
fdu, = f(z)dz.
/ I / (x)dz
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Korollar 4.10. Sei f > 0 auf (a,b] uneigentlich Riemann-integrierbar, d.h., f
ist Riemann-integrierbar auf [a + €,b] fir jedes € > 0 und der Grenzwert

b
I = lim f(z)dx < 0o

e=0F Joqe

existiert. Dann gilt f € L*([a,b]) = L'((a,b)) und
(a,b)

Beweis. Nach Satz 4.9 gilt f(a+5 p [ A = fabJFE f(x)dz — I fiir e — 0". Da der
Satz von Lebesgue 4.2 {iber monotone Konvergenz den Grenziibergang

/ fdu, / fdu, fire— 0"
(a+e,b) (a,b)
liefert, erhalten wir die Gleichheit
fd,ul =1< 00,
(a,b)
also f € L'((a,b)). O

Korollar 4.11. Sei E C R"™ beschrinkt und Jordan-messbar, d.h., OF ist eine
Lebesgue-Nullmenge. Ferner sei f : EE — R Riemann-integrierbar, d.h., f ist
beschrinkt und fir ein kompaktes Rechteck QQ O E ist die Fortsetzung fq,

) f(@) firz e E
Jalz):= {O fiir v € Q\E'’

Riemann-integrierbar auf Q. Dann gilt E € M,,, wobei M,, die Lebesgue’sche
o-Algebra auf R" bezeichnet, f € L'(E) und

[ t@e= [ fag.

Beweis. Das Innere E° = E\OF ist offen und deshalb gilt E° € B, C M,,.
Weil p1,(OF) = 0 und M,, vollsténdig ist (siche Korollar 2.2), folgt auch E =
E° U (0EN E) € M, Die Funktion fq ist Riemann-integrierbar und nach Satz
4.9 sogar in L'(Q). Dies liefert, dass f = fo|p in L'(F) liegt. AuBerdem erhalten

B /Ef<x> dr = /Q folx) da 2 /QfQ diin = /Ef i
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Definition (Erweiterung des Lebesgue-Integrals auf komplexwertige Funk-
tionen). Sei (X, A, u) ein Mafraum.

(1) FEine Funktion f: X — C heif$t messbar, falls Re f und Im f messbar sind.

(2) Fine messbare Funktion f : X — C heifit integrierbar, falls Re f,Im f €
LY(X). Dann sei

| raw= [ Repausi [ mranec

das Lebesgue-Integral von f.

Proposition 4.12. (1) Eine messbare Funktion f : X — C ist genau dann
integrierbar, wenn |Re f|, [Im f| € L*(X) gilt. Dieses gilt genau dann, wenn
|/ € LY(X).

(2) Es gelten alle Aussagen von Proposition 4.5 (aufer (4) und mit ¢ € C in

(6)). Insbesondere gilt
[ ra] < [
X X

(3) FEs gilt der Satz von Lebesgue tiber majorisierte Konvergenz und der Satz
von Vitali zur absoluten Stetigkeit (Sdtze 4.6 und 4.8).

Beweis. Wir zeigen die Ungleichung in (2). Sei [, fdu =re®,r >0, ¢ € [0,27).
Dann erhalten wir

o<r—et [ pdu= [ evpau= [ Re(e i [ (et
X X X X
:/Re(e_i‘pf)d,u+0
X
< \Re(e”“”f)ldu—/ | fldu,
X X

da [ Im(e7f)dp =Im ( [, e7fdp) = 0. O
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Mehrfachintegration

Satz 5.1 (1. Version des Satzes von Fubini). Seien I; C R" und I, C R™
abgeschlossene (nicht notwending beschrinkte) Rechtecke und sei f € L'(I; x I)
(bzgl. des Lebesgque-Mafes pinim auf R™™).

(1)

(3)

Dann ist fir fast alle x € Iy (pn-f.i.) die Funktion

y— flx,y), y € Iy,

messbar und integrierbar bzgl. p,, auf I. Auflerdem ist die fast iiberall in
I, definierte Funktion

h(z) = [ f(z,y)dpm(y)

Iz

messbar und integrierbar bzgl. p, auf I.
Analog zu (1) ist fir fast alle y € Iy die Funktion
T f(xuy)7 YIS -[17

messbar und integrierbar bzgl. w, auf I,. Auflerdem ist die fast iberall in Iy
definierte Funktion

9gy) = [ f(z,y)dun(z)

I
messbar und integrierbar bzgl. pi, auf I5.

Es gilt

/11><12 [ dpnm = /11 ( . f(z,y) d,u,m(y)) dptn(2)
- /12 < ; f(z,y) dun(af)> At (y)-

Beweis. Zuerst benotigen wir die folgenden Vorbereitungen:

(1)

(2)

(3)

Setzt man f durch 0 auf R"*\(I; x I3) fort, so darf ohne Einschrankung
I; =R" [, = R™ angenommen werden.

Wir sagen, eine Funktion f € L!(I; x I,) habe die Eigenschaft F, falls f
die Aussagen (1)-(3) des Satzes 5.1 erfiillt.

Im Laufe des Beweises wird gezeigt, dass jede charakteristische Funktion
Xe, B € My 1m mit p,,(F) < 0o, die Eigenschaft F hat. Der Abschluss
des Beweises benutzt dann die Approximation von f € L'(I; x I5) durch
Treppenfunktionen, um die Eigenschaft F fiir f zu zeigen. Wichtige Be-
weismittel werden der Satz von Lebesgue {iber monotone Konvergenz und
Satz 2.8 zur Regularitéit des Lebesgue-Mafles sein.
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Der Beweis benutzt die folgenden Lemmata:

Lemma 5.2. Fine endliche Linearkombination von Funktionen mait der Eigen-
schaft F hat ebenfalls die Figenschaft F.

Beweis von Lemma 5.2. Der Beweis ist trivial. Die Messbarkeit gilt auch fiir
Linearkombinationen und das Integral ist linear. Auflerdem ist eine endliche Ver-
einigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge. "

Lemma 5.3. Sei (fi.) eine Folge in L'(I; x I,) aus Funktionen mit der Eigen-
schaft F, die monoton steigend (oder fallend) gegen eine Funktion f € L'(I; X I,)
konvergiert. Dann hat auch f die Eigenschaft F.

Beweis von Lemma 5.3. Wir wollen den Satz von Lebesgue iiber monotone Kon-
vergenz anwenden. Ist f; < fo < --- 7 f aber f; > 0 nicht erfiillt, betrachte

man 0 < fi— i< fo—fi < - 7 f— f1. Ist dagegen f1 > fo > -+ \ f,
betrachte man stattdessen 0 < fi — fo < fi—fs3<--- S fi— f.

Gelte also ohne Einschrankung 0 < f; < fo < .-+ 7 f. Weil f; die Eigen-
schaft F erfiillt, gibt es eine u,-Nullmenge N, C R™ mit

fe(z,-) € LYR™) fiir alle z € R™\ .
Sei N = [Jpo; Ng. Dann ist p,,(N) = 0 und
fe(z,) € LY(R™) fiir alle z € R™\ .

Wenden wir nun den Satz von Lebesgue auf fi(z, -) fiir alle x € R"\ N an, erhalten
wir den Grenziibergang

hi(x) = [ frle,y)dum(y) / h(x) = | f(2,y) dpm(y).

R™ R™

Dabei ist die Funktion f(z,-) auf R™ messbar z-f.i., weil fiir alle y € R™ die
Konvergenz fi(z,y) / f(x,y) gilt. Nach der Voraussetzung (fy hat F) ist hy in

LY(R™) und
/ ) dan (1) = / Bl

Der Satz von Lebesgue angewandt auf hy  h liefert sowohl die Messbarkeit von
h als auch

| @) 2 [ b dina),

Derselbe Satz angewandt auf fp ' f in R™*™ impliziert nun

/ Fodtinim £ dftm.
R” xR™ R7 xR™
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Daraus folgt

o > / fd,U/ner :/ hd,un Déf./ (/ fd/vbm) d,un
R" xR™ n n m

Insbesondere ist
h(z) = [ flz,y)dpm(y)

Rm
fiir fast alle x € R™ endlich, also ist auch f(z,-) € L'(R™) fiir fast alle z, und es
gilt sogar h € L*(R™).

Die gleiche Vorgehensweise wie oben mit x und y vertauscht liefert nun, dass
f die Eigenschaft F besitzt. "

Lemma 5.4. Sei E C R"™™ eine Menge vom Typ Gs, d.h. E = (o, Gy mit
offenen Mengen Gy, und sei jin1m(G1) < 0o. Dann hat xg die Eigenschaft F.

Beweis von Lemma 5.4. Wir unterscheiden fiinf Félle.

1. Fall Fiir ein offenes, beschrianktes Rechteck £ = J; x J, ist der Beweis trivial.
Insbesondere lautet die Aussage (3) in dem Fall

fntm(J1 X J2) = pin(J1) pun(J2).

2. Fall Sei E eine beliebige Teilmenge (nicht nur vom Typ Gs) des Randes eines
Rechtecks J; x Js.
Bezeichnen wir fiir x € R™ mit E, die Schnittmenge

E,={yeR™: (z,y) € £},

ist hier £, C 0.J; fiir fast alle z € R (‘auBer fir x ¢ 0.J;) und somit p,,(E,) = 0.
Daraus folgt, dass yg(z,-) fiir fast alle x p,,-messbar ist und

/ Xe(x,y) duy,(y) =0  a-fast iiberall.

Folglich ist die Abbildung

r— [ xe(r,y)dum(y)

Rm

messbar, liegt in L'(R™) und

/n (/mXEd“m> dptn = 0.

AuBerdem ist pi,1.,(F) = 0, woraus die fi,,,-Messbarkeit von yg und die Iden-

titat
/ XE dftntm =0
R™xR™
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folgen. Dies liefert die Behauptung.

3. Fall Seien J; C R", J, C R™ offene und beschrinkte Rechtecke und sei
J1 x Jo C E C J; x Jy. Dann folgt die Aussage ,,xg hat die Eigenschaft F* mit
der Zerlegung xrp = Xjxp + XE\(JixJ) aus den ersten beiden Fillen und aus
Lemma 5.2.

4. Fall Sei £ C R™™ offen mit i, (E) < 0o. Dann 148t sich E als Vereinigung
von disjunkten, beschrénkten, ,halboffenen“ Rechtecken schreiben:

E=]JJ;, JcJcl.
j=1

Sei
k
Je = Z XJj -
j=1

Dann hat f; nach dem dritten Fall und Lemma 5.2 die Eigenschaft F. Da auf3er-
dem die Konvergenz f, " xg gilt, liefert Lemma 5.3, dass xg die Eigenschaft F
besitzt.

5. Fall Sei nun E eine Gg-Menge mit pi, 1, (G1) < oo. Dann gelte ohne Ein-
schrankung Gy D Gy D --- \, F (sonst nehme G1,Go N G1,G3 NG NGy, ...).
Nach dem vierten Fall hat ¢, die Eigenschaft F. Aus x¢, \, xz erhalten wir
mit Hilfe von Lemma 5.3 die Behauptung des Lemmas. n

Lemma 5.5. Ist pi,1m(N) = 0, so hat xn die Eigenschaft F. Insbesondere ist
N, fiir fast alle x € R™ eine Nullmenge des R™.

Beweis von Lemma 5.5. Nach dem Hauptsatz 2.8(2) gibt es eine Gs-Menge G,
N C G, mit

fin+m(G) = pnm(N) = 0.

Ohne Einschrinkung sei
G =[G
k=1

Gy offen, mit p,1,,(G1) < co. Dann ist wegen Lemma 5.4

/ ( / XG dum) dpn = / X dnim = 0.
" m R7xR™

Aus Lemma 4.1(8) und x¢ > 0 folgt

tm(Gy) = / xc(x, ) dp, =0 fiir fast alle x € R™.
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Also ist pu,(N,) = 0 fur fast alle z € R™ (da N, C G, ist). Das liefert, dass
xn~(x,-) fiir fast alle x € R™ p,,-messbar ist und

/ xn(x, ) dp, =0  a-fast tiberall

gilt. Schliellich erhalten wir, dass die Abbildung

[ xn(z, ) dpm
Rm

Jn-messbar ist und

/ ( / XN dum) dpn, =0 ( = / XN dun+m)
n m R? xR™

gilt. Daraus folgt die Behauptung. "

Lemma 5.6. Ist E C R™™ messbar mit pi,+m(E) < 00, so hat xg die Eigen-
schaft F.

Beweis von Lemma 5.6. Nach dem Hauptsatz 2.8(2) gibt es eine Gs-Menge G
(G'=N;2, Gy, Gj offen, mit pi,4,(G1) < 00) mit den Eigenschaften

ECG, pnim(G) = pnim(E) <00, ptnim(G\E) = 0.

Also ist N = G\FE eine Nullmenge. Aus Lemma 5.4, 5.5 und 5.2 folgt, dass
XE = Xa — xn die Eigenschaft F besitzt. .

Jetzt konnen wir die Aussagen des Satzes 5.1 beweisen. Sei f € L'(R"*™).
Wegen f = fT — f~, f£ € LY(R"™™), reicht es f > 0 zu betrachten. Dann gibt
es nach Satz 3.7 Treppenfunktionen f, mit 0 < f1 < fo < --- / f. Da f e L!
ist, ist auch f, € L', und in der Darstellung

Ny

Je = Z jk XEjp,

i=1

mit paarweise disjunkten Mengen Ej, ajr > 0, ist das MaB piy 0 (Ejr) < 00.

Nach Lemma 5.6 und 5.2 hat f; die Eigenschaft F und nach Lemma 5.3 gilt dies
auch fir f. m

Korollar 5.7 (Folgerung fiir messbare Funktionen). Sei f : R"*™ — R messbar.
Dann ist die Funktion

y— f(z,y), y eR™,
fiir fast alle x € R™ messbar.
Insbesondere ist fiir eine messbare Menge E C R™™™ die Schnittmenge

E,={yeR": (z,y) € £}

fiir fast alle x € R™ messbar.
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Beweis. Wir teilen den Beweis in zwel Teile auf.

1. Teil Sei f = xg, E € M, 4y, Schreiben wir E = ;- | By mit den beschrénk-
ten, messbaren Mengen

By =En{(z,y):[(z,y)] <k}, keN,

erhalten wir mit Hilfe von Lemma 5.6, dass die Schnittmenge (FE}), fir fast alle
x messbar ist. Also ist auch E, z-fast iiberall messbar.

2. Teil Sei f ji,4m-messbar. Dann ist fiir alle a € R die Menge E(a) = {f > a}
messbar in R™*. Wir wollen zeigen, dass es eine Nullmenge N € M,, gibt, so
dass die Menge

E(a). ={y: f(z,y) > a}

fiir alle @ € R und alle z € R™\ N messbar ist.

Zuerst schreiben wir Q in der Form Q = {a; € Q : k € N}. Dann gibt es nach
dem ersten Teil des Beweises fiir jedes k € N eine Nullmenge N, C R", so dass
E(ag), fur alle z € R™\ IV, messbar ist. Also ist E(ay), messbar fiir alle a und
alle z € R™\ U2, Ny

Wegen

E(a), = U E(ay,).

mit einer Teilfolge (ax,), ar, \, a, ist E(a), messbar fiir alle z € R™\ J,—; Ni
und alle a € R. O

Hauptsatz 5.7 (Satz von Fubini). Seien £ € M,,,,, und f : E — R messbar.
Dann gilt:

(1) Fiir fast alle x € R™ ist die Funktion y — f(x,y), y € E,, messbar auf E,.

(2) Ist f € LYE), so liegt fir fast alle x € R" die Funktion y — f(z,y),
y € B, in LN E,). Aupferdem ist die Funktion

xH/E‘f(x,y)dum(y)

beziiglich x integrierbar; im Fall E, = () sei fEx f(z,y) dpm(y) := 0. Ferner

alt
g /Efdun+m = /Rn ( . f(z,y) d,um(y)> dpin ().

Beweis. Die Aussage (1) folgt aus Korollar 5.7, wenn man f durch 0 zu einer
Funktion f auf R™™ fortsetzt.
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Fiir (2) sei f € L'(F). Dann ist auch f € L'(R"*™) und

/E S bt = /R . F bt = / ) ( - Tdum(y)) dpin ()

= / (/ fdum(y)) dyin(z),

da fiir fast alle z € R™ die Identitat

fdpm = | fxe dpm= [ fdum
Rm

R™ Ey

gilt. Insbesondere ist fiir fast alle z € R™ die Funktion y — f(z,9) = f(z,y)xz, (y)
integrierbar, d.h. f(z, ) € L'(E,). O

Bemerkung. Aus f € LY(F), E C R™™™ messbar, folgt also die Giiltigkeit des
Satzes von Fubini. Dagegen reicht es nicht aus, dass beide iterierten Integrale

/(/f<9”y>dy> deund /</f(:£,y)dx) dy

(alles im L'-Sinne) existieren und iibereinstimmen, wie das folgende Gegenbei-
spiel zeigt.

Sein =m = 1und I = [0,1]?. Wir betrachten die unten in der Skizze
dargestellte Aufteilung der Menge 1.

A
+

I3

I

I I

0 1
Weiter sei die Funktion f so definiert, dass auf I

;o 1/ pa(Iy) in Il U3
| =1/pe(ly) i PUTIE

gilt. Sonst sei f = 0 in I. Dann gilt fol flz,y)dy =0= fol f(z,y) dz fiir fast alle
x € [0,1] bzw. y € [0,1] und also auch

/01 (/Olf(x,y)dy> dxz/ol(/olf(x,y)dx) dy = 0.
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Jedoch ist f ¢ L'(I) und damit [, f dus nicht definiert, denn es gilt

/I|f|dﬂ2=2k:/lk|f|dm=zk:1:oo.

Dagegen gilt der Satz von Fubini immer, wenn f > 0 ist, wie der folgende Satz
besagt.

Hauptsatz 5.8 (Satz von Tonelli). Sei E C R"™™™ messbar und f eine nicht-
negative, messbare Funktion auf E. Dann ist die Funktion y — f(x,y), y € E,,
fiir fast alle v € R™ messbar, die Funktion x — fE;c f(z,y) dum(y) ist messbar
auf R™, und es gilt

[ s = [ ([ i) dno

(u.U. sind beide Seiten +00).

Beweis. Ohne Einschrinkung sei E = R™™™, Um die Aussage mit Hilfe des Sat-
zes von Lebesgue iiber monotone Konvergenz auf den Satz von Fubini zuriick-
zufithren, sei die Folge (fy) definiert durch

0 fir |(z,y)] > k

jﬂﬂwz{mmwjuyn fir |(2,)| < b

Dann folgt
0< fi<fo<--- /f firalle (z,y) € R™™  f € LYR"™)

und f; geniigt den Voraussetzungen des Satzes von Fubini.

Es gibt also eine gemeinsame (von k € N unabhéngige) Nullmenge N C R™,
so dass fi(x,y) fiir alle x € R"\N, k € N, in y messbar ist. Dank der punktweisen
Konvergenz von fj gegen f ist auch f(x,y) in y messbar fiir alle x € R™\ N. Nun
liefert die Anwendung des Satzes von Fubini auf f; die Messbarkeit der Abbildung

v Jr(@,y) dpm ().
Nach dem Satz von Lebesgue iiber monotone Konvergenz erhalten wir
- fr(z,y)dpm(y) - f(z,y)dpm(y) x — fast iiberall.
Folglich ist auch die Abbildung

v [ f(z,y) dpm(y)
Rm
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messbar. Endlich liefert die zweifache Anwendung desselben Satzes von Lebesgue
sowohl die Konvergenz

/n ( - Je(z,y) dum(y)> dpin(z) . ( - f(x,y) dum(y)) dpn ()

als auch den Grenziiberang

n \ Jrm Rn+m Rn+m

Daraus folgt nun die Behauptung. O

Beispiel. (1) Fiir das uncigentliche Riemann-Integral [;° 22 dz gilt

T
> sinx s
der = —.
0 x 2

Zum Beweis betrachten wir zuerst die Funktion f(x,y) = e *¥sinz auf

(0,R) x (0,R) =: I, R > 0. Wegen

R oo R .
| f| dpea Satz5.9 / | sin z| </ e " dy) do = / [sinz] dz < o0
Ir 0 0 0 x

ist f € L'(Ig). Wenden wir nun den Satz von Fubini auf f, Iz an, erhalten

wir
R R 0o
/ el I :/ sinx(/ e v dy) dx
o T 0 0
. o0 R
= / (/ sinze Y dx) dy
0 0

00 1 =R
- /0 T e "(—ysinz — cosx) L dy
< 1
= /0 Ty <e’Ry(—y sin R — cos R) + 1) dy.

Sei (R,,) eine monoton wachsende Folge in (1,00) mit R,, /* co. Dann gilt

1

T 2e’R"y(—y sin R,, — cos R,)) — 0 fiir n — oo und fiir alle y > 0
)

und

1
1492

(y+1)e v
1492

e ™Y(—ysin R, — cos R,)| < € L'(0,0).
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Nach dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz erhalten wir

< 1
/ (e_R"y(—y sin R, — cos R,,) + 1) dy
0

1492
R /OO<0+ L )d t T
—_— = arctan oo = —.
. 1+ 42/ 2

(2) Es gilt (im Sinne von L!'-Funktionen)
/°° 1-— 020535 do — /°° (sinx>2dx _T
0 x 0 x 2

Zuerst haben wir
Reinx 1 —cosz |k B1_cosx
de = ——| + — dx
- T T e - T

und

R -
/ sma:d$ - I fir R — 00,6 —0
e T 2

1 —cosxz |k

— 0 fiir R — oo, € — 0.

X €

Aus der Identitat 1—cosx = 1—cos (2%) = 2gin? (%) erhalten wir schliefSlich

0 oo T\ 2 00 :
/ 1—c205xdx:1/ (sn;§> dx:/ <Smy>2dy.
0 Z 2o 2 0 Y

Bemerkung. Der Satz von Fubini (Satz 5.8) gilt auch fiir Funktionen f : £ — C.
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§6 Die Substitutionsregel

Definition. (1) Seien U,V C R" offene Mengen. Eine Abbildung f : U — V
heifst C'-Diffeomorphismus, falls f € CY(U)™ bijektiv ist und die Umbkehr-
funktion f=*:V — U stetig differenzierbar ist.

(2) Pine Abbildung f : U C R™ — R™ heift lokal Lipschitz-stetig, wenn es zu
jedem x € U eine (offene) Umgebung U, von x gibt, so dass f auf U, N U
Lipschitz-stetig ist, d.h., es existiert ein L, > 0 mit

\f(W) = f)| < Loly — /| fiir alle y,y € U, NU.

Wir schreiben kurz f € ClH(U)™.

loc

Hauptsatz 6.1. Seien U,V C R" offen, ¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus
und f : V — R messbar. Genau dann ist f € L*(V), wenn f o ¢|det D@| in
LY(U) liegt. In diesem Fall gilt

/Vfdy:/Ufoqﬂdethde.

Dabei ist D¢ = (9;¢:);j=1 = Jy die Funktionaldeterminante von ¢. Formal gilt
also fiir y = ¢(x) die Identitit dy = |det Do(x)|dz.

6.1 Bilder messbarer Mengen

Lemma 6.2. Sei N € M, cine Lebesgue-Nullmenge und sei f € Cot(N)™ mit
m > n. Dann ist f(N) € M,, eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis. (Vergleiche mit Lemma 6.10 in Analysis II fiir Jordan-Nullmengen). Zu-
erst sei f global Lipschitz stetig auf N, d.h., es gibt ein L > 0 mit

|f(z) — fly)| < Lz —vy|, =z, yeN.

Nach Definition des Lebesgue-Mafles pu,, als dufleres Mafl gibt es zu jedem 0 <
e < L™ halboffene Rechtecke I?; und o.E. auch sogar offene Rechtecke R; mit
rationalen Kantenldngen, so dass

Nc|JR; D volu(Rj) <e/L™
j=1 j=1

Da alle Kantenldngen rational sind, diirfen wir sogar nach einer weiteren Zerle-
gung der Rechtecke annehmen, dass fiir jedes einzelne j € N die Menge R; ein
offener Wiirfel der Kantenlénge a; > 0 ist. Dann folgt aus der Lipschitzstetigkeit
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von f, dass f(N N R;) in einem m-dimensionalen Wiirfel R} der Kantenlinge
< Laj liegt und ein m-dimensionales Volumen

vol,,(R}) < (Laj)™ = L™vol, (R;)™™

hat. Somit erhalten wir
fINyclJfsvnry) c R,
j=1 j=1
und wegen /L™ < 1

> Vol (R)) < L™ voly (Ry)™™ < L™ " vol, (R;) < e.
j=1 J=1

j=1

Folglich ist p,,(f(IN)) < €. Da ¢ beliebig ist, ist die Behauptung s, (f(N)) =0
bewiesen.

Nun sei f € CIOO’g(N )™ und N € M,, eine Lebesgue-Nullmenge. Dann gibt es
zu jedem x € N eine offene Umgebung U, von z, so dass f|yny, Lipschitzstetig
ist. Die gewiinschte Behauptung p,,,(f(/N)) = 0 ist nun bewiesen, falls bereits
abzihlbar viele Mengen U, zum Uberdecken von N ausreichen; denn nach dem
bereits bewiesenen Teil ist f(NNU,) € M,, eine Nullmenge und eine abzéhlbare
Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine Nullmenge.

Zur Konstruktion dieser Teiliiberdeckung betrachten wir alle offenen Kugeln
vom Typ Bs(y) € R™ mit Radius 0 < 6 € Q und Mittelpunkt y € Q™; es gibt
héchstens abzéahlbar viele solche Kugeln. Offensichtlich kann man jede der obigen
Mengen U, als abzihlbare Vereinigung solcher Kugeln schreiben. Somit erhalten
wir abzéhlbar viele Kugeln B; = B, (y;), j € N, die bereits IV iiberdecken. W&hlt
man jetzt zu jedem j € N eine geeignete Menge U; = U, mit B; C U; aus, erhalt
man eine abzihlbare Uberdeckung {U;} von N als Teilauswahl der bisherigen
Uberdeckung {U,}. O

Lemma 6.3. Sei A € M,, und f € C(A)™ mit m > n. Dann gilt f(A) € M,,.

loc

Beweis. Sei zuerst A € M,, beschréankt. Nach dem Hauptsatz 2.8(3) gibt es eine
F,-Menge Cy = | } C;, C; abgeschlossen, mit

Co CA,  p(A\Co) =0, pa(Co) = pn(A).

Dann ist A = Cy U N mit einer Nullmenge N € M, und wir erhalten f(A) =
U, f(C;)Uf(N). Hier ist C; sogar kompakt und f € C°(C}), also ist f(C;) € My,
kompakt. Aus Lemma 6.2 folgt F'(N) € M,,, und damit f(A) € M,,.

Falls A € M,, unbeschrinkt ist, schreiben wir A = (J;—,(A N By) mit einer
Folge von Kugeln By (0) und erhalten mit f(A) = {J, f(AN By) und dem zuvor
bewiesenen Teil der Behauptung f(A) C M,,. ]
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Lemma 6.4. Sei U C R" offen, f € C*(U)™, m > n, und sei A C U messbar.
Dann gilt f(A) € M.

Beweis. Wegen f|4 € C’O’l(A)m liefert Lemma 6.3 die Behauptung. ]

loc

Satz 6.5 (Spezieller Transformationssatz). Sei T : R" — R" eine lineare
Abbildung und set A € M,,. Dann gilt

n(T(A)) = | det T 1o (A).

Beweis. Da T linear ist, gilt T € C'(R")” und T'(A) € M,, wegen Lemma 6.3.
Falls die Abbildung 7" nicht bijektiv ist (d.h. det T = 0), liegt T'(A) in einer
hochstens (n — 1)-dimensionalen Hyperebene des R™. Also ist in dem Fall

pn(T(A)) = 0 = | det T'| i (A).

Sei also T" bijektiv (det T" # 0). Dann sieht man leicht, dass 7(A) := p,(T'(A))
ein translationsinvariates Mafl auf M,, mit der Eigenschaft 0 < ((0,1]") < oo
ist (weil 7°((0, 1]™) beschrankt ist und innere Punkte enthélt). Aus Satz 2.9 folgt
v =v((0,1]")pt,, und wir erhalten die Identitét

pn(T(A)) = pn (T((0,1]")) pn(A).

Es bleibt also
pn(T((0,1]")) = | det T'|

zu zeigen. Da T linear mit detT" # 0 ist, gibt es endlich viele elementare Zeilen-
und Spaltentransformationen 7; mit

(Tmo-"OTl)OTO(Tm-‘rlo"'OTM):['

Also ist T ein Produkt von endlich vielen elementaren Zeilen- und Spaltentrans-
formationen, z.B. T'=Tj o... o T;. Wir zeigen, dass fiir jede elementare Trans-
formation 7} die Behauptung

NH(TJ’«O? 1]n>> = ‘ detT]"

gilt. Dann ist ndmlich nach obiger Argumention auch p,,(T;(A)) = | det Tj| p, (A)
fir A € M,,, was wiederum die gewiinschte Identitét fiir 7',

pn(T((0,1]")) = pin (T 0+ - 0 T, ((0, 1]"))
= |det T1| - | det Ty| 1, ((0,1]") = | det T,

liefert. Wir unterscheiden drei Falle:

(1) Sei T} eine Permutationsmatrix. Dann haben wir 7;((0,1]") = (0, 1]™ und
|det T3] = 1.
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(2) Sei T; = diag (o, 1,...,1) mit a # 0. Dann ist T;((0,1]") = (0, o] x (0, 1]~
bzw. T;((0,1]") = (—a, 0] x (0,1]" und es gilt

a(T3((0,1]%) = [a] = | det T) .

1

(3) Sei T; von der Form 1 , also Tje; = eq + ey, Tjeg = ey usw.

(Addition der ersten beiden Zeilenvektoren). Dann folgt aus einer geome-
trischen Anschauung und aus der Translationsinvarianz von p,

i(T((0,1]") = 1= a((0,1)") und  |det Ty| = 1.

6.2 Beweis der Substitutionsregel

Lemma 6.6. Seien U,V C R" offen und ¢ : U — V ein C’l—Diﬁeonlorphismus.
Dann gilt fiir jedes halboffene Rechteck R = (a,b] mit a,b € Q™ und R C U

in(6(R)) < /R |det Do d.

Beweis. Bezeichne | - | die Maximumsnorm auf R™.

Behauptung. Sei r > 0, xp € R". Fiir den Wiirfel Q = B, 2(¢) mit Q C U gilt
mit K = sup,cq |Do(z)| (hier steht | - | fiir die Operatornorm von D¢(x) auf
(R™,]-))
pn(9(Q)) < (K7)" = K"1n (Q). (%)
Beweis der Behauptung. Aus dem ,, Mittelwertsatz“ im R" (Integralabschétzung)
folgt
6(x) — d(0)| < Kl — 20| < Kg fiir alle z € Q.

Also ist ¢(Q) in Bk, /2(¢(x0)) enthalten, und (x) gilt. ]

Sei nun R = (a,b], a,b € Q", mit R C U gegeben, und seien ¢ > 0 und
M = max, g |D¢(x)"|. Da D¢ gleichmiBig stetig auf R ist, gibt es ein § > 0
mit

|Do(x) — Dop(y)| < fiir alle 7,y € R mit |z — y| < 0.

Weil a,b € Q" sind, kénnen wir R in N disjunkt_e halboffene Wiirfel R; mit
Kantenlénge kleiner als o zerlegen. Wéhlen wir in Ry, ein z;, mit

SR

| det Dé(xx)| = min | det Do(y)]
yERy
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und setzen wir T}, = D¢(x},), erhalten wir fiir alle y € Ry,
_ _ _ €
DT o(y)| = | T ' Do(y)| = [I+TH(Do(y)—De(xy))| < I+M o7 = 1+4e. (%)
Aus Satz 6.5, (x) und (*x) folgt

pn(O(Rr)) = pn(Te Ty ¢(Ri)) = | det Tyl (T " ¢(Ry)) < | det Tl (1+2)" i (Ri).

Mit Hilfe der Bijektivitdt von ¢ erkennt man ¢(R) als disjunkte Vereinigung der
Mengen ¢(Ry), 1 < k < N. Deshalb gilt

i (6(R)) = un( U ¢<Rk>) = i(6(Re)

N

N
< (14" |det Ty pn(R) < (1+2)"> [ |det Dg|dx
k=1

k=1 Y Itk
=(1+ 5)"/ | det Do¢| dz,
R

wobei sich die Abschitzung | det Ty, = | det Do (z)| < | det Do(y)| fiir alle y € Ry,
aus der Wahl des Punktes xj, ergibt. Der Grenziibergang ¢ — 0. liefert nun die
Behauptung. O]

Lemma 6.7. Seien U,V C R" offen und ¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus.
Dann gilt

tn(P(A)) = / |det Dp|dx  fiir alle A € M, v,
A
wobei M,y ={BNU:B e M,} ist.

Beweis. Wir teilen den Beweis in acht Schritte auf und zeigen in den ersten 4
Schritten fiir jede Menge A € M,, die Ungleichung

n(6(A)) < / |det Do do.

(1) Sei O € O C U offen und beschréinkt. Dann kann man die Menge O in der
Form O = |J, Ry mit disjunkten Rechtecken R; vom Typ (a,b], a,b € Q",
schreiben (siehe auch den Beweis von Satz 2.9, dyadische Wiirfel). Aus
Lemma 6.6 folgt

in(0(0)) = i (| J6(Fi)) = > pal6(R))

<> \dethﬁ\dx:/ | det Do| du,
v J R o)

wobei die letzte Gleichheit nach dem Satz von Lebesgue {iber monotone
Konvergenz gilt.
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(2)

Sei O C U offen. Dann gibt es offene Mengen Oy C O mit

0, CO,COpy C-+-, O= UOk’ Oy, beschrénkt.
k
Mit Hilfe von Proposition 1.2(4) folgt

. @
1 ($(0) = Jim a(6(00)) < Jim [ |det Dol do = [ |det Do da.

k—o0
wobei die letzte Gleichheit nach dem Satz iiber monotone Konvergenz gilt.

Sei A € M,y mit A C U beschréinkt. Dann gibt es nach Satz 2.8(2) eine
Gs-Menge E =, Ex C U mit E}, C Ej, C U offen, beschrinkt,

ACE, pu,(E\A) =0, pn(E)=pu,(A) < oo.

Da E; kompakt in U ist und ¢ € C*(U), liegt die Funktion |det D@| in
LY(E}). Somit liefert der Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz

pin(O(E)) < pon (o f 5)) 2/ ) \detD¢\dx’“—“>/E|detD¢!dx-

j=1 Nj=1 E;

Wegen A C E, pu,(E) = pn(A) folgt
i ((4)) < 0 E)) < [ det Doldr = [ |det Dol
E
Sei A € M,, iy beliebig und sei

Ay =ANBe(0)N{z € U : dist (x,U) > 1/k}, keN.

Dann folgt aus (3) wegen A, C U und mit Proposition 1.2(4)

pin(B(4)) = Jim g (6(Ap)) < lim /A | det Do do = /A | det Dg| dz.

Damit ist ,,<“in Lemma 6.7 bewiesen.

()

Sei f > 0 eine Treppenfunktion auf V' = ¢(U) in der kanonischen Form
f= Z?:o ajxa; mit A; € M,y paarweise disjunkt, u,(A;) < oo, a; > 0
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paarweise verschieden. Dann folgt mit (4), den paarweise disjunkten Men-
gen B; = ¢71(A;) € M,y und mit {o;} = f(4;) = f(#(B;)) die Unglei-
chung

/fdy = Zajﬂn ZO‘J#”
g;aj/Bj]dethdx
k
= fo¢|det Do|dx

:/fo¢|dethz§|dx.
U

(6) Sei U offen und beschrénkt und sei f : V — [0, 0o] messbar. Dann gibt es
nach Satz 3.7 eine Folge von Treppenfunktionen (fy), fr > 0 wie in (5),
mit fr " f punktweise auf V. Also definiert f; o ¢ > 0 eine Folge von
Treppenfunktionen auf U mit

frod /" fop punktweise auf U,

und fy o ¢ |det D@| ist messbar auf U. Aus dem Satz von Lebesgue iiber
monotone Konvergenz und aus (5) folgt

/fdy: lim/fkdyg lim/fko¢|detD¢|dx:/fogz5|dethb|dx.
Vv k—oo v k—oo U U

(7) Sei U eine beliebige offene Menge und sei f : U — [0, 00] messbar. Dann
gibt es zu U eine Folge offener beschrankter Mengen U, C U mit U, C
Uk+1 (G U= U;ozl U,.. Mit (6) fOlgt

/ fdy < fo¢|det Dg|dx.
#(Us) Uk

Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz erhalten wir aus

/ fdy = Jdy
&(Uyg) d(U)=V

fog|det Doldx = /fo¢|detD¢ydx
Uk

die Ungleichung
[ ray< [ fooldetnolas ()
1% U
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(8) Sei A € M,y beliebig. Wir vertauschen die Rollen von U, V' und wenden (7)
auf ¢! statt ¢. Dabei ersetzen wir f durch x4y 0 ¢ | det D¢| und erhalten

/|dethb|dx:/X¢(A)o¢|detD¢|dx
A U
< [ xaw 00097 |(det DY) 0 67| det Do dy
|4
= /VX¢(A) | det((Dgo ¢~ ) Do~ )| dy
Z/‘/X¢(A)\detD(¢O¢_l)|dy
—/qu(A) dy
14
= pn(0(A)).

]

Korollar 6.8. Seien U,V, ¢ wie in Hauptsatz 6.1. Dann gilt fiir jede messbare
Funktion f : U — [0, o0

/fdy:/foq§|dethb|dx.
v U
Beweis. Aus Lemma 6.4 folgt ¢_1(Mn,v) C M, . Wegen

{z:fod(z)>al=0"y: fy) >a}

impliziert die Messbarkeit von f die Messbarkeit von f o ¢. Folglich ist auch
f o ¢|det Dg| messbar. Wenden wir nun (x) aus dem Teil (7) ds Beweises von
Lemma 6.7 auf

f=(fop|det Dg|)o ¢t det Do~
mit V, ¢! statt U, ¢ an, erhalten wir

/Uf0¢|detp¢|dxg/vfdy.

Zusammen mit (%) folgt die Gleichheit. O

Beweis von Hauptsatz 6.1. Wir zerlegen f als f = f* — f~ und benutzen die Ei-
genschaft, dass f € L'(U) genau dann gilt, wenn | f| € L'(U) ist. Die Behauptung
des Satzes folgt nun aus Korollar 6.8. [
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Beispiel (Polarkoordinaten in R?). Sei

¢ :{(r,¢) € (0,00) x (0,2m)} = {(z,y) : y =0 =z < 0}
mit ¢(r, ) = (rcos g, rsing). Dann ist det D¢ = r-.
Sei nun X = {(r,¢) : 0 <r < ¢/2r} und Y = ¢(X).
AY
2m

X

»

1 T

Die Substitutionsregel und der Satz von Fubini liefern

) 2m p/2m 27r1 302 T
o (Y :/rdr,go :/ (/ rdr>d<,0:/ ———dp = —.
2 ¥ (r.¢) 0 0 o 24m? 3

Héufig taucht jedoch das Problem auf, dass ¢ auf OM, M C U, nicht mehr
invertierbar ist.

Korollar 6.9. Sei U C R" cine offene Menge, ¢ € CY(U)*, M C U messbar
und sei M\M°® (C OM) eine Nullmenge; hier bezeichne M® das Innere, also
die Menge alle innerern Punkte, von M. Ferner sei ¢|pe @ M° — ¢(M°) ein
C*-Diffeomorphismus.

(1) Fir f: M — [0, 00| messbar gilt

/ fdy:/fogb|dethz5|dx.
(M) M

(2) Genau dann gehort f : (M) — R zu L*(¢(M)), wenn f o ¢ |det Do| zu
LY (M) gehért. In diesem Fall gilt die Gleichung aus (1).

Beweis. Wegen p,(M\M°) = 0 folgt aus Lemma 6.2, dass ¢(M)\¢p(M°) C
¢(M\M°) eine Nullmenge ist. Dann liefert der Hauptsatz 6.1

/ fdy:/ fdy = foqﬁ\dethﬂdx:/ fo¢|det Do|dz.
(M) d(M°) Me M

Bemerkung. Die Substitutionsregel gilt auch fiir Funktionen f : U — C.
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g7 [LP-Riaume

Definition. Sei £ € M,, und 1 < p < oc.

(1) Dann definiert man den Funktionenraum
ILP(E) = {f : E — R (oder C) messbar : / |fIP dp < oo}
E
sowie die ,Seminorm “
1/p ~
1 =1 = ([ Asrau) ™ g atie € £2()
E

(2) Da ||f|l, =0 genau dann, wenn f =0 fi. in E ist, definiert man zu einer

Funktion f € LP(E) die Aquivalenzklasse

[f]=4{f+9g:9=0 fast iiberall in E}

aller Funktionen in LP(E), die fii. mit f dbereinstimmen. Damit erhilt
man den Raum

LM(E) ={[f]: f € L"(E)}

von Aquivalenzklassen und die ,,LP-Norm “

LAl = 11l

(3) Der Einfachheit halber schreiben wir kurz

1/p
LP(E) = {f : E— R(C) messbar: ||f], := (/E|f|pd,u) < oo},

bedenken aber, dass die Elemente von LP(E) streng genommen keine Funk-
tionen, sondern Aquivalenzklassen sind. Jedes f € LP(E) ist als ,,Funktion“
nur fast tiberall eindeutig definiert.

Achtung. Es macht keinen Sinn, von einzelnen Funktionenswerten f(x), z € E,
zu sprechen! Die bisherige Menge L'(E) aus §4 — §5 wird jetzt auch im obigen
Sinne verstanden.

Definition. Im Fall p = oo heifst eine messbare Funktion f : E — R (oder C)
wesentlich beschréankt (essentially bounded), falls das essentielle Supremum

esssup |f| :=inf{a > 0: u({|f] > a}) =0} <
E

ist. Dann 1st

L®(E) ={f:E — R(oder C) messbar: || f|lco,c = || f|loo = esssup|f| < co}.
E

Dabei ist f wieder streng genommen als Aquivalenzklasse [f] zu verstehen.
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Bemerkung. Sei f eine messbare Funktion auf £ und M = esssupy | f].

(1) Ist M < oo, soist u({|f| > M + 1/k}) = 0 fur alle £ € N. Es gilt also
p({f] > M}) =limg—oo p({|f| > M +1/k}) = 0 und wir erhalten |f| < M
f.i.. Andererseits, falls M > 0 ist, gilt p({|f] > M — 1/k}) > 0 fiir alle
k € N. Durch diese beiden Bedingungen ist M = || f||o charakterisiert.

(2) Esist M = oo genau dann, wenn p({|f| > a}) > 0 fiir alle o > 0 ist.
Satz 7.1. Ist 0 < u(E) < oo, gilt fir alle messbaren Funktionen f: E — C

[flloe = lim [|f][,.
P—00

Beweis. Sei M = ||f|lo > 0; der Fall M = 0 ist trivial Ist M’ < M, dann gilt
wu(A) > 0 fur die Menge A = {z € E: |f| > M'}, und wir erhalten

1/p
anpz( / Iflpdu) > Mp(A) S

Daraus folgt liminf, . || f]|, > M’ und damit auch liminf, . |/ f||, > M. Au-
Berdem haben wir

1/p 1/p
i = ( [iran) "< ([ aman) "= ameye ==

woraus limsup,,_,, || f|l, < M folgt; diese Ungleichung gilt offensichtlich auch im
Fall M = oco. Zusammenfassend erhalten wir die Behauptung. O]

Lemma 7.2 (Young’sche Ungleichung). Fir a,b > 0 und zueinander konju-
gierte Exponenten p,q € (1,00), d.h. é + é =1, gilt

a? b
ab < — + —.
p q

Beweis. Aus der Konvexitéit der e-Funktion folgt
1 1 Poobe
ab = (a?)YP(b")Y1 = exp (—lnap + —lan> <Z 42
p q p q
[
Satz 7.3 (Holder-Ungleichung). Seien p,q € [1,00] zueinander konjugierte

Ezponenten (im Fall p = 1 folgt ¢ = oo und umgekehrt) und seien f € LP(E),
g € LYE). Dann ist f - g € L'(E) und

1F - glls < [1£ 1l llgllo-

Insbesondere gilt im Fall p = q = 2 die sogenannte (Bunjakowski-) Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

1S - gl < LF N2 [lgll2-
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Beweis. Der Fall p = 1, ¢ = oo ist trivial. Sei also p,q € (1,00). Ist sogar
I fll, = llgllq = 1, folgt aus der Young—Unglelchung

[ 17 gldn= /m lgldu</ (M bt

1 1
=||flIE+=|gllt==+=-=1=|f gllg < 00.
pll [ qll K pl £l lgllq

Daraus folgt sowohl f - g € L'(FE) als auch die gewiinschte Ungleichung.
Im allgemeinen Fall sei ||f||, # 0 # ||gll, (sonst ist z.B. f = 0 und die
Behauptung trivial). Die Anwendung des ersten Falls auf

o j= 9
[1£1’ 191l

liefert nun die Behauptung des Satzes. [

f=

Korollar 7.4. Sei eine Menge E C R™ mit u(E) < oo gegeben. Dann gilt fiir
alle 1 <p<r<oo
L"(E) C LP(E).

Beweis. Sei f € L"(E) und r < oo. Mit Hilfe der Holder-Ungleichung und £ +
£ =1 erhalten wir

p/r (r—p)/r
Pdy = P.1d "d d = [ £II? u(E) P/,
[uran= [ ws(/Em u) (/El u) T

Also ist f € LP(E) mit || f|l, < [|f|l-u(E)YP~Y/". Das ist fiir r = oo trivial. O

Bemerkung. Korollar 7.4 ist falsch, falls u(E) = oo ist. Es gilt fir alle 1 <p <
r < 00
LME)d L'(E) 4 LP(E) .
———
falls u(E)=o00
Satz 7.5 (Ungleichung von Minkowski). Sei 1 < p < oo und f,g € LP(E).
Dann ist [+ g € LP(E) und

17+ glle < 171+ llgllp-

Beweis. Die Félle p =1 und p = oo sind trivial. Sei 1 < p < oo und p' = p%l der
konjugierte Exponent. Zuerst folgt aus der Ungleichung

|f + 9" < 2max|f], |g)” < 2°(If P + |g/"),
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dass f+gin LP(F) liegt. AuBerdem erhalten wir mit Hilfe der Holder-Ungleichung
fiir ]19 + z% =1 (dabei ist (p — 1)p’ = p) die Abschétzung

Hf+gH£—/ !f+g\pdu—/ F 4P + gl du
E E
< / gl A / 1+ gl gl du
F F

, 1/p 1/p
< ( [ 17 glor du) ( / Iflpdu)
FE FE
) 1/p 1/p
T < / 1+ gl du> ( / \g\”du>
E E

= £+ gl (Ul + llglln)
= IIf +glp " (IF 1l + glly)-

Da || f + g|l, < oo ist, folgt aus der obigen Ungleichung, falls ||f + g|| # 0, die
Behauptung. O

Korollar 7.6. Fiir jedes 1 < p < oo ist LP(E) ein normierter Vektorraum.

Beweis. Seien f,g € LP(E). Dann ist af € LP(E) fur alle « € R (C) und nach
Satz 7.5 auch f + g € LP(E). Also ist LP(E) ein Vektorraum.

AuBerdem gilt || f||, = 0 genau dann, wenn f = 0 im Sinne f = 0 f.ii.. Es gilt
lafll, = |al||fl|, fiir alle @ € R (C), und die Dreiecksungleichung ||f + ¢, <
I fll, + llgll, ist nach Satz 7.5 erfiillt. Also ist LP(E) ein normierter Vektorraum.

[
Definition. Ein normierter Vektorraum (X,|| - ||) heifst Banachraum, falls X
beziglich || - || vollstindig ist, d.h., jede Cauchy-Folge (xy) C X besitzt einen

Grenzwert in X.

Hauptsatz 7.7 (Satz von Fischer-Riesz). Fiir jedes 1 < p < oo ist LP(FE) ein
Banachraum.

Genauer gilt (nach H. Weyl): Sei (fi) C LP(E) eine Cauchy-Folge. Dann gibt
es genau ein f € LP(E), so dass

fx koo, [ beziiglich der LP-Norm.
Weiterhin gibt es eine Teilfolge (fy;) von (fx), so dass
Ir; EimiaN f punktweise f. i. in E.

Schliefslich gibt es ein h € LP(E) mit

\fe,| < h  fiir alle j € N punktweise f. . in E.
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Beweis. Sei zuerst 1 < p < oo und sei (fy) C LP(E) eine Cauchy-Folge. Dann
gibt es eine Teilfolge (fi;) C (fr), k1 < ky < k3 <--- / oo mit

1 :
||fkj+1_fkj’|p<§7 J=12,....

Definieren wir

gN—Z\fkm Syl Q—Z\fml — Ji,l,

erhalten wir zuerst die Abschéitzung

N
lgnlly < D ke = fisllp < Z 5 1 firalle N eN
j=1

und danach mit Hilfe des Lemmas von Fatou die Ungleichung
/ lglP dp = / liminf [gn [P dp < liminf/ lgn|P dp < 1.
E E N—oo N—oo E

Also ist g € LP(E) und folglich |g| < oo fast iiberall in F, d.h., 3772 | fa;, — fi,]
ist fiir fast alle © € E eine konvergente Reihe!
Sei nun

f( _fk1 +Z fk]+1 ( ))7
falls obige Reihe konvergiert (f.ii.), sonst sei f(z) := 0. Es gilt also

frn () N, f(x) fast iiberall in E.

Auflerdem ist fast iiberall die Abschéitzung

|ka+1 (aj)‘ < |fk1 (x)’ + Z ’fk'j+l (.CE) - fk'j ('I)l < ’fkl(x” + ]g(a:)\ = h(%‘) € Lp(E)

erfiillt.

Es bleibt zu zeigen, dass fr gegen f in der LP-Norm konvergiert und somit
auch f in LP(E) liegt. Da (fy) eine LP-Cauchy-Folge ist, gibt es zu € > 0 ein N,
so dass

| fr = fllp < e fiir alle n,m > N.

Dann gilt fiir m > N nach dem Lemma von Fatou

/ [f = Sl dp = / liminf | f, — fl? dpe < liminf || fi, — finll? < 7.
E E J/7® j—o0
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Also ist f — f, € LP(E). Daraus folgt f € LP(F) und f,, , f,m— oo.

Sei nun p = oo. Sei (fx) C L>®°(E) eine Cauchy-Folge von Funktionen (Re-
préasentanten von [fx]). Seien

Ny ={z € E:[fe(x)] > [[fello}
Nim = {x € E 2 [fe(x) = ()] > [[f& = fmlloc}-

Dann ist die Menge N = J,, Ni, UUk’m Ni, eine Nullmenge, und ( fi|g\n) ist eine
Cauchy-Folge beziiglich der (iiblichen) sup-Norm. Dann gibt es eine messbare
Funktion f auf F\N mit

felpny — [ gleichmiBig in E\N.

Daraus folgt

Me . Jf inE\N
f’“_>f_{0 m N

Die speziellen Aussagen von H. Weyl gelten hier sogar fiir die ganze Folge (fy). O

Bemerkung. In Satz 7.7 gilt i.Allg. nicht f, — f f.ii. oder |fx| < h fii. mit
h e LP.

Beispiel. Sei £ = (0,1) und p = 1. AuBlerdem seien

fi=vV2x01/2, fo=V2Xx0121)
fs= \/ZX(0,1/4)7 N \/ZLX(3/4,1)

forno1 = \/2_")((0,1/2”), ooy fontig = \/2_"X(171/2n,1)-
Wegen [, [forn_1|dp = \/%7 usw. folgt
fe — 0 in LY(E).
Dagegen gilt

limsup |fx| = 0o fast iiberall in E.
k—oo

Eine Teilfolge im Sinne des Satzes 7.7 wére zum Beispiel (for_1)nen-

Definition. (1) Sei E C R" und f: E — R (C) eine Funktion. Dann heifst

supp [ = {z € E': f(x) # 0}

der Tréger (support) von f.
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(2) Sei (X, -||) ein normierter Raum. Eine Teilmenge Y C X heifst dicht in
X, falls es zu jedem x € X unde >0 einy € Y mit ||y — z|| < ¢ gibt.

(3) (X, || -|]) heifst separabel, falls X eine abzihlbare, dichte Teilmenge besitzt.

Hauptsatz 7.8. Sei 2 C R" eine offene Menge und sei 1 < p < oo. Dann sind
die Mengen ( Vektorrdume)

S ={s:Q— R: s ist (messbare) Treppenfunktion mit supps C Q0 kompakt}

und sogar

CA(Q) = {u € C°Q) : suppu C Q ist kompakt}

dicht in LP(S2).
Auferdem ist LP(2), 1 < p < 00, separabel.

Bemerkung. In §8 wird sogar gezeigt, dass der Funktionenraum
CP(Q) ={ue C®(Q) : suppu C Q ist kompakt}
dicht in LP(2), 1 < p < o0, liegt.
Beweis von Satz 7.8. Den Beweis teilen wir in vier Behauptungen auf.
Behauptung 1. Zu f € LP(Q) und ¢ > 0 gibt es ein f1 € LP(Q)) mit kompaktem

Trager supp fi C Q und || f — fill, < € (genauer gesagt gibt es ein [f1] € LP(2)
und einen Vertreter fi € [f1] mit den genannten Figenschaften).

Beweis von Beh. 1. Sei
1
E, = {x € Q: ||z|| <k und dist (x,0) > E}

Dann ist £, C Q kompakt und Ej, C Ejy1 C --- /" Q. Definieren wir g, := f xg,,
erhalten wir supp gr C Fk,

ge — f und |gr — fIP < |fIP € L'(2) punktweise f.ii. in Q.

Der Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz liefert dann

k—o0
||gk—f||§=/|gk—f|pdu == 0.
Q

Behauptung 2. Zu obigem fy gibt es ein s € S mit || f1 — s, < e.

Beweis von Beh. 2. Es reicht f; > 0 zu betrachten. Nach Satz 3.7 existieren
messbare Treppenfunktionen s, mit 0 < s; < 59 < --- 7 f1. Also ist supp sy C
supp f1 C 2 kompakt. Daraus folgt s, € S,

sk — filP — 0 fast iiberall, [s, — fil? < |fi]” € LN(Q).
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Der Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz liefert wieder die Konver-
genz s — f1 in LP(Q). u

Aus Behauptungen 1. und 2. erhalten wir nun, dass

1f = sillp < IF = fullp + [1fr = sillp < 2¢

fiir k gentigend gro8 gilt. Also liegt S C L?(€2) dicht.

Zum Beweis der Dichtheit von C§(2) in LP(Q), reicht es deshalb aus, statt
f € LP() eine charakteristische Funktion xz, £ € M,,, mit E C Q kompakt zu
betrachten.

Behauptung 3. Sei E € M,,, E C Q kompakt. Dann gibt es zu jedem € > 0
ein g € C(Q) mit ||g — xell, < &

Beweis von Beh. 3. Zu E gibt es nach Hauptsazt 2.8(3) eine abgeschlossene Menge
F C E (also ist F' kompakt) mit u(E\F') < eP. Daraus folgt

1/p
s — xrlly = ( / 1) — W(E\F)? < <.
E\F

Sei nun d : Q — R definiert durch d(z) = dist (x, ). Dann hat d die Eigenschaf-
ten
d e C™(Q) (Lipschitzstetigkeit), d >0,

und aus der Kompaktheit von F' folgt
diz) =0z € F
Definieren wir g : £2 — R durch
gk = (1 — kd),

erhalten wir die Eigenschaften

1
g €C(Q), 0<gp <1, ge=1lauf F, gy(x) =0 fiir d(x) >

also ist gr € CJ(Q) fiir £ € N gro. AuBerdem gilt
gr — Xr punktweise in  und |gx| < Xuy(F) € Ll(Q),

wobei Uy (F) = {z € R" : dist(x, F') < 1} ist Der Satz von Lebesgue liefert
jetzt gy — xr in LP(Q2). Also gibt es ein k € N mit ||gx — xrl||, < € und folglich
lge = Xzl < 2e. .

Damit haben wir gezeigt, dass der Raum C{(Q) dicht in LP(Q) liegt. Es bleibt
nun die folgende Behauptung zu zeigen:
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Behauptung 4. Der Raum LP(Q) ist separabel fir 1 < p < oc.
Beweis von Beh. 4. Seit M, (Q) ={E e M, : E CQ, u(EF) < oco}. Es ist bereits

bewiesen, dass die Menge

N
S = {s = ZakXEk B e M (Q),a, R, N € N}
k=1

dicht in LP(2) liegt. Da Q in R dicht liegt, ist auch die Menge

N
Sy = {s = ZakXEk B e ML(Q),a, €Q, N € N}

k=1

dicht in LP(2). Da es zu jedem Ej nach Satz7 2.8 eine offene Menge U, C € mit

wUe\Er) <’ (= |Ixu, — XBllp <€)

gibt, folgt sogar, dass die Menge

N
Sy = {s = Zak‘XUk : U, € M,(Q) offen, a, € Q, N € N}

k=1

dicht in LP(£2) ist.
Nun gilt:

Es gibt eine abzdhlbare Teilmenge V C M/ (2) mit der Eigenschaft:
Zu jedem offenen U € M/ (2) und ¢ > 0 gibt es ein V € V mit (*)
VaU, wlU\V)<e (= lxv—xvly<e)
Daraus folgt, dass
N
S4I{SIZGkXVkIVkEV,ake@,NGN}
k=1

eine abzihlbare, dichte Teilmenge von LP(€2) ist.
Es bleibt nun die Existenz der Menge V mit der oben genannten Figenschaft
(%) zu zeigen. Seien

V' :{V ist halboffenes dyadisches Interval in Q, d.h.,

- . k
4 :jl:[l(“j’bj] C Q mit a;,b; € {E;k €z, ¢ NO}}
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und
V = {V ist Vereinigung von endlich vielen paarweise disjunkten V; € V'}.

Bekanntlich gibt es zu jedem offenen U € M/, (€2) eine Folge (V;) C Vmit V; / U.
Also gilt 4(U\V;) — 0. Da V' und folglich V abzéhlbar sind, folgt die gewiinschte
Aussage. u

[l

Bemerkung. Fiir p = oo ist C3(2) nicht dicht in L°°(S2), und L>(Q) ist nicht
separabel (fiir Q = (0,1) betrachte f; = x(04 € L>(R2), t € (0,1)).

Korollar 7.9 (Satz von der Stetigkeit im LP-Mittel). Sei 1 < p < oo und sei
f € LP(R™). Dann konvergieren die Translate f. € LP(R™), T € R"™, definiert
durch f-(z) = f(x + T), in der LP-Norm gegen f fir |T| — O:

||fr—f||§: |f(x+7)— f(x)Pde — 0 fiir |7| — 0.

R'Il

Beweis. Nach der Substitutionsregel (Satz 6.1) gilt f. € LP(R™) und
I f=ll, = If]l, fiir alle 7 € R™.
Sei nun € > 0 gegeben und g € C§(R™) gewihlt mit || f — g, < 5. Dann gilt
1f = Fellp < 1 = gllp + 1lg = g2 llp + [lg- — f=ll»
<2lf —glly + g 0ell < =+ llg — g1l
Da g € CJ(R") ist, gibt es ein Kompaktum K C R™ mit
suppg C K, suppg, C K fiir alle 7 € R" mit |7| < 1.

Wegen der Stetigkeit von g gibt es auch ein § > 0, so dass

e/3

fir alle z € K, |7| < 9,
PP

lg9(x) —g(z +7)| <
gilt. Daraus folgt
NP
lo =g = [ lo=gPan<(5) Irl <o

Zusammenfassend erhalten wir || f — f;||, < e fiir |7] < 0. O
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§8 Faltungsintegrale

Fiir Funktionen f, g : R"™ — R (C) definieren wir das Faltungsintegral

frglx)= . fx—y)g(y) dpaly), = eR™

Frage: Unter welchen Voraussetzungen an f, g und fiir welche x € R" existiert
dieses Integral?

Seien f, g messbar beziiglich p,,. Dann sind auch die Funktionen (x,y) — f(z)
und (z,y) — g(y) auf R?" beziiglich ps, messbar. Deshalb ist auch die Funktion

(z,y) = F(x,y) = f(2)g9(y)

fion-messbar. Mit dem C*-Diffeomorphismus

¢ :R™ - R™  ¢z,y) = (z—y,y)

folgt nun mit einem einfachen Argument wie im Beweis von Korollar 6.8, dass

(z,y) = F(o(z,y)) = f(x —y)g(y)

Jhon-messbar ist.

Folgerung. Seien f,g € L*(R"). Dann existiert das Integral
frg@)=| flz—y)gly)dy
Rn

fiir fast alle x € R", es definiert eine L'(R™)-Funktion und es gilt

1+ glle < [[f11llglls-

Beweis. Wegen f,g € L'(R") sind auch |f|,|g| € L'(R™), und nach dem Satz
von Tonelli (Satz 5.9) und Korollar 6.8 erhalten wir

L s+ laba) ™= [ e =yl ate.s)

R xR™
Kor.6.8 / @l de,v)

Satz 5.9
= A |f(z)] d . lg()dy = [ fllllgll < oe.

Daraus folgt, dass (|f| *|g|)(z) fir fast alle z € R" existiert. Wegen

9@l =| [ s natna

< . |f(x = y)llg(y)dy < (If]* |g])(x)

existiert auch f * g(z) fiir fast alle x € R, es gilt f* g € L'(R") und
1 gl < [[fllallglls-
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Satz 8.1. Sei f € L'(R") und sei g € LP(R") fiir ein 1 < p < co. Dann existiert
fiir fast alle x € R™ das Faltungsintegral

frg@)= [ flz—y)gly)dy,
R”
es ist fxg € LP(R™) und es gilt

1+ gllp < [[fllxllgllp

Beweis. Sei p < oo und sei zuerst f > 0, g > 0, so dass der Satz von Tonelli
anwendbar ist. Mit der Holder-Ungleichung (beachte 1 — % = ’%1 = I%) ist fiir
fast alle x € R

| fe=yg(y)dy = Wf@—yf””ﬂm—w”%wﬁw
(»-1)/p 1/p
<([te-na) ([ s notra)

1/p
SHHWAW( Wf@—yw@VmQ -

Daraus erhalten wir mit Hilfe des Satzes von Tonelli die Abschéatzung

P 1
/ dr< 1 [

=1 [ ([ = watras)ay

1 [ otr ([ fa-nas)ay

=715 gl < oo

flz—y)g(y)dy

Rn

([ = oty ay) as

Also ist f * g(z) < oo fast iiberall, f * g € LP(R™), und es gilt

1F# gllp < £l llgllp-

Im allgemeinen Fall zeigt die obige Abschétzung, dass

|1 % 1gl(x) < oo fast tiberall, | f]x[g] € L*(R™), [|[[f]*glll, < [[fll1llgll,

gilt. Daraus folgen die gewiinschten Eigenschaften

|f = g(@)] < |f]*[gl(x) <oofit, fxgeLPR"), |f*gllp <[ fll1llgllp-

Der Fall p = oo ist trivial; in diesem Fall existiert f * g(z) fir alle x € R". O
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Satz 8.2. Seien f,g,h € L'(R"). Das Faltungsprodukt * auf L*(R™) hat die
folgenden Eigenschaften:

(i) f*g=gx[f (Kommutativitit),
(i) (fxg)xh=fx(g=*h) (Assoziativitit),
(iif) [1f* gl < A llgll-

Ferner gelten die Distributivgesetze
(iv) fx(g+h)=fxg+[fxh,

(v) (af)*g=a(f*g) fir alle a e C.

Damit ist der Vektorraum (L'(R"),+,-) mit dem Faltungsprodukt * eine soge-
nannte kommutative, assoziative Banachalgebra (L'(R™), +, -, *) diber R (C).

Bemerkung. Die Aussage (i) gilt auch fiir f € L'(R") und g € LP(R") und die
Aussage (iii) gilt auch, falls eine der Funktionen in LP(R™) liegt.

Beweis von Satz 8.2. Der Beweis von (iv) und (v) ist trivial, die Aussage (iii) ist
Teil von Satz 8.1. Wir zeigen die Aussagen (i) und (ii).

(i) Die Integrale [g, f(z—y)g(y)dy und [g,. f(y)g(z—y) dy existieren fiir fast
alle z € R™ und die Integranden sind bzgl. y L'-Funktionen. Dann folgt mit der
Substitution ¢y’ = = — y, dass die Integrale (fiir fast alle z € R™) iibereinstimmen.

(ii) Eine formale Rechnung und die Substitution (y, z) — (y,u) = (y,y + 2)
liefern

n

[ ([ 1= v-290: )t ay

= f(x —y —2)g(2)h(y) duan(y, 2)

R2n

U*m*h@»=/<f*m@—ymwwm

= |, J@ =gl = y)h(y) dyiaa(y, )

= [ s [ stu-imway)au

Rn

= | S =)o mw) du

— [ (g*h)(a).

Fir f,g,h > 0 ist dieser Beweis nach dem Satz von Tonelli korrekt. Nach dem
Satz von Fubini sind in obiger Rechnung dann auch beliebige f,g,h € L'(R")
erlaubt, da fiir fast alle x die Abbildung

(y.2) = flx—y—2)g(2)h(y) in L'(R)
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liegt. [

Satz 8.3. Sei 1 < p < oo, f € LP(R") und p € C°(R™). Dann besitzt f = p die
FEigenschaften:

(1) Esist fxpe C®R™), und es gilt D*(f xp) = f* (D%p) fiir die Ableitung
D = 86'% der Ordnung o] = a; + ... + ay,.

(2) Ist sogar f € C™(R™) und D*f € LP(R™) fir alle Multiindices o € N mit
la| < m, so gilt auch

D(fxp) = (D*f)xp, |af <m.
(3) Ist K :=supp f (kompakt), so liegt supp (f * p) in der (kompakten) Menge
K+suppp={z+y:z€ K,y € suppp}.

Beweis. Sei K' := supp p. Dann ist die Menge K’ kompakt. Da fiir alle x € R”
die Ungleichung

| pla)] =

f@—yM@N4§ Fa— My = [ |fldp, < x
K’ K’ —K'

gilt, ist die Faltung f * p(x) punktweise fiir alle z € R"™ definiert. Das letzte
Integral ist nach der Hoélder-Ungleichung endlich, da f € LP(R") und = — K’
kompakt ist.

(3) Sei supp f C K (kompakt) und z ¢ K + K’. Dann ist (z — K') N K = 0.
Also ist f * p(z) = 0 und die Aussage (3) folgt.

(1) Fir h#0, |h| < 1,i=1,...,nund x € R™ ist

L7 % ol -+ he) — = pla (/ F() (ol + hes — ) — plz — ) dy,

wobei nur iiber die kompakte Menge K, = = — U;(K') integriert wird. Fiir p €
C3°(R™) gilt nach dem Mittelwertsatz mit 0 < 6 < 1

‘E(p(x + he; —y) — p(x — y))‘ = [0;p(x 4+ Ohe; —y)| < M fiir alle h,y

und

%(p(x +hei —y) — plz — 1)) =% dip(a — y).

Wenden wir nun den Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz auf den
Integranden f(y) 1 (p(z + he; — y) — p(x — y)) mit der L'-Schranke M fxy, an,
erhalten wir

L(f ol 4 he) = £ % pla) 1% £+ Dipl).

Daraus folgt die Aussage (1) fiir || = 1. Fiir hohere Ableitungen gehen wir per
Induktion vor.
(2) Der Beweis kann mit Hilfe partieller Integration durchgefithrt werden. [
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Definition. Sei 0 < p € C§°(R™) mit [, p(x)dz = 1, ein sog. Friedrichs’scher
Gléattungskern, gegeben. Ferner sei fiir € > 0

pe() = ginp@)

so dass also auch fRn pe(x)dx = 1 fir alle ¢ > 0 gilt. Dann definiert man fir
feLP(R"), 1<p< oo, die Friedrichs’sche Glittung

ft’:‘:f*p&‘? e >0.

Satz 8.4. Sei p ein Friedrichs’scher Glattungskern und f € LP(R"), 1 < p < oo.
Dann gilt
lfe = fll, — 0 fiir e — 0.

Beweis. Wegen [p, p-(y)dy = 1ist f(z) = [g. f( y) dy fiir alle e > 0. Dann
gilt nach der Holder-Ungleichung

) = 1@l =| [ (o -—<>m4wd4
| @ =) = f(@)lpe(v) Po-)'" dy

1/p
§<IWU@—W%—ﬂ@Vm@ﬁm> o

x-fast iiberall. Mit Hilfe des Satzes von Tonelli erhalten wir

[\ - s@pass [ ([ 1= - f@pnay) a

= [ o( [ 1100~ ropar)ay

:/’&@ny—ﬂﬁ@,
Rn

wobei eigentlich nur iiber die Menge {y : £ € supp p} = esupp p integriert werden
muss. Also gibt es ein M > 0, so dass

e—0
I — I < wpna—fm/‘&wﬁmz swp |If,— flE =% 0
llyl|<eM R llyl|<eM
(nach Korollar 7.9) gilt. O

Bemerkung. Aufgrund der Approximationseigenschaft von Satz 8.4 heifit die
Familie der Glattungskerne (p.).~o eine Approzimation der Identitdt:

pex f— f=id(f), £—0.
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Korollar 8.5. Die Banachalgebra (L*(R"), +, %) besitzt kein Eins-Element, d.h.,
es gibt kein Element e € L'(R™) mit e x f = f fiir alle f € L'(R").
Beweis. Sei e € L'(R™) ein Eins-Element. Dann gilt nach Satz 8.4

e—0

p. = €% p. — e in L'(R™).
Fiir eine Nullfolge (gi) liefert der Satz von Fischer-Riesz die Konvergenz
pe, — € punktweise fast {iberall in R".

Jedoch gilt auch
p. — 0 fiir alle 0 # x € R".

Daraus folgt e = 0, was den Widerspruch liefert. O
Korollar 8.6. Sei 1 < p < oco. Fir Q2 C R™ offen ist C3°(Q) dicht in LP(2).

Beweis. Sei f € LP(Q) und § > 0. Nach Satz 7.8 gibt es ein f € LP() mit

kompaktem Triiger supp f C €, so dass ||f — f|p.o < 0 gilt. Setzt man f, f durch
Null auf R™ fort, so ist

1f = Fllpzn < 0.
Auflerdem gibt es nach Satz 8.3 und 8.4 ein € > 0, so dass

If = fellpre <8, f € CP(R") NCE(9),

gilt. Daraus folgt auch || f — faHp,Rn <20 und || f — f5||pyg < 20. ]



