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85 Mehrfachintegration

Satz 5.1 (1. Version des Satzes von Fubini). Seien I; C R" und I, C R™
abgeschlossene (nicht notwending beschrinkte) Rechtecke und sei f € L'(I; x I)
(bzgl. des Lebesgue-Mafes pinm auf R"™).

(1) Dann ist fir fast alle x € I (pp-f.1i.) die Funktion

ny(xay% ye]?;

messbar und integrierbar bzgl. i, auf I,. Auferdem ist die fast diberall in
I, definierte Funktion

) = [ ) din)
Iy
messbar und integrierbar bzgl. p, auf I.
(2) Analog zu (1) ist fiir fast alle y € Iy die Funktion
T = f(xay)v YIS [1’

messbar und integrierbar bzgl. p, auf I,. Auferdem ist die fast iberall in I,
definierte Funktion

g@szwwwm»

messbar und integrierbar bzgl. (., auf I5.

(3) Es gilt
/zmz S dtin e = /I1 (/I f(@,y) dum(y)> Ay (2)
- / ( f@) d“n($)> dpim(y).
Iy I
Bewess. Erfolgt spiter. .

Korollar 5.7 (Folgerung fiir messbare Funktionen). Sei f : R**™ — R messbar.
Dann st die Funktion

y— flx,y), y € R™,

fur fast alle x € R™ messbar.
Insbesondere ist fiir eine messbare Menge E C R"™™ die Schnittmenge

E,={yeR": (z,y) € E}

fur fast alle v € R™ messbar.
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Beweis. Erfolgt spéter. O

Hauptsatz 5.8 (Satz von Fubini). Seien E € M., und f : E — R messbar.
Dann gilt:

(1) Fir fast alle x € R™ ist die Funktion y — f(z,y), y € E,, messbar auf E,.
(2) Ist f € LYE), so liegt fiir fast alle x € R" die Funktion y — f(x,y),
y € E,, in L'(E,). Auferdem ist die Funktion

z [E £ (2, y) dpim (y)

beziiglich x integrierbar; im Fall E, = () ses ngg flz,y) dpm(y) := 0. Ferner

ilt
g /EfdMner = /n ( . f(z,y) d,um(y)> dptn ().

Beweis. Die Aussage (1) folgt aus Korollar 5.7, wenn man f durch 0 zu einer
Funktion f auf R""™ fortsetzt. B
Fiir (2) sei f € L'(E). Dann ist auch f € L*(R"*™) und

[ £t = [ T ™ [ ([ Fain)) (o)

:/< Exfd,um(y)> dpin(2),

da fiir fast alle x € R™ die Identitit

7d,um = fXEz dp, = f dptm,
Rm Rm™ FE.

gilt. Insbesondere ist fiir fast alle z € R™ die Funktion y — f(2,9) = f(2,%)xz, (v)
integrierbar, d.h. f(z,-) € L'(E,). O

Bemerkung. Aus f € L'(F), E C R"™ messbar, folgt also die Giiltigkeit des
Satzes von Fubini. Dagegen reicht es nicht aus, dass beide iterierten Integrale

/(/f(“”’y)dy) do und /(/f(:r,y)dx) dy

(alles im L'-Sinne) existieren und iibereinstimmen, wie das folgende Gegenbei-
spiel zeigt.

Sein = m = 1 und I = [0,1]?. Wir betrachten die unten in der Skizze
dargestellte Aufteilung der Menge I.
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)
1 A +
I
I
= o
I, =
h k I} I?
0 1"
Weiter sei die Funktion f so definiert, dass auf I
e 1/ po(Iy) in I} U}
—1/po (1) in IZU I}

gilt. Sonst sei f = 0 in I. Dann gilt fol flx,y)dy =0 = fol f(x,y)dz fiir fast alle
x € [0,1] bzw. y € [0,1] und also auch

/01 (/Olf(:c,y)dy> ol:z::/o1 (/Olf(x,y)dx> dy = 0.

Jedoch ist f ¢ L'(I) und damit [, f dus nicht definiert, denn es gilt

/|f|dﬂ2:z |f|dM2221:oo.
1 & I, A

Dagegen gilt der Satz von Fubini immer, wenn f > 0 ist, wie der folgende Satz
besagt.

Hauptsatz 5.9 (Satz von Tonelli). Sei E C R*™™ messbar und [ eine nichit-
negative, messbare Funktion auf E. Dann ist die Funktion y — f(z,y), y € E,,
fiir fast alle © € R™ messbar, die Funktion x — fET f(z,y) dpn(y) ist messbar
auf R™, und es gilt

[ i = [ ([ 000 dinto

(u.U. sind beide Seiten +00).

Beweis. Ohne Einschrinkung sei £ = R"™™. Um die Aussage mit Hilfe des Sat-
zes von Lebesgue iiber monotone Konvergenz auf den Satz von Fubini zuriick-
zufiihren, sei die Folge (fy) definiert durch

0 fir |(z,y)] > k

”@”“:Lthfuwn fir |(r )| < &
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Dann folgt
0<fi<fo<--o AF fiiralle (v,9) € R"™  f, € LY R"™™)

und f; geniigt den Voraussetzungen des Satzes von Fubini.

Es gibt also eine gemeinsame (von & € N unabhingige) Nullmenge N C R™,
so dass fi(x,y) fiir alle x € R"\N, k € N, in y messbar ist. Dank der punktweisen
Konvergenz von fi gegen f ist auch f(z,y) in y messbar fiir alle x € R™\ N. Nun
liefert die Anwendung des Satzes von Fubini auf fj die Messbarkeit der Abbildung

dewﬁmwwa

Nach dem Satz von Lebesgue iiber monotone Konvergenz erhalten wir

Je(@,y) dpm(y) 7 flz,y)dpm(y) « — fast iiberall.

Rm Rm

Folglich ist auch die Abbildung

xHIMﬂ%wwa

messbar. Endlich liefert die zweifache Anwendung desselben Satzes von Lebesgue
sowohl die Konvergenz

/ ( . fk(I,y)de(y)> dpn () Rn( . flz,y) d,um(y)> dptn ()

als auch den Grenziiberang

n Rm Rn+m Rn+m

Daraus folgt nun die Behauptung. ]

Beispiel. (1) Fiir das uneigentliche Riemann-Integral [ %22 dz gil

xr
o
sin x T
de = —.
0 x 2

Zum Beweis betrachten wir zuerst die Funktion f(z,y) = e ®sinz auf
(0,R) x (0, R) =: Ig, R > 0. Wegen

R oo} R :
| f| dpe Satés'g/ | sin z| (/ e dy) dz = / |sin 2] dz < o0
Ir 0 0 0 T
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ist f € L'(Ig). Wenden wir nun den Satz von Fubini auf f, Iz an, erhalten

wir
R _: R 00
/ T g = / sinx(/ e dy> dx
o T 0 0
. 00 R
= / </ sinze ™ dx) dy
0 0

1
= e (—ysinz — cosx)
/0 1+y?
00 1 ( R '
= e "Y(—ysin R —cos R +1) dy.
| (e )

Sei (R,) eine monoton wachsende Folge in (1, 00) mit R,  oo. Dann gilt

=R
dy

=0

1
T 2e’R"y(—y sin R, — cos R,) — 0 fiir n — oo und fiir alle y > 0
Y
und
1 l)e ™
‘1 7 e Fn¥(—ysin R, — cos R,)| < % € L'(0,00).

Nach dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz erhalten wir
< 1
/0 T (e‘R”y(—y sin R, — cos R,,) + 1) dy
n—00 o 1 ™
—>/ (O+ )dy:arctanoo:—.
0 1 + y2 2
(2) Es gilt (im Sinne von L'-Funktionen)

/°° 1 —Czoszdx _ /°° (Sinx)zdx _ E.
0 x 0 x 2

Zuerst haben wir
R Ry _cosz
€ e s

B sin o 1 —cosx
der = ——
€
R -
sin T .
/ dr — 5 fiir R — 00, — 0
£

und

T T
T

1 —cosx |

— 0 fiir R — oo, € — 0.

z
Aus der Identitiat 1—cosxz = 1—cos (2%) = 2sin? (%) erhalten wir schliefllich

. 2 .
/Ool—cgosxdle/oo <SH;§> dx:/oo (smy)2dy'
0 T 2 Jo Bl 0 Y

Bemerkung. Der Satz von Fubini (Satz 5.8) gilt auch fiir Funktionen f : E — C.

£
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86 Die Substitutionsregel

Definition. (1) Seien U,V C R" offene Mengen. Eine Abbildung f : U — V
heifst C'-Diffeomorphismus, falls f € CH(U)" bijektiv ist und die Umkehr-
funktion f~1:V — U stetig differenzierbar ist.

(2) Eine Abbildung f : U C R™ — R™ heifit lokal Lipschitz-stetig, wenn es zu
jedem x € U eine (offene) Umgebung U, von x gibt, so dass f auf U, N U
Lipschitz-stetig ist, d.h., es existiert ein L, > 0 mit

|f(W) = f)| < Loly —y'|  fiir alle y,y/ € U, NU.

Wir schreiben kurz f € Ol (U)™.

loc

Hauptsatz 6.1. Seien U,V C R” offen, ¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus
und [ : V. — R messbar. Genau dann ist f € L'(V), wenn [ o ¢|det Dg| in
LY(U) liegt. In diesem Fall gilt

/Vfdy:/Ufoqb|deth5|d:p.

Dabei ist D¢ = (0;¢:)} ;=1 = Jy die Funktionaldeterminante von ¢. Formal gilt
also fiir y = ¢(x) die Identitit dy = |det Do(zx)|dax.

6.1 Bilder messbarer Mengen

Lemma 6.2. Sets N € M,, eine Lebesgue-Nullmenge und sei f € C’l(]()’cl(N)m mit
m > n. Dann ist f(N) € M,, eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis. (vergleiche mit Lemma 6.10 in Analysis II fiir Jordan-Nullmengen). [

Lemma 6.3. Sei A € M,, und f € Cy2X(A)™ mit m > n. Dann gilt f(A) € M,,.

loc

Beweis. Sei zuerst A € M,, beschrankt. Nach dem Hauptsatz 2.8(3) gibt es eine
F,-Menge Cy = Uj C;, C; abgeschlossen, mit

Co CA, pn(A\Co) =0, pn(Co) = pn(A).

Dann ist A = Cy U N mit einer Nullmenge N € M,, und wir erhalten, dass
f(A) = U; f(C) U f(N) gilt. Hier ist C; sogar kompakt und f € C°(Cj), also
ist f(C;) € M, kompakt. Aus Lemma 6.2 folgt F(N) € M,,, und damit f(A) €
M.

Falls A € M,, unbeschrénkt ist, schreiben wir A = [J;—, (A N By). O

Lemma 6.4. Sei U C R" offen, f € C'(U)™, m > n, und sei A C U messbar.
Dann gilt f(A) € M,,.
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Beweis. Wegen f|4 € CH(A)™ liefert Lemma 6.3 die Behauptung. O

loc

Satz 6.5 (Spezieller Transformationssatz). Sei 7' : R” — R" eine lineare
Abbildung und sei A € M,,. Dann gilt

pn(T(A)) = [det T pn(A).

Beweis. Da T linear ist, gilt T € C'(R")" und T'(A4) € M,, wegen Lemma 6.3.
Falls die Abbildung 7 nicht bijektiv ist (d.h. detT = 0), liegt T(A) in einer
hochstens (n — 1)-dimensionalen Hyperebene des R"™. Also ist in dem Fall

pn(T(A)) = 0 = [det T| i (A).

Sei also T bijektiv (det T" # 0). Dann sieht man leicht, dass 7(A) := u,(T'(A))
ein translationsinvariates Maf auf M,, mit der Eigenschaft 0 < #((0,1]") < oo
ist (weil 7°((0, 1]™) beschrinkt ist und innere Punkte enthélt). Aus Satz 2.9 folgt
v = v((0,1]") b, und wir erhalten die Identitit

:un(T(A)) = Mn(T((OJ 1]n))ﬂn(‘4)

Es bleibt also
pn(T((0,1]")) = | det T

zu zeigen. Da T linear mit det 1" # 0 ist, gibt es endlich viele elementare Zeilen-
und Spaltentransformationen 7} mit

(Tmo~~~OT1)OTO(Tm+10"'OTM):['

Also ist T" ein Produkt von endlich vielen elementaren Zeilen- und Spaltentrans-
formationen. Wir zeigen, dass fiir jede elementare Transformation Tj die Behaup-
tung

1 (T5((0,1]")) = | et T

gilt. Dann ist ndmlich auch pu, (7;(A)) = | det T;| p, (A) fiir A € M,,, was wieder-
um die gewiinschte Identitét fiir T’

pn (T((0,1]%)) = pn(T1 0 - - - 0 Ty ((0, 1]"))
= [detT}| -+ | det Ths| 11 ((0,1]") = | det T

liefert. Wir unterscheiden drei Falle:

(1) Sei T} eine Permutationsmatrix. Dann haben wir 75((0, 1]*) = (0, 1]" und
|det T;| = 1.

(2) Sei T; = diag (o, 1,...,1) mit a # 0. Dann ist T;((0,1]") = (0, o] x (0, 1]"*
bzw. T 3((0,1]™) = (=, 0] x (0,1 und es gilt

pn(T5((0,1]")) = |a| = | det T].
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(3) Sei T; von der Form 1 , also Tje; = ey + ey, Tjep = €3 usw.

(Addition der ersten beiden Zeilenvektoren). Dann folgt aus einer geome-
trischen Anschauung und aus der Translationsinvarianz von p,, dass

n(L((0,117) =1 = a((0,1]7) und | det T3] =1

gilt.

6.2 Beweis der Substitutionsregel

Der Beweis vom Hauptsatz 6.1 erfolgt spéter.

Beispiel (Polarkoordinaten in R?). Sei
6+ {(r,9) € (0,00) x (0,27)} = {(1,9) : y = 0 = # < 0}

mit ¢(r, p) = (rcos ¢, rsin ). Dann ist det D¢ = r.
Seinun X = {(r,9): 0<r < ¢/21} und ¥ = ¢(X).
AY

21

X

»

1 T

Die Substitutionsregel und der Satz von Fubini liefern

2w /27 27r1 2
© T
V)= [ rd(ne) = dr)dg= [ = qp="
p2(Y) /XT (r, ) /0 (/0 7"?")90 /0 Sz de =7

Haufig taucht jedoch das Problem auf, dass ¢ auf OM, M C U, nicht mehr
invertierbar ist.

Korollar 6.9. Sei U C R" cine offene Menge, ¢ € CY(U)*, M C U messbar
und sei M\M® (C OM) eine Nullmenge; hier bezeichne M° das Innere, also
die Menge alle innerern Punkte, von M. Ferner sei ¢|yo @ M° — ¢(M°) ein
C'-Diffeomorphismus.
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(1) Fir f: M — [0, 00] messbar gilt

/ fdy:/fogb]dethb]dx.
(M) M

(2) Genau dann gehort f : ¢(M) — R zu L*(¢(M)), wenn f o ¢|det Dg| zu
LY (M) gehirt. In diesem Fall gilt die Gleichung aus (1).

Beweis. Wegen u,(M\M°) = 0 folgt aus Lemma 6.2, dass ¢(M)\p(M°) C
¢(M\M°) eine Nullmenge ist. Dann liefert der Hauptsatz 6.1

/fdy:/ Fdy = fo¢|deth5|d:z;:/fo¢|detD¢|dx.
$(M) $(M°) e M

Bemerkung. Die Substitutionsregel gilt auch fiir Funktionen f : U — C.
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87 [P-Raume

Definition. Sei E € M, und 1 < p < o0.

(1) Dann definiert man den Funktionenraum
LP(E) = {f : E — R (oder C) messbar : / |fIPdp < oo}
B

sowie die ,Seminorm “
1/p ~
1 =15l = ([ 157a0) " for ate g € ()
E

(2) Da ||fll, =0 genau dann, wenn f =0 f.i. in E ist, definiert man zu einer
Funktion f € LP(F) die Aquivalenzklasse

[f1=Af+9g:9=0 fast iiberall in E}

aller Funktionen in LP(FE), die f.i. mit f iibereinstimmen. Damit erhdlt
man den Raum

LM(E) ={[f]: f € L*(B)}

von Aquivalenzklassen und die ,L”-Norm “

1Al = 1 £l

(3) Der Einfachheit halber schreiben wir kurz
1/p

D(E) = {1+ £ > R(© messtar: [ l,i= ([ I7Pan)  <oc}

bedenken aber, dass die Elemente von LP(FE) streng genommen keine Funk-
tionen, sondern Aquivalenzklassen sind. Jedes f € LP(FE) ist als ,Funktion®
nur fast iberall eindeutig definiert.

Achtung. Es macht keinen Sinn, von einzelnen Funktionenswerten f(x), z € E,
zu sprechen! Die bisherige Menge L'(E) aus §4 — §5 wird jetzt auch im obigen
Sinne verstanden.

Definition. Im Fuall p = oo heif$it eine messbare Funktion f : E — R (oder C)
wesentlich beschréankt (essentially bounded), falls das essentielle Supremum

esssup |f| :=inf{a > 0: u({|f] > a}) =0} <
B

1st. Dann st

L®(E) ={f: E = R(oder C) messbar: || f||co,r = || flloo = esssup|f| < co}.
E

Dabei ist | wieder streng genommen als Aquivalenzklasse [f] zu verstehen.
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Bemerkung. Sei f eine messbare Funktion auf £ und M = esssupy | f].

(1) Ist M < oo, soist p({|f] > M + 1/k}) = 0 fir alle £ € N. Es gilt also
p({|f] > M}) = limyoo p({|f| > M +1/k}) = 0 und wir erhalten |f| < M
f.ii.. Andererseits, falls M > 0 ist, gilt p({|f| > M — 1/k}) > 0 fiir alle
k € N. Durch diese beiden Bedingungen ist M = || f||o charakterisiert.

(2) Esist M = oo genau dann, wenn u({|f| > a}) > 0 fiir alle a > 0 ist.
Satz 7.1. Ist 0 < u(E) < oo, gilt fir alle messbaren Funktionen f : E — C

[ flloo = lim || f]l,.
p—00

Beweis. Sei M = ||f||sc > 0; der Fall M = 0 ist trivial Ist M’ < M, dann gilt
wu(A) > 0 fiir die Menge A = {z € E : |f| > M'}, und wir erhalten

1/p
||f||p2< / |f|pdu> A T g

Daraus folgt liminf, .o || f||, > M' und damit auch liminf, , || f]|, > M. Au-
Berdem haben wir

1/p 1/p
1fllp = (/E|f|pdu> < ([EMpdu> = MuE)r 25 M,

woraus limsup,_, ., || f|l, < M folgt; diese Ungleichung gilt offensichtlich auch im
Fall M = oo. Zusammenfassend erhalten wir die Behauptung. O]

Lemma 7.2 (Young’sche Ungleichung). Fir a,b > 0 und zueinander konju-
gierte Exponenten p,q € (1,00), d.h. ]lg + é =1, gilt

alP b
ab < —+ —.
p q

Beweis. Aus der Konvexitét der e-Funktion folgt
1 1 P
ab = (a”)YP(b") 1 = exp (—lna” + —lan) < 4+
p q p q
L]
Satz 7.3 (Holder-Ungleichung). Seien p,q € [1,00] zueinander konjugierte

Ezponenten (im Fall p = 1 folgt ¢ = oo und umgekehrt) und seien f € LP(E),
g € LYE). Dann ist f - g € L'(E) und

1S - gl < (£ 11 llgllg-

Insbesondere gilt im Fall p = q = 2 die sogenannte (Bunjakowski-) Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

1f - gl < [1£1l2 llgll2-
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Beweis. Der Fall p = 1, ¢ = oo ist trivial. Sei also p,q¢ € (1,00). Ist sogar
Ifl, = llgll = 1, folgt aus der Young-Ungleichung

. _ . s W)
/E!f grdu—[Erf\ !g!dué/E(p ),

1 1 1 1
:_fp+_gq:_+_:1: f gllg < 0.
pll [4 qll i s 11l llgllq

Daraus folgt sowohl f - g € L'(E) als auch die gewiinschte Ungleichung.
Im allgemeinen Fall sei ||f||, # 0 # ||g|l, (sonst ist z.B. f = 0 und die
Behauptung trivial). Die Anwendung des ersten Falls auf

;] .y
f= , §=
/1l l9llq
liefert nun die Behauptung des Satzes. [

Korollar 7.4. Sei eine Menge E C R™ mit u(E) < oo gegeben. Dann gilt fir
alle 1 <p<r<oo

L'(E) c L’(E).

Beweis. Sei f € L"(F) und r < oo. Mit Hilfe der Holder-Ungleichung und 2 +
£ =1 erhalten wir

p/r (r—p)/r
Py = P.1d "d d = [ f||P u(E) P/,
[uran= [ 11 1u§</E!f! u) (/1 u) LI (E)

Also ist f € LP(E) mit || f]l, < ||f|l-(E)YP~Y7. Das ist fiir r = oo trivial. O

Bemerkung. Korollar 7.4 ist falsch, falls u(E) = oo ist. Es gilt fiir alle 1 <p <
r < oo
LP(E)q L'(E) d LP(E) .

——
falls p(E)=cc

Satz 7.5 (Ungleichung von Minkowski). Sei 1 < p < oo und f,g € L*(E).
Dann ist f + g € LP(F) und

1+ glle < [[£llo + llgllp-

Beweis. Die Fille p=1 und p = oo sind trivial. Sei 1 < p < oo und p' = # der
konjugierte Exponent. Zuerst folgt aus der Ungleichung

[/ +9l” < (2max |f], |g[)” < 2°([f" + |g["),
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dass f+gin LP(F) liegt. AuBerdem erhalten wir mit Hilfe der Holder-Ungleichung
fiir % + 5 =1 (dabei ist (p — 1)p’ = p) die Abschétzung

Hf+g||§=/ |f+g\pdu=/ 4+ gl 1f +gldp
E FE
< / gl A / 4Pl du
E E

) 1/p 1/p
< ( [ 1 +glor du) ( / Iflpdu>
E E
) 1/p 1/p
+ (/ |f +g|®tP du) (/ \g\pdu>
F F

= 17+ gl (1l + llgll»)
=IF+ gl (lfllp + lllly)-

Da || f + g||, < oo ist, folgt aus der obigen Ungleichung, falls || f + g|| # 0, die
Behauptung. O

Korollar 7.6. Fir jedes 1 < p < oo ist LP(FE) ein normierter Vektorraum.

Beweis. Seien f,g € LP(E). Dann ist af € LP(E) fiir alle & € R (C) und nach
Satz 7.5 auch f+ ¢ € LP(FE). Also ist LP(E) ein Vektorraum.

Auflerdem gilt || f||, = 0 genau dann, wenn f = 0 im Sinne f =0 f.i.. Es gilt
lefll, = |e]||f]l, fiir alle & € R (C), und die Dreiecksungleichung ||f + g||, <
I flp + llgll, ist nach Satz 7.5 erfiillt. Also ist LP(E) ein normierter Vektorraum.

[
Definition. Ein normierter Vektorraum (X,|| - ||) heifst Banachraum, falls X
beziglich || - || vollstindig ist, d.h., jede Cauchy-Folge (xy) C X besitzt einen

Grenzwert in X.

Hauptsatz 7.7 (Satz von Fischer-Riesz). Fiir jedes 1 < p < oo ist L*(E) ein
Banachraum.

Genauer gilt (nach H. Weyl): Sei (fy) C LP(F) eine Cauchy-Folge. Dann gibt
es genau ein f € LP(E), so dass

k—o0

fv —— [ beziiglich der L”-Norm.

Weiterhin gibt es eine Teilfolge (fi;) von (fi), so dass
Tk; EmiN f punktweise f. i. in E.
Schliefilich gibt es ein h € LP(E) mit

\fr;| < ko fiir alle j € N punktweise f. . in E.
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Beweis. Sei zuerst 1 < p < oo und sei (fx) C LP(E) eine Cauchy-Folge. Dann
gibt es eine Teilfolge (fi;) C (fi), kb1 < kg < ks <--- /oo mit

||f/€j+1_fkj||p< J=L12....

ga

Definieren wir

N 0
gN:Z‘fkj+l_fkj|7 gzz‘fkj+1_fkj‘7
J=1 j=1

erhalten wir zuerst die Abschitzung

N
HgNHp S Z ||fk)j+1 fk ||p Z 2— <1 firalle NeN
j=1

und danach mit Hilfe des Lemmas von Fatou die Ungleichung
/ lg|P dp = / liminf |gn [P dp < liminf/ lgn [P dp < 1.
E g N—oo N—oo g

Also ist g € LP(E) und folglich |g| < oo fast iiberall in E, d.h., 3772 [ fk,,, — f,|
ist fiir fast alle © € E eine konvergente Reihe!
Sei nun

f( _fkl +Z fk]+1 ](JZ)),
j=1
falls obige Reihe konvergiert (f.ii.), sonst sei f(x) := 0. Es gilt also

Sy () Moo, f(z) fast iiberall in E.

Auflerdem ist fast iiberall die Abschitzung

[ Jieran ()] < [fia ()] + Z [ fijn () = o (2)] < Joa ()] + |9 (@) =2 h(x) € LP(E)

erfiillt.

Es bleibt zu zeigen, dass f; gegen f in der LP-Norm konvergiert und somit
auch f in LP(F) liegt. Da (fi) eine LP-Cauchy-Folge ist, gibt es zu € > 0 ein N,
so dass

| fo = fmllp < e fiir alle n,m > N.

Dann gilt fiir m > N nach dem Lemma von Fatou

/yf—fm\Pdu:/nminf\fkj_fm\Pdugnminfufkj—fmug<gp.
E E J—o j—o
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Also ist f — fn, € LP(FE). Daraus folgt f € LP(E) und f,, , f, m— oc.

Sei nun p = oo. Sei (fr) C L>®°(E) eine Cauchy-Folge von Funktionen (Re-
prisentanten von [fg]). Seien

Ny ={z € E:[fe(x)] > [[felloc},
Nim =A{z € E: |fe(2) = [ (2)| > [[f = fimlloc}-

Dann ist die Menge N = | J, Ny UU,WL Nim eine Nullmenge, und ( fi|g\n) ist eine
Cauchy-Folge beziiglich der (iiblichen) sup-Norm. Dann gibt es eine messbare
Funktion f auf E\N mit

fk\E\N — f gleichmiiBig in E\N.

Daraus folgt

Mo ., Jf inE\N
fk—>f_{0 in N

Die speziellen Aussagen von H. Weyl gelten hier sogar fiir die ganze Folge (fx). O

Bemerkung. In Satz 7.7 gilt i.Allg. nicht f — f fii. oder |fy| < h f.ii. mit
h e LP.

Beispiel. Sei £ = (0,1) und p = 1. Auflerdem seien

fi= \/§X(0,1/2); fo = \/§X(1/2,1)
fs = VaAX@1/0), -+ f6 = VAX@/M

fon1 = \/Q_nX(o,l/Qn), ey fontig = \/Q_nX(kl/Qn,l)-
Wegen [, [fon_1|dp = \/L?fn usw. folgt
fe — 0 in LY(E).
Dagegen gilt

limsup | fx| = 0o fast iiberall in E.
k—oo

Eine Teilfolge im Sinne des Satzes 7.7 wire zum Beispiel (for 1)nen.

Definition. (1) Sei £ C R” und f : E — R (C) eine Funktion. Dann heifst

supp f = {z € E': f(x) # 0}

der Triger (support) von f.
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(2) Sei (X,||-]]) ein normierter Raum. Eine Teilmenge Y C X heif$t dicht in
X, falls es zu jedem x € X unde >0 einy €Y mil ||y — z|| < e gibt.

(3) (X, ||-|]) heifit separabel, falls X eine abzdihlbare, dichte Teilmenge besitzt.

Hauptsatz 7.8. Sei (2 C R" eine offene Menge und sei 1 < p < oo. Dann sind
die Mengen (Vektorrdiume)

S ={s:Q — R: s ist (messbare) Treppenfunktion mit supps C Q kompakt}

und sogar

CY(Q) = {u € C*(Q) : suppu C Q ist kompakt}

dicht in LP(2).
Auflerdem ist LP(§2), 1 < p < oo, separabel.

Bemerkung. In §8 wird sogar gezeigt, dass der Funktionenraum
CP(Q) ={u e C®(Q) : suppu C Q ist kompakt}
dicht in LP(€2), 1 < p < o0, liegt.
Beweis von Satz 7.8. Den Beweis teilen wir in vier Behauptungen auf.
Behauptung 1. Zu f € LP(Q) und e > 0 gibt es ein f; € LP(Q) mit kompaktem

Triger supp fi C Q und ||f — fi]l, < € (genauer gesagt gibt es ein [f1] € LP(Q)
und einen Vertreter fi € [f1] mit den genannten Figenschaften).

Beweis von Beh. 1. Sei
. 1
Ey = {x € Q: |jz|| <k und dist (z, 0Q) > E}

Dann ist B, C 2 kompakt und Ey, C Ejq C --+ Q. Definieren wir g; := f xg,,
erhalten wir supp gr C Fj,

gr — f und |gr — fIP < |fIP € L'(Q)) punktweise f.ii. in Q.

Der Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz liefert dann

k—oo
||gk—f||§§=/ gk — fIP dp = 0.
Q

Behauptung 2. Zu obigem fi gibt es ein s € S mit || f; — s, < e.

Beweis von Beh. 2. Es reicht f; > 0 zu betrachten. Nach Satz 3.7 existieren
messbare Treppenfunktionen s, mit 0 < s; < s9 < --- 7 f1. Also ist supp s C
supp fi C 2 kompakt. Daraus folgt s, € S,

|sp — fi|P —> 0 fast iiberall, |sp — fi]? < |fi]P € LY(RQ).
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Der Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz liefert wieder die Konver-
genz s, — fi in LP(Q). "

Aus Behauptungen 1. und 2. erhalten wir nun, dass

1f = sillp < NF = fillp + [y = sellp < 22

fiir k& gentigend grof} gilt. Also liegt S C LP(Q2) dicht.

Zum Beweis der Dichtheit von C§(Q2) in L?(Q), reicht es deshalb aus, statt
f € LP(Q) eine charakteristische Funktion xpz, E € M, mit E C  kompakt zu
betrachten.

Behauptung 3. Sei E € M,,, E C Q kompakt. Dann gibt es zu jedem € > 0
ein g € CY(Q) mit |lg — x&ll, < &

Beweis von Beh. 3. Zu E gibt es nach Hauptsazt 2.8(3) eine abgeschlossene Menge
F C E (also ist F' kompakt) mit u(E\F) < e?. Daraus folgt

1/p
s — xell, = ( / 1) — W(E\F)" <.
B\F

Sei nun d : Q — R definiert durch d(z) = dist (x, I'). Dann hat d die Eigenschaf-
ten
d € C"(Q) (Lipschitzstetigkeit), d >0,

und aus der Kompaktheit von F' folgt
diz)=0&z € F.
Definieren wir g : {2 — R durch
g = (1 — kd)4,

erhalten wir die Eigenschaften

1
g €CUQ), 0<g <1, gy=1lauf P, g(x) =0 fir d(x) >

also ist g € CJ(Q) fiir k£ € N groB. AuBerdem gilt
gr — XF Dpunktweise in Q und |gx| < XUy(F) € Ll(Q),

wobei U (F) = {z € R" : dist(x, F') < 1} ist Der Satz von Lebesgue liefert
jetzt gr — xp in LP(2). Also gibt es ein k € N mit ||grx — xr||, < € und folglich
gk — x5y < 2. u

Damit haben wir gezeigt, dass der Raum CJ(Q) dicht in LP(Q) liegt. Es bleibt
nun die folgende Behauptung zu zeigen:
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Behauptung 4. Der Raum LP(Q) ist separabel fiir 1 < p < 0.

Beweis von Beh. 4. Sei M, () ={E € M, : E C Q, u(E) < oc}. Es ist bereits
bewiesen, dass die Menge

N
S = {3 = ZakXEk cEp e M(Q),a, R, N € N}
k=1

dicht in LP(2) liegt. Da Q in R dicht liegt, ist auch die Menge

N

Sy = {s = ZakXEk cEr e M(Q),a, €Q, N € N}

k=1

dicht in LP(2). Da es zu jedem Ej nach Satz7 2.8 eine offene Menge Uy, C 2 mit

w(Ue\Ei) <& (= [Ixv, — xzllp <€)
gibt, folgt sogar, dass die Menge

N
Sy = {s = ZakXUk- : U, € M (Q) offen, a, € Q, N € N}

k=1

dicht in LP(£2) ist.
Nun gilt:

Es gibt eine abzéhlbare Teilmenge V C M. () mit der Eigenschaft:
Zu jedem offenen U € M!(Q2) und € >0 gibt esein V € V mit (*)

VacU, wpU\V)<e (=lxv—xvlp<e)
Daraus folgt, dass
N
S4Z{SZZGkXVkZ‘/kEV,akEQ,NGN}
k=1

eine abzihlbare, dichte Teilmenge von LP(€) ist.
Es bleibt nun die Existenz der Menge V mit der oben genannten Eigenschaft
(%) zu zeigen. Seien

V' :{V ist halboffenes dyadisches Interval in Q, d.h.,

: . k
V:JHl(%bj] C Q mit a;,b; € {i;k €zl GNO}}
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und
V = {V ist Vereinigung von endlich vielen paarweise disjunkten V; € V'}.

Bekanntlich gibt es zu jedem offenen U € M. () eine Folge (V;) C Vmit V; /1 U.
Also gilt (U\V;) — 0. Da V" und folglich V abzéhlbar sind, folgt die gewiinschte
Aussage. "

[l

Bemerkung. Fiir p = oo ist CJ() nicht dicht in L>°(Q), und L>(Q) ist nicht
separabel (fir Q = (0,1) betrachte f; = x4 € L™(Q), t € (0,1)).

oo und sei

Korollar 7.9 (Satz von der Stetigkeit im LP-Mittel). Sei 1 < p <
T € R”, definiert

f € LP(R™). Dann konvergieren die Translate f. € LP(R™),
durch f.(z) = f(x +7), in der LP-Norm gegen f fir |7| — O:

o=l = [ 1547 = S ar — 0 firfr] >0

R

Beweis. Nach der Substitutionsregel (Satz 6.1) gilt f, € LP(R™) und
I fzll, = IS, fiir alle 7 € R™.

Sei nun £ > 0 gegeben und g € CY(R") gewdhlt mit ||f — g||, < 5. Dann gilt

1f = Follp <1 =gl + 119 = grllo + llg7 = Frlln
2e
<2/f —gllp+llg - gmf<—+wg grllp-
Da g € CJ(R") ist, gibt es ein Kompaktum K C R™ mit
suppg C K, suppg, C K fiir alle 7 € R" mit |7| < 1.

Wegen der Stetigkeit von g gibt es auch ein § > 0, so dass

£/3

———— firallez € K, |7] <,
P E)MP

l9(x) —g(z +7)| <

gilt. Daraus folgt

E\P
lo=slp= [ la=opan<(5)" 1<

Zusammenfassend erhalten wir || f — f;||, < e fiir |7] < 4. O



