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6. Übung, Lösungsvorschlag

Gruppenübungen

Aufgabe G16

a) Trennung der Variablen ergibt

dy

dx
= x · ex · e−y,

∫

ey dy =

∫

xex dx,

ey = xex −
∫

ex dx + c1 = xex − ex + c,

y(x) = ln(xex − ex + c).

b)

y(0) = ln(0 − 1 + c) = 0,

c = 2,

y(x) = ln(xex − ex + 2).

Aufgabe G17

a) Die homogene Gleichung y′ − xy
x+1

= 0 löst man mittels Trennung der Variablen

dy

dx
=

xy

x + 1
,

∫

1

y
dy =

∫

x

x + 1
dx =

∫ (

1 − 1

x + 1

)

dx,

ln |y| = x − ln(x + 1) + c1,

y(x) = ±ec1
ex

x + 1
= c

ex

x + 1
mit c = ±ec1 .



b) Ansatz der Variation der Konstanten liefert

ys(x) = c(x)yh(x) mit yh(x) =
ex

x + 1
,

ex = y′
s −

xys

x + 1
= c′yh + cy′

h − c
xyh

x + 1
= c′yh,

c′ =
ex

yh

= x + 1,

c(x) =
1

2
x2 + x,

ys(x) =

(

1

2
x2 + x

)

ex

x + 1
,

y(x) =

(

1

2
x2 + x + c

)

ex

x + 1
.

c) Es ist y(0) = c = 5, also c = 5 und die Lösung ist

y(x) =

(

1

2
x2 + x + 5

)

ex

x + 1
.

Aufgabe G18

a)

A =

(

2 −1
−2 3

)

.

Eigenwerte zu A:

det(A − λI2) = (2 − λ)(3 − λ) − 2 = λ2 − 5λ + 4,

λ1/2 =
5

2
±

√

25

4
− 4,

λ1 = 1,

λ2 = 4.

Eigenvektoren zu λ1 = 1:

(A − I2)x = 0,

x1 − x2 = 0,

−2x1 + 2x2 = 0,

x2 = s mit s ∈ R beliebig,

x1 = x2 = s,

x = s ·
(

1
1

)

.

Eigenvektoren zu λ2 = 4:

(A − 4I2)x = 0,

−2x1 − x2 = 0,

−2x1 − x2 = 0,

x1 = s mit s ∈ R beliebig,

x2 = −2x1 = −2s,

x = s ·
(

1
−2

)

.



y(x) = c1e
x

(

1
1

)

+ c2e
4x

(

1
−2

)

.

b)

y(0) =

(

c1 + c2

c1 − 2c2

)

=

(

1
4

)

,

c1 + c2 = 1,

c1 − 2c2 = 4,

3c2 = −3,

c2 = −1,

c1 = 1 − c2 = 2.

y(x) = 2ex

(

1
1

)

− e4x

(

1
−2

)

.

Hausübungen

Aufgabe H16

a) Trennung der Variablen ergibt

dy

dx
= x · y · (ln y) · sin x,

∫

1

y ln y
dy =

∫

x sin x dx, u = ln y,

∫

1

y · u · y du = −x cos x +

∫

cos x dx + c1,

ln |u| = −x cos x + sin x + c,

ln | ln y| = −x cos x + sin x + c,

| ln y| = e−x cos x+sin x+c,

ln y = ±e−x cos x+sin x+c,

y = e±e−x cos x+sin x+c

,

y(x) = ek·e−x cos x+sin x

mit k = ±ec.

Anmerkung: Eine weitere Lösung der Differentialgleichung ist die konstante Lösung
y(x) = 1 für x ∈ R.

b)

y(0) = ek = e−2,

k = −2,

y(x) = e−2·e−x cos x+sin x

.

Aufgabe H17

a) Die homogene Gleichung y′ = (cos x)y löst man mittels Trennung der Variablen

dy

dx
= (cos x)y,

∫

1

y
dy =

∫

cos x dx,

ln |y| = sin(x) + c1,

y(x) = c · esin x.



b) Ansatz der Variation der Konstanten liefert

ys(x) = c(x)esin x,

x2esin x = y′
s − (cos x)ys = c′esin x + c(cos x)esin x − c(cos x)esin x = c′esin x,

c′ = x2,

c(x) =
1

3
x3,

ys(x) =
1

3
x3esin x,

y(x) =

(

1

3
x3 + c

)

esin x.

c) Es ist y(0) = c = 5, also c = 5 und die Lösung ist

y(x) =

(

1

3
x3 + 5

)

esin x.

Aufgabe H18 Das charakteristische Polynom der Matrix ist P (λ) = (1− λ)(λ2 − 2). Die
Eigenwerte sind somit λ1 = 1, λ2 =

√
2 und λ3 = −

√
2. Mit Hilfe des Gauß-Verfahrens

ergeben sich die zugehörigen Eigenvektoren

v1 =





1
−2

0



 , v2 =





1 +
√

2

−1 −
√

2
1



 , v3 =





1 −
√

2

−1 +
√

2
1



 .

Die allgemeine Lösung ist y(x) = c1v1e
x + c2v2e

√
2x + c3v3e

−
√

2x.


