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Gruppeniibungen

Aufgabe G13

e A; und Ag sind positiv semidefinit (Eigenwerte > 0).

e A, ist positiv definit (Unterminoren > 0).

e Ag ist negativ semidefinit (siche Diagonaleintrige).

e Die restlichen Matrizen sind indefinit, zum Beispiel gilt fiir As: (Aze;,e;) = 4 > 0,

aber (As(e; —e3),e1 —eg) = —1 < 0.

Aufgabe G14

a) Als erstes werden die partiellen Ableitungen von h bis einschlieBlich 2. Ordnung be-

stimmt:

hx(xay) = _2$7 hy(l',y) :_QZ/,
hxx(xay) = —2:hyy(I,y), hzy:():hyz~

Notwendige Bedingung fiir die Existenz von Extrema ist Vh(z,y) = 0. Das zugehorige
Gleichungssystem wird gelost,

Vh(z,y) = (—2v,—2y) = (0,0) & =y =0,

und als kritischer Punkt von h ergibt sich (0,0). Fiir die hinreichende Bedingung

betrachte die Hesse-Matrix
-2 0
Hh(0,0) - ( 0 —2 ) .

Diese hat den einzigen Eigenwert —2 und ist somit negativ definit. Also hat A in (0, 0)
ein lokales Maximum.

Als erstes werden die partiellen Ableitungen von h bis einschliellich 2. Ordnung be-
stimmt:

fw(‘rwy) = (—(E + 3)6—95—1—3;’ fy(x’y) = ("E - 2)6_x+y’ fm-(x,y) = (:L“ - 4)6_$+y’
f(zy) = (@ =2)e™,  fo = (-2 +3)e" = fr(z,y).

Setze V f(z,y) = 0. Es gilt:

(—z+3)e ™, (r —2)e ™) = (0,0) & r=3und v = 2.



Dies ist ein Widerspruch, also besitzt f keine Extrema.
Die Hesse-Matrix von f ist

B (x —4)e ™Y (—x +3)e "t
Hf(l'7y) - ( (_l‘+3)€fz+y (ZE _ 2)efa:+y )

Eine Matrix ist genau dann positiv definit, wenn alle Unterminoren positiv sind. Damit
H¢(x,y) positiv definit ist, mufl somit gelten:

(z—4e ™™ >0 und (v —4)(z —2)e T — (—x +3)%e W > (
Sr—4>0 und (r—4)(z—-2)—(—2+3)*>0
Sr>4 und 2?6z +8— (2 —62+9)>0
Sao >4 und —-1>0.

Also ist die Hesse-Matrix Hy(x,y) nirgends positiv definit.
Aufgabe G15 Lagrangefunktion:
L(z,y,\) = exp(z + 2y) + A(2* +y* — 4).
Ableitungen werden 0 gesetzt:
L.(x,y,\) = exp(z+2y)+2\x =0,

Ly(r,y,A) = 2exp(r +2y) +2\y =0,
Ly(z,y,\) = 22 +y*—4=0.

Fiir A # 0 folgt aus den ersten beiden Gleichungen y = 2z und mit der dritten Gleichung
erhélt man

2 4
T = —F= und = —,
1 \/g Y1 \/5
2 4
To = _ﬁ und Y2 = —E

Weiterhin ist f(z1,y1) = exp(10/+/5) (Maximum) und f(zs,%2) = exp(—10/v/5) (Mini-
mum).

Die Nebenbedingung beschreibt einen Kreis in der xy-Ebene um den Ursprung mit Radius

2.

Hausiibungen

Aufgabe H13 Nach Satz 7.18 reicht es zu untersuchen wann die Unterminoren positiv
sind:
1] =1>0,

Oll =1-a*>0—ac(-1,1),

a
1

= 1+4+2®-3a*>=(1-0a%)—2a(a—a*) = (1+a)(l—a)—2a*(1—a)

L Q=
S~ 9
— Q

= (1-a)1+a—-2d*)=(1—-a)*(1+2a)>0
— a#lund1>—-2a—a€(—-1/2,00)\ {1}

Also ist A fur a € (—1/2,1) positiv definit.



Aufgabe H14 Esist f.(z,y) = 92% — 9 und f,(z,y) = 2y — 6. (z,y) ist genau dann ein
kritischer Punkt von f, falls f,(z,y) = 0= f,(x,y). Lose also

922 — 9,2y — 6) = (0,0) = z1/ = £1,y = 3.
/

Die kritischen Punkte sind also P, = (—1,3) und P, = (1,3). Um herauszufinden, ob es
sich um Maxima, Minima oder Sattelpunkte handelt, berechne die Hesse-Matrix H; an
den Punkten P; und P und untersuche ihre Eigenwerte:

Hf(Ly):(ng g):»Hf(Pl)z(_lﬁ g),Hf(P2)=<1§ 3)

Hy(P;) hat die Eigenwerte —18 und 2, ist also indefinit und damit ist P; ein Sattelpunkt
von f. Hy(P>) hat die Eigenwerte 18 und 2, ist also positiv definit und damit ist P, ein
lokales Minimum von f.

Aufgabe H15 Die Lagrangefunktion lautet
Ableitungen werden auf 0 gesetzt:

L.(x,y,\) = y+2\x =0,
L,(x,y,\) = xz+4\y=0,
Ly(z,y,\) = 2°+2y°—1=0.

Fall 1: A =0. Aus A = 0 folgt x = y = 0 im Widerspruch zur dritten Gleichung.

Fall 2: X\ # 0. Aus Gleichung 1 ergibt sich y = —2\x, Gleichung 2 ergibt y = —ﬁx. Also

erhilt man A2 = 1 (dh. A = £1) und y? = 122, Setzt man dies in die dritte Gleichung
8 NG )

ein, erhdlt man 222 = 1. Somit ergeben sich folgende Kandidaten fiir die lokalen Extrema:

1 d 1
T =—4—= un = —
1 \/i n 27
1 1
Ty = — und Yo = — =,
V2 2
1 1
T3 = ——1= und Ys =3
V2 2
1 1
Ty =——F2= und oy, = —<.
V2 2

Weiterhin ist (21, 11) = (21, y2) = 25, £(22,2) = F(z3,5) = —5Ls. Damit sind (21, 3,)
und (x4, ys) die Maximalstellen, (z3,y2) und (z3,ys) die Minimalstellen.

Die Nebenbedingung beschreibt eine Ellipse in der zy-Ebene um den Ursprung mit den
Halbachsen der Lingen 1 und \/LE



