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Motivation

Wir betrachten einen Stab aus Metall mit gegebener Temperaturverteilung und wollen
die Wirmeleitung untersuchen. Dazu treffen wir folgende Annahmen:

e Der Stab (isoliert) wird parametrisiert durch das Intervall [0, 1] und u(z,t) ist die
Temperatur an der Stelle x zum Zeitpunkt ¢.

e Konstanten: p Dichte, ¢ spezifische Warme
e f:]0,1] — R Wirmequelle
e Energie in Segment [z1, z2] : E(z1,22,t) = cp(xe — x1)u(w1,t)

e Sei Q(z,t) die thermische Energie durch den Punkt x zum Zeitpunkt ¢ und Ky die
thermale Konduktivitédt. Dann gilt

Q(:L',tg) B Q(xatl)
to — 11

0
~ —Kog— .
oaxu(%tl)

e Energieerhaltung:
cp(@g — m1)(u(@1,t2) — u(z1,t1)) =

(ta — t1) (w2 — 1) f (1) — Ko(ta — 1) (;; (u(w1,t1) — U(mtl))) :

Daraus folgt

u(l’l,tg) — u(:cl,tl) _ f(.%’l) K(] 0 <u(x1,t1) — u(.%'g,tl))
_|_ J—
to —t1 cp cp Ox

T — 22

und somit

f(z1) n Ko &

atU(a?htl) = cp 53,@2

u(xlﬂtl)ﬂ (1)

wobei k = IC%’ die Konstante der thermischen Diffusivitét ist. Gleichung (1) heifit Warme-
leitungsgleichung. Bei stationédrer Temperaturverteilung gilt 0 = dyu(z,t) und damit

2
0= f(z)+ @u(x,t).

Partielle Differentialgleichungen tauchen also in natiirlicher Weise in Anwendungen auf.
Im Rahmen dieser Vorlesung sind partielle Differentialgleichungen immer ohne Herlei-
tung gegeben.

vii






lef :typen

f:system

|. Einfiihrung

In diesem Abschnitt sei 2 C R"” stets ein Gebiet.
Definition I.1.
F(D*u(x), D Lu(x), ..., Du(x), u(x),x) =0, x € (I.1)

heifit partielle Differentialgleichung (PDE) k-ter Ordnung.
Hierist F:R™ xR™ ' x ... xR* xRx Q >R gegeben und u : 2 — R gesucht.

Wir untersuchen folgende Typen von PDE’s.
Definition 1.2. PDE (I.1) heif}t

(a) linear, falls

F(D*u(x),...,x) = Z ao(x) D% — f(x),

lor| <k
(b) semi-linear, falls

F(D*u(x),...,x) = Z ao(X) D% + ag(D*tu, ..., x)
|a|=k

fiir ao : 2 — Rund ap: R" ' x -+ x R" x R x Q — R gegeben,
(¢) quasi-linear, falls

F(D*u(x),...,x) = Z ao(D¥ Yu, ..., x)D + ag(D* tu, ..., x)
|a|=k

fir aa,ap: R" ™ x -+ x R" x R x Q — R gegeben und
(d) woll micht-linear, falls in der Situation von (c) a, auch von D¥u abhingt.

Spéter werden wir sehen, dass sich der semi- und der quasi-lineare Fall mit Hilfe
eines Fixpunktarguments auf den linearen Fall reduzieren lassen, wobei der quasi-lineare
Fall technisch schwieriger ist. Spéter werden wir auch weitere Typen linearer PDE’s
diskutieren.

Definition I.3.
F(D*u(x),...,x) =0, xe€Q (1.2)

heifit System von PDE’s k-ter Ordnung. Hier ist F : R™" x ... x R™ x Q — R™ gegeben
und u: @ — R™ gesucht.



1. FEinfiihrung

Beispiel 1.4. Sei Q C R" ein Gebiet.

(a) Laplace Gleichung:

Au(x) = Z@?u(x) =0, xel
i=1

(b) Transportgleichung:
Opu(x,t) + Z Vioju(x,t) =0, t>0,x¢cq.
i=1
(¢c) Wirmeleitungsgleichung:
Ju(x,t) — Au(x,t) =0, t>0,x €.

(d) Wellengleichunyg:
Otu(x,t) — Au(x,t) =0, t>0,x €.

(e) Navier-Stokes-Gleichung:
du(x,t) — Axu(x,t) + (u- Vxu) (x,t) + (Vxp)(x,t) = F(x,t), t>0,x€Q,
divx u(x,t) =0, ¢t>0,x €.

Hieristu : Q — R" das gesuchte Geschwindigkeitsfeld und p : 2 — R der gesuchte
(Druck). Die rechte Seite F : 2 — R" ist gegeben.

Damit die PDE’s eindeutig ldsbar sind, miissen noch entsprechende Randbedingungen
und/oder Anfangsbedingungen gefordert werden.

Typische Fragestellungen, die im Rahmen dieser Vorlesung untersucht werden sind:
a) Existenz.

(
(b) Eindeutigkeit.
(c) Regularitt.

(

d) Abbildungsverhalten der Gleichung !.

(e) Weitere Eigenschaften der Losung.

In den folgenden Kapiteln diskutieren wir unterschiedliche Zugénge zur Beantwortung
dieser Fragen. Leider lidsst sich in nur wenigen Féllen die Losung einer PDE explizit be-
rechnen. Daher werden im Rahmen dieser Vorlesung sowohl “explizite” als auch abstrak-
te Methoden (welche zumindest erlauben, einige Aussagen iiber die Losung zu treffen)
vorgestellt.

'Beispielsweise besitzt w — Au = f genau dann eine eindeutige Losung v € X, wenn f € Y, d.h.
(1—A): X —Y ist ein Isomorphismus.



ransport

Il. Die Methode der Charakteristiken

I1.1. Motivation anhand der Transportgleichung
Fiir g : R™ — R und b € R" betrachten wir

Ou+b-Vxu=0, inR" x (0,00), (IL.1)
u=yg, aufR"x {t=0}. (1I1.2)

Idee: Finde Weg Xy, : I — ]Ri“ entlang dem sich u durch Lésen einer gewhn-
lichen Differentialgleichung (ODE) berechnen lidsst. Um die Notation zu erleichten setze
im Folgenden Xy, (s) = X(s) und 0,41 = 0;. Weiter sei

(o) = u(X(s), p(s) = () - (X(6). 2(0) = glxo)

Dann folgt mit der Kettenregel
66 = () (X(9) - X(9) = plo) - X0 (11.3)

Die Ableitung von p(s) ergibt komponentenweise erneut mit der Kettenregel

996) = () Oxts) K61, i=1em 1

Aus (IL.1) folgt 0;0,u + b - Vx0;u = 0 oder als Skalarprodukt

ataiu . 1 -0
VxOiu b)

X(s) = (xo + sb) .

S

Setze X(s) = <'i’> d.h.

Somit gilt pi(s) = 0. Mit
Vit
p(0) = () (x0.0)



II. Die Methode der Charakteristiken

folgt p(s) = <ZX;> (x0,0). Gleichung (II.3) impliziert nun
. b (I11.1)
£(6) = p(e) 7) = b ()0, 0) + (@) 0, 0) 0

Daraus ergibt sich

u(xog,0) (L2 g(x0) = 2z(s) = u(X(s)) = u(xe + bs, s).

Mit x := xo + bs folgt also u(x,s) = u(x — bs,0) = g(x — bs). Insgesamt erhalten wir

Theorem II.1. Sei k € N, g € C*(R"). Dann lost

u(x,s) = g(x — bs) € C*(R™ x (0,0))
die Transportgleichung (11.1).
Bemerkung I1.2. u st nicht glatter als g.

11.2. Allgemeiner Fall

Betrachte nun beliebige PDE 1. Ordnung:

F(Du(x),u(x),x) =0 in

1.4 12
u=gaufl (IL4)[ea

Hierbei ist T C 90, g: ' = R, F: R" x R x {2 — R gegeben und glatt.

11.2.1. Herleitung einer ODE fiir z(s), p(s), X(s)

Wir definieren:

und berechnen:
2(s) = (Vu)(X(s)) - X(s) = p(s) - X(s)
p'(s) = (Voiu)(X(s)) - X(s), i=1,.,n
Ziel: Elimiere Ableitungen 2. Ordnung. Aus (11.4) folgt

> Op, F(p(s), 2(5), X(5)):0ju + 0. F (p(s), 2(s), X(s))dsu
j=1

+ 0;F(p(s),2(s),X(s)) =0, i=1,...,n.



I1.2. Allgemeiner Fall

Also setze
X(s) = 0p, F(p(s), 2(s), X(s5)), j=1,..n
Dann gilt

pz(s) - _aPiF(p(S)7 Z(S),X(S))pi(s) - 8iF(p(3>v Z(3>7 X(S))v L= 17 N
Insgesamt erhalten wir:

p(s) = =0, F(p(s), 2(s),X(s))p(s) — DxF(p(s), z(s),X(s))
%(8) =p(s) - (Vp)(p(s), 2(s), X(s)) (IL5)

X(s) = (VpF)(p(s),2(s), X(s))

Insbesondere erfiillt jede Losung u € C?(£2) von (I1.4) das System (I1.5) solange x(s) € €.

11.2.2. OBdA Rand von (2 ’'lokal flach’

Rand von € flach bedeutet I' = R"} . In einer Umgebung U C I' von g € I' ldsst sich T’
durch Schieben und Drehen in den Graph einer glatten ’kleinen’ Funktion ¢ : R*~! — R
iiberfiihrt. Setze nun

’U(y) = u(y17 5 Yn—1,Yn + ¢(y17 --;yn—1> 5
u(z) = v(x1, .y Tp_1, Tn — O(T1, .o, Tn—1)),
®(x) = (21, s Tn—1,Tn — P(XT1, ey Tp—1)),
‘I’(l‘) = (xlv oy Tp—1, Ty + ¢($1, ...,xn,l)).
Dann gilt wegen (Vu)(x) = (Vv)(y)(V®)(x) die Gleichung

0= F((Vu)(x),u(x),x) = F(Vo)(y)(V®)(x),v(y), ¥(¥)), y=2(x),
d.h. fiir ein geeignetes G und €, C ®(Q):
G(Vou(y),v(y),y) =0, ye€ Q.
AuBerdem v = h auf T’y © ®(T) mit h(y) = g(¥(y)), d.h. (IL4) ist lokal fiquivalent zu

G(Vo(y),v(y),y) = 0in Q.
v=nh auf I'y

11.2.3. Bestimmung der Anfangsdaten fiir ) mit glatten Rand
Definiere xg = X(0), 2o = 2(0) = g(x0), po = p(0). Wie in Section II.1 gilt dann

dju(xo) = po,j = (9;9)(x0), j=1,..,n—1,
F(po, 20,%0) = 0.

eq:3
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Insgesamt erhalten wir somit die Kompatibilitdtsbedingungen:

X(0) = xo,
2(0) = zo,
p;(0) = (9;9)(x0), j=1,.,n—1 (IL.6)
F(p(0), 2(0), X(0)) = 0.

Der Punkt (xo, 20, Po) € R?"*! heiBit zuldssig, falls (I1.6) erfiillt ist. Beachte, dass zg
durch die Wahl von xq festgelegt ist. Existenz und Eindeutigkeit von pg ist nicht klar.

11.2.4. Nicht charakteristische Randdaten

In diesem Abschnitt wollen wir stets annehmen, dass (Xg, z0, po) € R**! zulissig ist.
Wir wollen (I1.6) jedoch nicht nur in x¢ € I', sondern in einer Umgebung von x¢ be-
trachten. Dies fithrt auf folgende Erweiterung von (I1.6):

X(0) =y,
p(0) = q(y),
2(0) = g(y), (IL.7)
q;(y) = (99)(y), j=1,.,n—1,
Fa(y),9(y),y) =0, y € Ux,,

wobei Uy, eine Umgebung von x¢ in I ist.

Lemma II.3. Sei Fy, (po,20,%0) # 0. Dann existiert eine eindeutige Lisung q von
(IL.7) fir y € I' nahe bei xo. In diesem Fall heifst (po, z0,%0) nicht charakteristisch.

Beweis:. Definiere G : R" x Uy, — R"
Gn(p,y) = F(p, 9(y).y).

Dann folgt G(po,x0) = 0 und

eq:4

1 0 0 0
e = | A 0
Op, F(Po, 20,%0) Op, F(P0,20,%0) -+ On—1F(Po, 20,%0) Op, F(Po, 20,%0)

Insbesondere gilt also det G(po,x0) = Op,, F'(Po, 20,%X0) # 0. Die Ezistenz von q in einer
Umgebung von x¢ in I folgt aus dem Satz iber implizite Funktionen mit G(q(y),y) =0

und q(xo) = Po-

Bemerkung I1.4. Falls I nicht flach xq € T ist, so ist xg € I' nicht charakteristisch
falls DpF(po, 20, %0)v(X0) # 0, wobei v die duflere Normale bezeichnet.
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11.2.5. Lokale Lésungen
OBdA sei I'' in diesem Abschnitt flach. Wir setzen

p(S) = p(ya 5) = p(yla -y Yn—1, 5)7
2(s) = 2(y,8) = 2(y1, -, Yn—1, 8),
X(s) = X(y, ) = X(y1, - Y1, 5).

Dann existiert eine eindeutige Losung von (I1.5) mit Anfangsdaten (I1.7) (Ubungsauf-
gabe). Wie im Anschnitt II1.1 miissen wir X invertieren.

Lemma I1.5. Sei (po, 20, X0) nicht charakteristisch. Dann existiert ein offenes Intervall
I C R um 0 und Umgebungen W C T' C R von x¢ sowie V. C R™ wvon Xq, sodass
fir alle x € 'V eindeutige s = S(x) € I undy = Y(x) € W existieren mit x =
X(Y(x),S(x)). Die Abbildungen S und Y sind C2.

Beweis:. Es gilt X(x¢,0) = x¢, X(y,0) = (y,0). Weiter

1 0 - 0 JpF(po,=20,%o0)
(VX)(x0,0) = | = =
0 e 1 8F’nle‘<p072’(07X0)
0 0 -+ 0 0p,F(Po,%0,X0),

d.h. det(VX)(x0,0) # 0 nach Voraussetzung. Die Behauptung folgt nach dem Satz tiber
die Umkehrabbildung.

Theorem I1.6. Unter den Voraussetzungen wvon Lemma (IL5) setze u(x) =
2(y(x),s(x)), p(x) = p(y(x), s(x)), wobei y, s, p und z wie oben definiert sind. Dann
qgult

F(Vu(x),u(x),x) =0, x€V,
u(x) =g(x), xeVnr.

Beweis:. Schritt 1: Lise (I1.5), (11.6).
Die Ezistenz einer Losung p(s) = p(y,s), z(s) = z(y,s), X(s) = X(y,s) von (IL.5)
und (I1.6) folgt unmittelbar aus der Theorie fiir gewéhnliche DGL.

Schritt 2: Es gilt f(y,s) = F(p(y,s),2(y,s),X(y,s)) =0 firy € W und s € I.
Wegen p(y,O.). = q(y), 2(y,0) = g(y) folgt f(y,0) = 0 firy € W. Weiter folgt mit
(I1.5) dann (Ubungsaufgabe)

0sf(y,s) =DpF(p,2,X) - 0sp + V.F(p, 2, X)0sz + Vx F'(p, 2z, X) - 0sX
:Dp(p7 Z, X)[_VZF(p> Z, X) P — VxF‘(p7 Z, X)] + DzF(pa Z7X)p : Vp]-?(p> Z, X)
+VxF(p,2z,X) - VpF(p,2,X)=0, sel.
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Schritt 3: Wir zeigen F(p(x),u(x),x) =0, x € V.. Mit Schritt 2 folgt direkt:

F(p(x),u(x),x) = F(p(Y (%)), 5(x)), 2(Y (x), 5(x)), X(Y (x), 5(x)) = 0.
Schritt 4: Wir zeigen p(x) = Vu(x), x € V. Zundchst zeige

ij (y,s v,s) = ply,s) - 0:X(y, s) (I1.8) [eq:thm:2

Oy, (y,s ij y,s y,s) =p(y,s) - Oy, X(y, 5). (I1.9) |eq:thm:2

Gleichung (IL1.8) folgt direkt aus (IL.5).
Fir (IL9) seiy € I', i € {1,...,n — 1} und setze

ri(s) = Oy,2(y,s) = P(¥,5) - Oy, X(y, 5)-

Dann qult

Hgr)thm:2.5-o0d
r(0) = g — aly) (BTG 2 2701
7“2(8) = 8yi832’(y, S) - 8Sp(y7 S) : a}’zX(y) 8) - p(y7 S) : 8yiasX(y7 S)‘

Aus (11.8) folgt

8}’za Z(y7 ) (8)’ p(Yﬂ )) : aSX(Y? 5) + p(y7 8) ’ 8Sain(Y) 8)'

(I1.10) |eq:thm:2

sowie

ri(s) = (Oy,p(y,s)) - 0sX(y,s) + p(y, 5)0:0y,X(y, 5)

— 0sp(y, ) - 0y, X(y,5) = P(y,5) - 0y;0:X(y, 5)

(8}’zp(ya )) ' VPF(p(yv S)v Z(ya 5)7 X(Ya S)) - [*VXF(p(yv S)’ Z(Yv S)a X(Y? 5))
- sz( ( 78)7 Z(Ya 5)7X(Y7 S)) : p(y7 S)] ’ aYiX(yv S)'

Mit Schritt 2 folgt
0=20y,f(y,s) = VpF(p(y,s), 2(y, ), X(y,5)) - Oy, p(y, s)

+V.F(p(y;s),2(y,5), X(y, ) - Oy, 2(y, )
+VxFE(p(y;s),2(y, ), X(y, ) - 0y, X(y, 5),

(IL5)

Damit erhalten wir

ri(s) = V.F(p(y,s), 2(y,5), X(¥,5)) - [0y, 2(y, 5)) + P(y, 5)0y, X(y, 5)]
= —V.F(p(y,s), 2(y,s), X(y,s)) - 1i(s).
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Aus der Theorie von ODE folgt, dass r; =0, s € I, i =1,...,n— 1 eine Lisung von

(I1.10) idst, d.h. (11.9) gilt. Wir berechnen mit Hilfe von (I1.8) und (I1.9):

Ox; u(X) ek 052(Y (x),S(x)) - 0x,;5(x) + Vyz(Y(x), S(x)) - Ox

J

=p(y,s)  VsX(y,s) - Ox;5(x) + p(y, s) - VyX(y,s) - Ox,
=p(y,s)- [VSX(y, 5) - Ox,;S(x) + V, X(y, s) ~6x.Y(x)] )

J

Wir miissen zeigen:

0sX(y,s)0x;S(x) + VyX(y,s) - Ox; Y(x) = 0;; (Kronecker-Delta)

Es gilt wegen X(Y (x),S(x)) = x:
dik, = Ox; Xy,

— VyX(Y(x), S(x)) - 0, Y(x) + VX (Y (x), §(x)) - Ox, 5(x).

Insgesamt folgt Ox;u(x) = p;j(y,s) und somit Vxu = p.

Beispiel 11.7. Wir betrachten eine lineare, homogene PDE, d.h.
F(Vu(x),u(x),x) = b(x) - V(u)(x) + ¢(x) - u(x), xeQ

Dann folgt mit

VPF(pa 2, X) - b(X)
V.F(p, z,x) = c¢(x)
VxF(p,z,x)=0.

und (IL5) (vgl. Ubungen)

Annahme: Sei ¢ = 0 und X(s) = b(X(s)) besitzt folgende Trajektorien.:
INSERT PICTURE

Y(x

an)

Somit ist z = const entlang jeder Trajektorie; aber beachte Kompatibilititsbedingung an

g, da die Funktionswerte am Rand vorgeschrieben sind.

Annahme: Sei ¢ = 0 und X (s) = b(X(s)) besitzt folgende Trajektorien:
INSERT PICTURE

Lésung ist nur glatt, falls g konstant ist.

Bemerkung I1.8. Insbesondere folgt aus obigem Beispiel, dass i.A. keine glatte Losung

existiert.
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II. Die Methode der Charakteristiken

11.2.6. Schwache Formulierung
Wir betrachten die PDE
Ou+ 0, F(u)=0 inRxRy

I1.12 : schwF
W(.0)=g iR (I1.12)  [eqrschur

Multiplikation mit ¢ € C°(R,R;) liefert:

o:/ooo/R(atuwa(u))wp
:—/Ooo/Ru~atg0+F(U)'amSO“‘/Rg"P(WO)

o heiit Testfunktion.

(II.13)  |eq:schuF

Definition II.9. Wir sagen, dass u € L>(R x R ) eine Integralldsung von (I1.12) ist,
falls (I1.13) fiir alle Testfunktionen ¢ € C°(R x R;) gilt.

Wir betrachten folgende Situation:
INSERT PICTURE

Hierbei bezeichnet v die &uflere Normale, u sei glatt in V; und V,.. C heifit Unstetig-
keitskurve, falls u in C nicht stetig ist (wovon wir im Folgenden ausgehen). Somit ergibt
sich

O:/u'BtngrF(u)'Bxgo:/(8tu+81F(u))go, p e CX(V)).
Vi Vi
Es folgt (fiir V,. analog):

O+ 0, F(u) =0 inV
I1.14 unste
du+0,F(u)=0 inV,. (IL.14) [eq:unste

Weiter gilt fir ¢ € C°(V):

O:/u-&g(p—i—F(u)-&vgp
v

- [oasarwies [ (g)ee- [ (ny)e

VUV, cnv cnv
(IL14) / ( Up — Uy ) L
Flu)—F(u)) "%
cnv

wobei u; der Grenzwert von links in C NV und w, der Grenzwert von rechts ist.

Sei nun C' gegeben durch {(z,t) : x = S(t)} fiir S: [0,00) — R glatt. Dann gilt

F(u) — F(uy) =S - (w — uy),

10



I1.2. Allgemeiner Fall

wobei

Mit der Notation

[[u]] = w — uy (Sprung in u entlang C')
[F(u)]] = F(w) — F(u,) (Sprung in F'(u) entlang C')
oc=2=5 (,,Geschwindigkeit“ von C')

lasst sich dies iiber
(F()) = o [u] (1L.15)

entlang der Unstetigkeitskurve C' ausdriicken. Gleichung (I1.15) heifit Rankine-Hugoniot-
Bedingunyg.

Beispiel I1.10 (Burgersgleichung). Setze

U2 1 fI,'SO,
Flu):=—, glx)=¢ 1—2 0<z<1,
2 0 z>1.

und betrachte

O+, (%) = 0inRxRy
u

(IL.16)
= gaufRx{t=0}

:burgers

Die (projizierten) Charakteristiken haben die Form [UA] Y (s) = (g(xo)s + x0, s), also
ist die Losung iiber

1 z<t0<t<l1,

u(z,t) =92 t<z<1,0<t<1,
0 =z>10<t<l

gegeben.

11



II. Die Methode der Charakteristiken

Fiir ¢ > 1 kreuzen sich die Charakteristiken. Setzte s(t) = 1 und

2
(2. 1) 1 z<s(t),t>1,
u(z,t) =
0 x>s(t),t>1.

Dann gilt entlang s:

121 02
Flu) =5 =5, Flu) =5 =0, w=1, u =0,
d.h. [[u]] =1, [[F(u)]] = % Die Rankine-Hugonoit-Bedingung liefert also o = % = 3.

0 =<0,

Wir betrachten nun I1.10 mit g(x) =
1 z=>0.

Dann ist sowohl

0 z<t/2 Loe>t,

T

ui(x,t) = " als auch ug(z,t) =< % 0<uz<t,

12 ) {1 x> 12 (1) o
x

eine Integrallosung von I1.10 ([UA] Uberpriife Rankine-Hugoniot-Bedingung).

Problem: Eindeutigkeit.

12



I1.2. Allgemeiner Fall

Im Folgenden nehmen wir an, dass wir von einem Punkt in R x R ausgehend entlang
einer (projizierten) Charakteristik riickwérts keine andere Charakteristik treffen.

Sei nun C' wieder eine Unstetigkeitskurve und P € C, so dass P von den Charakteris-
tiken Y7 und Y3 getroffen wird.

Dann gilt wegen Y;(s) = (F'(g(x;))s+x4,8), 1 = 1,2, 21 < x5 fiir die Charakteristiken,
dass

Fl(u)s + 1 = F'(uy)s + 2o = (F'(w) — F'(u))s = 29 — 11 > 0

. (IL17)
gl F'(u) >0 > F'(uy).

Diese Ungleichung nennt man auch FEntropie-Bedingung. Eine Unstetigkeitskurve
nennt man Schock falls (I1.17) und die Rankine-Hugonoit-Bedingung erfiillt sind.

Sei nun F gleichmifig konvex, d.h. F” > © > 0 fiir ein © > 0. Dann folgt wegen
F’ streng monoton wachsend, dass (I1.17) zu u; > u, dquivalent ist. Insbesondere ist F’
injektiv und surjektiv. Wir definieren

G:=(F)".
L " " u x <0,
Dann ist eine Integrallsung von I1.10 fiir g(x) = 0 und z € R, t > 0 gegeben
Up T >
durch
z
u(z,t) = TS o= w falls u; > u,
u >0 L
U T < Fl(w)
bzw. u(z,t) = G(§) F'(w)<F < F'(ur) falls u; < u,
Uy > F'(u,)

(ohne Beweis).
Bemerkung II.11.

(a) Im ersten Fall sind w; und u, durch einen Schock getrennt, im zweiten Fall durch
eine Rarefaction Wave.

13



sec:charInhom‘

sec:welleld

II. Die Methode der Charakteristiken

(b) Man kann zeigen, dass fir F konvex und glatt héchstens eine Integrallosung exis-

tiert, welche zusdtzlich

1
u(z + z,t) —u(x,t) < c(l—I—Z)z, r€R, z,t>0

fiir ein ¢ > 0 gentigt. Insbesondere sind diese Ldsungen eindeutig.

(c) Die Ezistenz einer Integrallosung ldsst sich mit Variationsrechnung zeigen, vgl.

Laz-Oleinik-Formel ([Eval0, Abschnitt 3.4.2]).

11.2.7. Inhomogenes Problem

Wir betrachten in diesem Abschnitt:
Ou+b-Vxu =f inR"”x(0,00)

u =0 auf R” x {t =0}.

Wie in Abschnitt 1 setzen wir

Dann folgt mit 0,41 = 0y, dass

2(s) = p(5)X(s),
aniu

(P (s) = (ataiu> (X(s))-X(s), i=1,...,n+1

() =p(e)- (}) = 1x00).

Integration der letzten Gleichung ergibt

z(t)—z(O):/f(X(s))ds:/o f(x0 + bs, 5)ds,
0

d.h u(xg + bt,t) = fot f(x0 + bs, s)ds. Mit x := x¢ + bt folgt dann

u(x,t) = /0 f(x+b(s—1t),s)ds.

11.3. Die Wellengleichung
1.3.1. Der Fall n =1

Wir betrachten zunéchst

0?u — 0?2

inRXR+
auf R x {t =0}

u 0
u
Ouw =h auf Rx{t=0}

14
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I1.3. Die Wellengleichung

Wegen (9; + 9:)(0; — O )u = 02u — 02u lasst sich 11.20 in

Oy — Ozu = in Rx R,
ov+0,v =0 in R x R4
u =g auf R x {t = 0}
v =h—0,9 aufRx {t=0}

umschreiben. Mit Abschnitt 1 folgt nun (b= 1)
v(z,8) = h(z —s) — (0z9)(x — s) =: a(x — s).

Mit Abschnitt 2.7 folgt analog (b= —1, f(x,s) = v(z,s))

u(z,t) = Oftv(m —(s—t),s)ds+g(z+1)

= fé a(r +t—2s)ds + g(x +t)

= %m[t a(y)dy + g(z +1t) (L21)
=3 mft h(y)dy — 5 z(f?xg)(y)dy +g(z+1)

r+t
=1 [ Wy)dy+ gz +1t)+ig(x —1)
x—t

Dies ist d’Alemberts Formel. In (%) wurde die Substitution y = x + ¢t — 2s, dy = —2ds
verwendet.

Theorem I1.12. Sei g € C%(R), h € C1(R) dann ist u € C3(R x (0,00)) definiert durch
hm:welle| 11.21 eine Losung von I1.20.

Beweis:. Nachrechnen.

Im nichsten Schritt betrachten wir

OPu—02u =0 inRy xRy
u =g auf Ry x{t=0}
O =h auf Ry x {t =0} (I.22)
u =0 auf {r=0} xRy

mit g(0) = h(0) = 0.
Idee: Erweitere u, g, h auf R, d.h.

—u(—2) ,x <0

15
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II. Die Methode der Charakteristiken

Falls u Gleichung (I1.22) 16st, so lost @

Ri—0,i=0 inRxR,
u=g auf R x {t =0}
di=nh auf Rx {t=0}
Nach (I1.19) ist @ tiber
~ ~ 1 x4+t
i(e.t) = 5(@la+ 0+~ 1)+ 5 [ Alw)dy
r—t

gegeben. Insbesondere folgt @(0,t) = $(3(t) + g(—t)) + 1 fft h(y)dy = 0 fiir t > 0 und

=

—_

u@t):{z<g<x+t>+g<w—t>>+;fjf;my)dy T30
’ Yglw+6) —glt—a)+ 1 " hiy)dy 0<z<t

Beachte: u ¢ C? falls ¢”(0) # 0

11.3.2. Der Fall n =3

Wir setzen
1 . ..
U(x,r,t):= ][ u(y,t) = 9B(x.7) / u(y,t) (Mittelwert iiber 0B(x,r)),
OB(x,r) 0B(x,r)
G(x,rt) = ][ g(y,t), H(x,rt)= ][ h(y,t).
OB(x,r) OB(x,r)

Betrachte nun
0P — Axu =0 in R" x Ry
u=g auf R" x {t =0} (I1.23) |eq:welle:
Ou=h auf R" x {t =0}
fiir g € C2(R™), h € CL(R™).

Lemma I1.13. ((Euler-Poisson-Darboux-Gleichung)

Sei x € R™ und u € C*(R" x R,) eine Lésung von (11.23). Dann gilt:

1
"TloU=0  inR.xR.

oU=H  auf Ry x {t =0}

O — 0*U —

r

16
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Beweis:. Mit

U(x,rt) = ][ u(y,t)dS(y)U:A ][ u(x + rz, t)dS(z)

OB(x,r) 0B(0,1)

folgt

oU(x,r,t) = ][ z(Vu)(x +rz,t)dS(z) = ][ y; (Vu)(y,t)dS(y)

8B(0,1) 0B(x,r)
Gaufs 1 .
= vvw.nasy) BT / ATy, 048
OB(x,r)
B, ) oa T .
- pey f @uenase) # L f (duy.nase).
B(x,r) B(x,r)

Analog ergibt sich
1
QU (x,7,t) = Au(y,t)dS - -1 Au(y,)dS(y). I1.25 :sndDU
Weert) = f Buy.0dSe)+ (-1 f Mu.odse). (112
OB(x,r) B(x,r)
Damit folgt U € C*(R™ x R) und
ling oU(x,r,t) =0,
e

izgg O2U (x,7,t) = —Au(x,t).

Aus (11.23) ergibt sich dann

1 1
o U(x,71,t) ][ 82 u(y,t / O?u(y,t)dy,
( )Tn_l B(x,r) ! ( )

wobei a(n) das Maf der Einheitskugel bezeichnet. Insbesondere erhalten wir

1

D2uly, t)dy. I1.27 eq:GlU
na(n) /B(Xﬂ”) bu(y;?) ( )

1o, U (x, 1, t) =

17
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Mit den Gleichungen (I1.27) und (I1.25) folgt dann

("o, U(x, 7)) =(n
n—11

B(x,r)

nfll—T” ][ (Au)(y, t)dS(y)

B(x,r)

+r

=t Gty nasty) =

OB(x,r)

— 1)r"20,U(x, 1, t) + " LU (x, 7, t)

nen [ aundse) et f Gumodse)

wobei wir im vorletzten Schritt |B(x,r)| = r"a(n) verwendet haben. Insgesamt folgt

(n — 1)r"20,U(x,r,t) + r" 102U (x,r, t) = " 10U

Teilt man beide Seiten der Gleichung durch v, so folgt die Behauptung.

Sei nun n = 3. Wir setzen U = U, G' = rG und H = rH. Dann folgt mit (I[.24)

fﬁzrfU:r@ﬁﬁ+%uﬂ:r&U+2&Uy:a@uw@U)

= 0,0,U = 9°U
und mit (I1.26)

92G(0) = 0- 02G(0) + 20,G(0) = 0,

d.h. U 16st
XU —0,U =0 in R, xRy
U=0G auf Ry x {t =0}
U =H auf R x {t =0}
U=0

auf {r =0} x Ry
Mit Abschnitt 1I.3.1 folgt

r+t

—r—+t

18
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I1.3. Die Wellengleichung

r+t

H(y)dy

—r+t

(11.29)

und
. L ﬁ(x,r,t)_ . 1~ ~ 1
u(x,t)—iz\n(z) U(x,r,t) =lmr \,0 . —hmr\,O(Qr(G(r—i—t) G(t r))—i-QT/
_ G )+ H) = % (tG (1)) + tH (1) = % (t ][ g ds) +t 7[ h ds.
OB(w,t) dB(xt)
Wie oben folgt
0 0
5 1 awase =g f sxrmas@= [ a(Voix+ta) dsia)
ot ot 9B(0,1)
OB(x,t) 0B(0,1)

y—x
[ YT ds(a)
OB(x,t)
Mit (I1.29) 16st u, definiert {iber
uxt)= o th(y)+9¥) + (v ~2)(T9)(y) dS(y)

OB(x,t)
lost (I1.23) Diese Formel heisst Kirchhoff’s Formel
Theorem II.14. Sein = 3, g € C?(R3),h € C}(R®). Dann ist die Losung von (I11.23)

tiber
u(x,t) = f thiy) + 9(y) + (y — (Vo)) dS(y) (I1.30)
OB(x,t)
gegeben.

Bemerkung I1.15. Obiger Ansatz kann auf beliebige, ungerade Dimension {ibertragen
werden.

11.3.3. Der Fall n =2

Leider ist keine Transformaion bekannt, welche die Euler-Poisson-Darboux-Gleichung
in eine eindimensionale Wellengleichung iiberfiihrt. Wir setzen w(z1,xo,xs,t) :=
u(x1,x2,t). Dann folgt nach Definition, dass u

O*i—0,u=0 inR>xR,
u=g auf R3 x {t = 0}
o = h auf R® x {t = 0}

19
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II. Die Methode der Charakteristiken

mit g(xq, 22, 23) = g(1,v2) und h(xq, T2, 23) = h(x1, 22) 16st. Setzen wir X = (11, z2,0),
so ist w nach Formel I1.29 iiber

gegeben.

Wegen

e L _ o (UA) 2 -
dS:/ gdS:/ g(y)(1 + |D?)? dy
]ﬁB(xvt)g At JoB(x,t) 47t? B(x,t) (¥)( 1DA1%)

wobei y(t) = (£2 — [y — x[*)2.
1
Mit y € B(x, ) folgt (V)(y) = 4(£2 — |y — x|*) "32(y — %)
2
1+ Dy =14 2= — 1

2 2
Ve-ly—x®  #oly=x]

__ 1 t
R 9(y) - dy:][ 9(y) dy
IB(X,t) 2rt Jpxt) (12 — |y — x|%)2 2 /Bt (12 —

Analog natiirlich auch ff h, sodass folgt:

2
- u(X,t) _ 18t(t2f g(Y) - dy) 4 t][ h(y) N dy
2 B(xt) (2 — |y — x|2)§ 2 JBeen) (12— |y —x[*)2

Weiter gilt

! Bt (12 — |y — af*)2 )

- at(ﬂ][ &t g
B(0,1) (t? — t22z2)2

= 5t(t][ M dz)
B(0,1) (1 —22)2

:][ 9<X+tZ>dz+t][ z(Vy)x +1z) W
(1)(1—22)% (0,1) (1—z2)%

y=x+tz 9(y) (Vo)y)ly —x) 1
N fB(Xt (1_( t )2) dy_i_t]é(xvt) (1_(th)2)% tdy

:t][ 9(y) + &y —x)(Vg)(y)
Bext)  (1—(y —x)?)3

M=

20
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I1.3. Die Wellengleichung

Also:

u(x,t) = 1][ t(g(y) + (y — x)(Vg)(y)) + t2h(y) iy
B(x,t)

2 (2~ (y = %)?)2

Insgesamt:

Theorem II.16. Sein =2 ,g € C?>(R?), h € CY(R?). Dann ist die Lisung von (I11.20)

tiber
1 tg(y) + (y —x)(Vg)(y)) + t*h(y)
u(zx,t) = = - d
(1) ]é(x,t) (t? — (y —x)?)2 Y

2

gegeben.

Bemerkung I1.17. Obiger Ansatz lisst sich auf beliebige gerade Dimensionen verall-
gemeinern.
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I11l. Harmonische Funktionen

Sei Q C R™. In diesem Abschnitt betrachten wir Losungen der Laplace-Gleichung.

Au=0 nQ
vy auf o0 )

fiir geeignetes g. Funktionen u € C?(f2), welche Au = 0 in 2 geniigen heiflen harmonisch.

I11.1. Grundlagen

Folgende Grundlagen aus Analysis II werden eine wichtige Rolle spielen:

Proposition IIL.1. Sei Q C R™ ein Gebiet mit gleichmdfligem C'-Rand. Dann gilt
/ divu = / uv, u€ Cl(ﬁ)”,u,aju e L' Q)" j=1,...,n
Q o0
Hier bezeichnet v die dussere Normale.
Beweis:. (UA)

Korollar II1.2. (Partielle Integration)

Unter den Voraussetzungen von (I111.1) gilt
/(@u)v —l—/ ud;v = / wvv; su,v € CHQ) v, 0v,u,0u € L(Q)
Q Q a0

Beweis:. Seii € 1,...,n. Definiere U : Q — R"™ diber U = uve; Dann folgt mit (111.1)

/(@u)v—l—/u@-v:/@i(uv):/divU:/ UI/:/ uvy;
Q Q Q Q onN o0

Korollar ITL.3. (Green’sche Formeln)

Unter den Voraussetzungen von (I111.1) gilt
(a) [o(Au)v —ulv = [y vu — ud,v
(b) [oVuVv=— [ Av+ [, ud;v

(c) JoAu= [400u
fiir u,v € C*(Q) : v, O, 8;0v, u , du, du € L1 (Q)i=1,...,n
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Beweis:. Mit

(O1u)v
div(Vu)v = div = Z(@fu)v + Z(@iu)(&v) = (Au)v + (VuVo)

(anu)v =1 =1

folgt

/QvAu + VuVo = /Qdiv ((Vu)v) = /E)Q(Vu)vl/ = /89((9,,u)v (I11.2) @

Analog:

/QU(AU + (Vuav) = /BQ udyv (ITI1.3) |eq:green:
= (a), (b)
(c) (UA)

I11.2. Eigenschaften von harmonischen Funktionen

111.2.1. Mittelwerteigenschaft
Proposition II1.4. Sei u € C%(Q) harmonisch. Dann gilt

u(x) = ][ u = ][ u (I11.4)
OB(x,r) B(x,r)

firx € Q und r > 0 mit B(x,r) CC Q. (II1.4) heifit Mittelwerteigentschaft auf

Beweis:. Setze ®(r) = faB(x ) u(y). Dann gilt (vgl. Beweis von Lemma 11.13)

r

@(r) =" 7{9 RCORL

Da w stetig ist, folgt lim,\ o ®(r) = u(x), d.h.

u(x) = faB(xﬂ u(y)

Mit Kugelkoordinaten folgt weiter

T = Iy 1 =00 ™ s =i | =

Wobei na(n)s" ! dem Mafi der Kugelschale und a(n)r™ dem Map der Kugel entspricht.
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II1.2. FEigenschaften von harmonischen Funktionen

Proposition IIL.5. Seiu € C*(Q) mit
u(x) = ][ u
OB(x,r)

fiir jede Kugel B(x,r) CC €. Dann ist u harmonisch.

Beweis:. Annahme: (Au) > 0 fir ein xo € Q.
Dann ezistiert ein v > 0: (Au)(x) > 0 fir x € B(x,r). Nun gilt fir ® wie im Beweis
von (I111.4) mit x = xg:

0=23o'(r) = ][ (Au) > 0 Widerspruch!
B(xo,r)

111.2.2. Maximumsprinzip

In diesem Abschnitt sei 2 C R” stets beschrankt.
thm:3.6] Theorem IIL.6. Seiu € C?(Q) N C(Q) harmonisch. Dann gilt

(a) maxu(x) = max u(x)
xe0 x€0)

(b) falls xo € 2 mit u(xp) = maxu(x) und Q zusammenhdingend
x€e€)
= u ist konstant.
Beweis:. Sei xg € Q: u(xo) = M =: maxu(x). Dann folgt mit (111.4)
x€ef)
M = u(xq) = ][ u<M
B(xo,r)

Gleichheit gilt genau dann wenn w = M in B(xg,r). Damit ist die Menge M =
{xeQ:u(x) =M} offen und relativ abgeschlossen in Q. Insbesondere M = ) falls
Q zusammenhdngend.

(a) folgt aus (b) (UA)
Bemerkung II1.7.

(a) Analog zu (I11.6) ldsst sich ein Minimumsprinzip beweisen. (UA)

(b) Betrachte eine Lisung u € C*(Q)NC(Q) von (IIL1) fir Q zusammenhingend und
g > 0. Dann folgt u > 0 in Q falls g # 0

indeutig| Theorem IIL.8. (Eindeutigkeit) Sei Q@ C R™ beschrinkt. Sei g € C(09), p € C(Q).
Dann existiert héchstens eine Losung u € C?(2) N C(Q) von

—Au=pin Q, (I1L.5)
u = g auf 0.
Beweis:. Seien u1, ug € C%(Q) N C(Q) Losungen von IIL.5. Dann gilt
—A(uy —ug) =0 in Q,
uyp — uo = 0 auf 09).

Mit dem Mazimums- und Minimumsprinzip folgt uy - us = 0.
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III. Harmonische Funktionen

I11.3. Regularitat
Theorem II1.9. u € C%(Q) besitze die Mittelwertseigenschaft auf Q. = u € C®(Q).

Beweis:. Sei n. ein radialsymmetrischer Mollifier. Setze u® = ne * u in
Qe :={x € Q: dist(x, 0N) > e€}. = u® € C*°(Qe). Es gilt nun

u(x) = / e (1% — ylu(y) dy = / e (Ix — yl)u(y) dy

Q B(x, €)
—/ / Ne (r)u(r, -)dSdr = /77e / (r)u(r, -)dSdr
0 8B(x,r) 0 OB(z, )

= [nloste, Dl = [ nlle = shayu(z)
0 B(z, €)
=u(z), = € Q,

d.h. uw € C*®(Q). Dabei haben wir im vierten Schritt verwendet, dass n. radialsymmetrisch
und somit konstant auf der Kugelschale ist. Auflerdem erlaubt die Mittelwertseigenschaft
von u den sechsten Schritt.

Bemerkung ITI1.10. Theorem I11.9 sagt nichts iiber das Verhalten von u am Rand aus.

111.4. Lokale Abschatzungen fiir harmonische Funktionen

Theorem II1.11. Sei u harmonisch in Q). Dann gilt

a Ck
|(V )(XO)’ < W Hu”Ll(B(xo,r)) (HIG)
fiir jede Kugel B(xg,7) CC Q und jeden Multiindex o mit |a| = k. Hier ist

1 n—1 k
CO = ) Ck = (2 nk) .
a(n)

a(n)

Beweis:. via Induktion.

Fall k = 0 folgt aus MWE (UA).

Faoll k = 1: (Beachte O;u ist harmonisch.) Mit der Mittelwerteigenschaft und Korol-
lar II1.2 folgt dann

2n
|O5u(x0)| = ][ diu| = NEAT / uvi| < —= flull e opxo, 1)) -

(%0, 5 9B(xo, 5)
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alytisch

I11.5. Liouville

Hierbei haben wir in letzten Schritt laB(xo, %)‘ = %S?) verwendet. Wegen x € 0B(Xo, %)
folgt B(xo, 5) C B(xp, ) C 2.
1 2\ "
169 < = (2) Ml -

on  [2\" n /2\"H!
= Do) < —2 () Il = 7 () ol 2 e, vy -

ra(n) \r r
Die Behauptung gelte nun fir k-1. Dann gilt fir o mit |o| = k, dass D*u = 9;DPu fiir
eini € {l,...,n} und B mit |3| = k-1. Wie oben gilt

[V¥u(xo)| < nTk HDBUHLOO(aB(XO, )

und fiir v € 9B(xq, §) gilt B(x, &) C B(xq, r) C Q. Wie oben folgt mit (UA)

(27 n(k — 1))
)n+k—1 ||u||L1(B(x0,T))’

(D)) <

a(n) (%r

2n+1nk k
a0l < & s -

111.5. Liouville

Theorem III.12. Seiw : R®™ — R harmonisch und beschrankt. Dann ist u konstant.
Beweis:. Sei xg € R", r > 0. Dann folgt mit Satz 111.11

ontly 1 ontly q C

|(Vu)(xo)| < Wm ||uHL1(B(x0,r)) < a(n) Tnﬂa(”)?“n Hu||L°°(R”) - Hu||L°°(R")’

d.h. |(Vu)(xo)| = 0 folgt fiir r — oo. Dann ist u konstant.

111.6. Analytische versus harmonische Funktionen

Theorem III.13. Sei u harmonisch in , d.h. fir alle xg € Q existiert ein x > 0,
sodass

u(x) =Y (X_nf"w(pau)(xo), x € B(xo, r).
n=0

Beweis:. Beweisidee: Zeige mithilfe von II1.11, dass die Taylorreihe konvergiert. (UA)
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III. Harmonische Funktionen

I11.7. Harnack-Ungleichung

Theorem II1.14. Sei V CC Q zusammenhdngend. Dann existiert ein C' > 0, welches

nur von V' abhdngt, sodass

sup u(x) < C inf -u(x)

xeV xeV
fiir alle nicht-negativen harmonischen Funktionen u € C%(Q) gilt. Insbesondere ist fiir
alle x,y € V erfiillt:

& uly) < Ul < - uly).

Beweis:. Seir := %dist(V, 00Q). Wihle x,y € V mit |x —y| <r. Dann gilt

u(x) vzr ][ u(z) dz > a(n)12”r" / u(z) dz = 2% ][ u(z) dz MWE %u(y)

B(x, 2r) Bly,r Bly,r

1

2—nu(y), x,yeV, |x—y|<r

Uberdecke V mit endlich vielen Kugeln mit Radius 5. (V CC Q) und B; N\ B;—y # 0 fiir
i=2,...,N. Dann folgt u(x) > QHLNu(y) fiir alle z,y € V.

= 2"u(y) > u(x) >

In den folgenden Abschnitten werden wir eine Darstellung der Losung der Poisson-
Gleichung

Ay = f in R" (IT1.7) |eq:poiss

der Form u(x) = [ k(x —y)f(y)dy = (k * f)(x) mit einer geeigneten Funktion k
R

herleiten. Die Funktion k heifit Fundamentallésung. Im néchsten Abschnitt diskutieren
wir zunéchst einige bené6tigte Resultate aus der Distributionentheorie.
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renzwert

IV. Einfiihrung in die Distributionentheorie

IV.1. Der Raum der Testfunktionen D(2)
In diesem Kapitel sei 2 C R” stets offen. Wir setzen

D(Q) = {u € C*(Q) : supp u ist kompakt} = C2°().
Eine Funktion ¢ € D(Q2) heifle Testfunktion.

Beispiel IV.1. ¢ definiert diber

1
e =lel?, x| <1,
o(x) = Il
0, [ =1,

ist eine Testfunktion mit ¢ € DR").

Definition & Lemma IV.2. Sei (¢;) € D() und ¢ € D(2). Dann ist lim ¢; =
j—o00
v in D(Q) =

(i) 3K € Q@ mit suppp; C K, j €N,

(ii) lim [[D%(p; — @)l =0, Vo € Nj.

Theorem IV.3. Seien (p;), (¥;) C D() mit lim ¢; = ¢ und lim ; = fir ¢, ¥ €
D(Q). Dann gilt o jHOO

(a) lim (ap; + 5v;) = ap + B, a, € C.

(b) ]lirgo Ve; = V%, fir alle a € Nj, d.h V*: D(Q) — D(QQ) ist stetig.

Definition & Lemma IV.4. Setze D'(Q) = {T: D(Q) — C: T linear und stetig},
wobei

T: DY) — C stetig = lim ¢; = ¢inD(Q) = lim T'p; = Te.
j—00 j—00

Wir schreiben
<T, ¢ >=T(p).

T € D'(Q) heift Distribution.
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1V. FEinfiihrung in die Distributionentheorie

Theorem IV.5. Sei T : D(Q2) — C linear. Dann sind dquivalent:
(a) T e D(Q),

(b) VK € Q3C' > 0, N(K,T): [Te| <C- > [|[D%|, ¢ € D(?)
lo|<N
mit supp on C K.

Beweis:. (a) = (b):
Annahme: Die Behauptung ist falsch. Dann ezistiert K € € so, dass fiir alle N € N ein
onN € D() mit
supppn C K und |T',| > N Z 1Dl o
la|<N

Ton _

existiert. Setze oy = on/|Ton|. Dann gilt lim ¢n = 0, aber |[T'on| = Ton] =
N—o00 N

1, was
einen Widerspruch zur Stetigkeit darstellt.
(b) = (a): (UA).

Bemerkung IV.6. In der Situation von Satz IV.5 heifst T von der Ordnung N auf K.
Fall T von der Ordnung N ist fiir alle K C Q kompakt, so heifit T von der Ordnung N
auf Q.

Beispiel IV.7. (a) Die Dirac’sche J,-Distribution. Fir a € Q setze (6q, ¢):= ¢(a),
v € D(R). Falls 0 € Q schreiben wir 6y = 9.

(b) Der Cauchy-Hauptwert.
Sei 2 =R. Wir setzen

(0, o) =tim [ #ar, e pim)

X e—0 X
|z|>0
Beachte: 2 ¢ Lio(R).
. 1 . o 1
(c) Sei Q2 =R. <m, <p> = l% [ —=e(x)de.
—oQ

(d) Fir f € L}, (Q) ist Ty : D(Q) — C definiert tiber

loc

(Ty, @)= fodx.
/

Beweis:. (b) Sei (pj) C D(2) mit lim ¢; = 0. Dann existiert ein a > 0, sodass
j—00
supp ¢ C [—a, a], j € N. Es gilt nun

1 ) — 0.:(0

lim #(2) = lim |;(0) / Zdx + / de

e—0 x e—0 T T
|x‘25 ES‘LB‘SCL 5§|$‘SCL
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1V.2. Elemetare Operationen mit Distributionen

0
Sliilg)/“¢;”mdx:2a“¢9}}m — 0 fiir 3 — oo.

—a

(d)Sei (¢j) C D(Q) mit lim ¢; = 0 in D(Q). Dann existiert ein K C Q kompakt mit
j—00

supp ¢; C K, j€ N und lim [|p;|| = 0. Weiter gilt
j—00

lim (T}, @;)] = lim ‘ / fosda
J—00 J]—00 K

< lim gl [ fdo=0.
J]—00 K

(a), (c) (UA).
Theorem IV.8. Es gilt Ty = 0 in D'(Q) genau dann, wenn f =0 fast diberall.

Beweis:. Die Riickrichtung ist klar.

"'=':8ei Ty =0 in D’(Q). Dann gilt fir K CC Q, dass [ fedz =0, ¢ € C°(K). Da
f € D'(K) folgt f =0 fast iiberall (UA).

IV.2. Elemetare Operationen mit Distributionen

IV.2.1. Multiplikation mit einer Funktion
Sei a € C®(Q), T € D'(Q2). Wir definieren (aT', p) = (T, ayp), p € C2°().

Beispiel IV.9. (a) Seia € C°(2) mit 0 € Q. Dann gilt ad = a(0)d, denn
(ad, ) = (9,ap) = a(0)p(0) = (a(0)3,¢), ¥ € D(Q).

(b) Es gilt xpu(2) =Ty, denn

<xpv(i),s0> = <pv(i),w> = lim %w P = /Rw = /R]lw =(T1, ¢), p € DR).

|z|>€

IV.2.2. Ableitung der Distribution

Nach Satz IV.3 (b) ist V¢ : D(Q) — D(Q) stetig. Wir definieren fiir T € D’(2) und
a € N7,

(VT, ) i= (~1)H (1, V%) , ¢ € D(Q). (1v.1)

Bemerkung IV.10. (a) Sei f € C°°(2). Dann gilt fir alle o € Ny, dass
(VOTy, ) = (=1)lN(Ty, Vo) = (—1)°‘I/QfVa<P = (-1 /Q(Vaf)@ = (Tvey, #), ¢ € D(Q).

(b) V€ L(D(Q)) fir o € Ny, da V® linear und stetig ist. (UA)
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1V. FEinfiihrung in die Distributionentheorie

(c) Leibnitz-Regel
Seia € C*(Q), T € D'(Q). Dann gilt fir o € N§, dass aT € D'(Q) und

Vo) =Y <g> (V3a)(VPT).

BLa

(d) Sei f € W*P(Q). Dann gilt VOTy = Tgay, a € N, |a| < k.

Beispiel IV.11. (a) Die Heaviside-Funktion

1 >0
H(x) — Y € )
0 =<0
ist ein Element aus D'(R). Es gilt
o0

(b) Sei o € Nj. Dann gilt

(D, @) = (=1)1(5, DY) = (=1)lI(D¢)(0), v € D(Q).
(c) (log(|z]))" = pv(3), denn

(Un(|))), ) = = (Inl|z]), ¢) = —/Rln(lfﬁl)d(fv)dw

=~ lim (/ e} o)z + | Zn<w>w’<x>dx>

MWS
ne(—ee)

(3 ) +lim [1(e2e" )] = (m(3). 9)). 0 € DAV
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1V.3. Faltung

IV.2.3. Der adjungierte Operator

Sei A= Y. aoD® ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten a, € C und
la|<m

T € D’(2). Dann gilt
e IV.1 || a ] e
(AT, o) = Z ao DT, ¢ ) = Z (=)' (T, anD%) = ( T, Z (=)', an D%
laj<m laf<m |o|<m

= (T, A*p), o € D(Q).

A*:= > aqD® heifit der zu A adjungierte Operator .

laj<m

Beispiel IV.12. A =3"" | 2. Dann gilt A = A*.

IV.3. Faltung
Fiir a € R” sei (Tag)(x) := ¢(x — a). Wir definieren die Translation von T € D' (R")
(raT’, ) := (T, 7-ap), ¢ € DR").
Weiter sei ¢(x) = ¢(—x) fiir ¢ : R® — C. Dann heifit
(T, ) :==(T,¢), ¢ € D(R")
Spiegelung.
:Faltung| Definition IV.13. Sei T € D'(R"), p € D(R™). Wir definieren die Faltung T * ¢ via

(T + @) () := (T, Txp)-
Firr f € L} (R") und g € D(R") gilt (UA)

(f * 9)(x) = Ty (7x9)-
Beispiel 1V.14. Es gilt

(0% ) (x) =< 6, 7xp >= (7x¢)(0) = »(x), ¢ € D(R)

d.h. §xp=p.

FaltDiff| Theorem IV.15. Sei T € D'(R™),p € D(R"). Dann gilt T * ¢ € C°(R") und
0;(T )= (0;T)xp=Tx(0j¢),j=1,...,n.
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1V. FEinfiihrung in die Distributionentheorie

Beweis:. Schritt 1: T * ¢ ist stetig
Fiir x,x € R™ gilt:

Foo(y) — Ixpy) = p(x —y) —p(x—y), y € R™

Insbesondere folgt:
lim 7,1 = 7xp in D(R"), d.h.
X —X

lim (7, T ) = (T, Txp).

’
X —X

Also
lim (T 9)(x') = (T % ) ().
Schritt 2:

Sei h € R™\{0}. Dann gilt fir x,x € R":

1, . 1 n
7 (Pcthesp = Txp) = S lp(x+hei —y) —px —y)l, y € R
d.h.
1
}llin% E(%xﬂzei@ — Txp) = Tx(0ip) in DR"),i =1,...,n.
Also:

8i(T * QD)(X) = limh_>0 % < T, 7~—x+hei90 — 7~'ng >
limp, 0 < T, %%erhei(P —Txp >

< T,7x(0;p) >
= (Tx*(0ip))(x),i=1,...,n,0 € DR"

= 0;(T *¢)(x) = (T % 0;p)(x),x € R", o € D(R").
= 0;(T * ¢) stetig in R™.
= T xp e C®(R").

Wegen
Oy, p(x—y) = O p(x—y), X,y ER"i=1,...,n
folgt
Ok, (Txp) = —Tx(Ox,p) i =1,...,n
und damit

Ox, (T * ) (x) = (T % 0;¢p) (x) = (T, 7% (9ip)) = — (T, Ox, (Txp))
= (0;T, 7xp) = ((0;T) * ¢)(x), x€R" ¢ € DR").
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1V.4. Fundamentallésung

IV.4. Fundamentall6sung

Sei A =37, j<m @aD® ein Differentialoperator mit konstanten aq € C und T' € D' (R")
mit AT = 6. Dann gilt fiir f € D(R"):

u:=TxfeC*R")
ist eine Losung im Sinne von Distributionen, da
Au=ATx )= (AT = f)= (0« f) = f.

Definition IV.16. Sei A =", aoD®. Eine Distribution T € D'(R") mit AT = §
heifit Fundamentallosung von A in R™.
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V. Fundamentall6sungen

In diesem Abschnitt berechnen wir einige Fundamentallésungen explizit. Im Allgemeinen
kann man allerdings nicht erwarten, dass eine Fundamentallésung explizit berechnet
werden kann.

Theorem V.1 (Laplace-Operator). Firx € R"\{0} setze

a@man X =3

N(x) := log|x| n =2

31x| n=1

Dann ist N € L _(R™) und es gilt

loc

AN =4 (i. S. v. Distributionen).

Beweis:. Sein > 3. Fiir e > 0 setze

]. 2—n
NE = 2 2 7.
() = s ()3
Dann gilt: N© € C*°(R"™) und
1 2—n 2—77, 1 —-n
N€(x) — 2, 2y%nq O — 2, 2
8] (X) TL(Q—’I’L)OZ(TL)(‘X‘ +€ ) 2 9 X] na(n)(‘x‘ +e€ ) 2 XJ
—1 n —n 1
2 nTE 2 2\ 5+—1 2 A
PN () = s I+ ) F 2+ s (P )
_ —1 2 2\ 2 —-1_2 1 2 2
= —(|x|*+¢€)2 xj+na(n)(|x| +e%)2

Mit Lebesgue folgt:
lir%(N — N Ap) =0, ¢eDR").
€E—>

Weiter gilt
(ve.80) = [ NAp= [ (AN o€ DERY)
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V. FundamentallGsungen

und
AN(x) = > 9?N“(x)
i=1
b e e ) 2 2
= oty (7 + 9 F ol 4+l 4 e
1 —n
= o+ A F e = )
Wegen
Lyx L1 %] \2 e | 1 2, 2\ 212 _ ¢
)= g (DT DF T = (i + ) F T = ()
und
[ dmdy= [ oy enFia 771 A
R rr () Y Y (r24+1)z+!
n—2
1 [* s n,_n nI(5)I(1
=c e ds = = f(=,1) = ~ =2 =1
2/0 n(s+1)§+1 5 25(2 ) 2T(5+1)
ist f€ ist ein Mollofier. Daraus folgt:
tiy [ £(3)e(y) dy = liny [ F¥)el) dy =00 = (.¢). o€ D).

R’ﬂ
Fall n=1,2 (UA).
Theorem V.2. (Wellengleichung) Sei E : R? — R definiert diber

1
Bto) = 42 >l
0 t<|x|

Dann ist E € L}, (R™) und es gilt
O'F — 0*F = .

Beweis:. (UA)
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VI. Greenfunktionen

In diesem Abschnitt sei Q € R™ stets offen und beschrinkt mit 9Q € C. Wir betrachten

—Au=f, in ),

w=g, auf O (VL1)

VI.1. Herleitung der Greenfunktion

Sei u € C%(Q) beliebig und seien x € 2 und € > 0 so, dass B(x,€) C Q. Weiter sei N
die Fundamentallosung des A und V, := Q\B(z, €). Mit der Green’schen Formel folgt:

[ u@N) (5 %) = Ny - x)8u(y) dy (VL.2)

- / u(y)8N(y - x) — N(y - x)8,u(y) dS(y) (VL3)

wobei v die duflere Einheitsnormale auf 0V ist.

Wegen AN (x—y) = 0 fiir  # y ergibt sich mit der Darstellung der Fundamentallgsung

0B(x,€)

/ N(y —x)0,u(y) dS(y)| < ce® ! max |N|
OB(x,¢)

e2™m >3
<ce" ' loge] n=2

14 n=1
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VI. Greenfunktionen

Weiterhin gilt VN (y) = —ﬁ(n)# fiir y # 0 (U.A.) und es folgt

1
UANG =) aS() == [ ubxry) v ase)
dB(x,¢) 0B(0,¢)
y y
= u(x + — - —= dS
R T
0B(0,¢)

0B(0,¢)
11
= o) e u(x +y) dS(y)
0B(0,¢)
—  uly) as(y).
OB(x,¢)

Damit kénnen wir in (VI.2) zum Grenzwert € — 0 iibergehen und erhalten:

u(x) = / Ny — x)duly) — u(y)dN(y - x) ds(y) - / N(y - x)Au(y) dy. (VI4)
o0 Q

Gleichung (VI.4) erlaubt uns u zu bestimmen, falls wir Awu in  und w, d,u auf 99 ken-
nen. Leider gibt uns (VI.1) keine Informationen iiber d,u auf 0Q2. Wir wiirden allerdings
unsere PDE iiberbestimmen, wenn wir die Werte von d,u auf 9€) zusétzlich vorschreiben
wiirden. Daher gehen wir folgender Idee nach:

Idee. Finde fiir alle x € Q eine Funktion N* = N*(y) mit den Eigenschaften

AN* =0, mn €,
N* = N(y —x), auf 0.

Angenommen wir haben eine solche Funktion bereits gefunden. Mit den Greenschen
Formeln folgt dann

- / N*(y) Auly) dy = / u(y)B, N (y) — N*()d,uly) dS(y)
Q o0

_ / u(y)0,N*(y) — N(y — x)d,u(y) dS(y)
oN
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3

V1.2. Eigenschaften der Greenfunktion

und damit erhalten wir aus (VI.4) die Darstellung

/N — X)0u(y) — u(y)dN(y — x) dS(y /N _ x)Au(y) dy

9]
/N — x)8,uly) dS(y) + /u( )9, NX(y /Nx )Au(y
— / u(y), (N(y - x) - / N¥(y)) Auly) dy,
o0 Q

welche den ungeliebten Term 9,u nicht mehr enthélt. Diese fithrt uns zur Definition der
Greenfunktion.

Definition VI.1. Die Funktion G(x,y) := N(y —x) — N¥(y), x,y € Q, x # y, heifit
Greenfunktion in Q. Setzen wir die Definition von G in obige Darstellung von u ein, so
sehen wir, dass in diesem Fall ist die Losung von (VI.1)durch

u(x)=— [ 9(y)0.G(x,y) dS(y Gx,y)f(y)dy, xeQ (VL5)
Jroamns- fo

gegeben ist.
Bemerkung VI.2. Seix € Q. Dann erfillt Gx(y) := G(x —y) die Gleichung

—AGx = 0x, inQ,
Gx =0 auf 0f).

Beweis:. U.A.

VI.2. Eigenschaften der Greenfunktion
Theorem VI1.3. Firx,y € Q mit x #y gilt G(x,y) = G(y, x).
Beweis:. Wir schreiben Gx(z) = G(x,z) und Gy(z) = G(y,z) fir z € Q. Dann gilt

AGx =0, z#ux,
AGy =0, z#y,
Gx(z) = Gy(z) =0, auf 0.

Setze V.= Q\ {B(x,¢) UB(y,€)} fire >0 klein genug. Mit den Greenschen Formeln
und obigen Eigenschaften von Gy und Gy folgt:

/ (0,Gx) Gy — (0,Gy) G dS(z) = / (0,Gy) G — (0,Gx) Gy dS(2).
0B(x,¢) 0B(y,e)
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VI. Greenfunktionen

Da Gy glatt nahe bei x ist, gilt analog zu Abschnitt VI.1.

lim / (0,Gy) Gx dS(z)| < lim ce"™' sup |Gx| =0
e—0 e—0 B(x,¢)
B(x,¢)

und da Gx = N(x—2z)— N*(z) mit N* glatt in Q gilt, erhalten wir mit der aus Abschnitt
VI.1 bekannten Rechnung:

e—0 e—0

lim (0,Gx) Gy dS(z) = lim / OyN(x — z)Gy(z) dS(z) = Gy(x).
8B(x7€) 8B(X,E)

Insgesamt ergibt sich damit

lim [ (8,Gx) Gy — (8,Gy) Gx dS(2) = Gy(x) = G(y,x)

OB(x,€)

und vollig analog natiirlich auch

li_r% (0,Gy) Gx — (0,Gx) Gy dS(z) = Gx(x) = G(x,y).

OB(y,e)

Erinnern wir uns jetzt noch daran, dass nach dem ersten Schritt des Beweis beide Li-
miten gleich sind, folgt wie gewiinscht G(x,y) = G(y,x).

VI1.3. Die Greenfunktion im Halbraum

In diesem Abschnitt bezeichne N wieder die Fundamentallosung von A in R™. Wie in
Abschnitt VI.1 gezeigt, miissen wir fiir x € R"} eine Funktion N* = N*(y) mit

AN* =0, in R},
N*=N(y —x), auf oRY,
bestimmen, um die Greenfunktion im Halbraum angeben zu kénnen.

Idee (Reflexion). Setze N*(y) = N(y — X), wobei X = (21, ,Zpn_1, —2y) die Spiege-
lung von x an OR} ist.

Wegen x € R" \ R gilt damit AN*(y) = AyN(y —x ) = 0 fir y € R} und nach
Definition gilt N*(y) = N(y —X) = N(y — x) fiir y € OR"}. Diese Beobachtung liefert
uns unmittelbar

Theorem VI.4. Die Greenfunktion in R’} ist G(x,y) = N(y—y)—-N(y—X), x,y € R}
mit X #y.
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V1.3. Die Greenfunktion im Halbraum

Beweis:. U.A.

Wir betrachten nun

Au=0, inR",
* (VI.6) |eq: 5
u=g, aufdR].

Eine direkte Rechnung zeigt zunéchst:

1 Yn —Tn  Un + Tn
na(n) [|x—y[" |y —x["

8ynG(x7 y) = 8)'nN(y - X) - aynN(y - i) = -

Damit folgt

2z, 1 n
aVG(XaY) = —8ynG(X7Y) = - |n7 y € 8R+a

na(n) [x —y

und Formel (VL.5) liefert und eine Darstellung der Losung u von (VL.6) :

2xy, 9(y)
= d R . VI.7
u(x) na(n) / Xyt Y XER+ (VLT)
oR?

Die Funktion K(x,y) := nix(’; ) ﬁ definiert fiir x € R, y € OR"} heifit Poissonkern.
Es gilt nun

Theorem VI.5. Sei g € BC(R" 1) und u durch (V1.7) gegeben. Dann gilt
(a) ue C®RY)NL>(RY).
(b) Au =0 in R7.
(c) xliniou(x) = g(x0) fiir xo € R’}

Beweis:. Wir unterteilen den Beweis in 3 Schritte.

Schritt 1: Sei x € M fest. Dann ist y — G(x,y) harmonisch firy € RY \ {x}. Wegen
Satz VL3 gilt G(x,y) = G(y,x), so dass fir y € R} die Abbildung x — G(x,y)
harmonisch fir x € R\ {y}. Insbesondere ist x — K(x,y) = —0y, G(x,y) harmonisch
firx € R, y € OR"}.

Schritt 2: Es gilt (U.A. fiir Freunde des Rechnens):

/ K(x,y)dy = 1.

OR"

Insbesondere erhalten wir fiir x € R die Abschditzung

lu(x)| = / K(x,y)9(y) dy| < 19l oo omrn ) K (%) 1 o) = N9]l o< omr ) -
B
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VI. Greenfunktionen

Dies liefert uns ||“”L°°(8R7}r) < HgHLoo(alRﬁ)' Da x — K(x,y) harmonisch fir x € R},
y € OR" folgt u € C*°(R%) (U.A.). Daher gilt

Bulx) = [ Ac(xy)gly) dy =0, xR,
oR™

Es bleibt also nur noch (c) zu zeigen.

Schritt 3: Sei xg € OR'. und € > 0. Wihle § > 0 derart, dass fir alle |g(y) — g(xo| < €
firy € OR"t mit |y —xo| < 9§ gilt. Damit folgt:

[u(x) — g(x0)| = /K(XJ) [9(y) — g9(x0)] dy
pR™

IA

K(x,y)[9(y) — g(x0)] dy

DR N B (x0,8)

n / K(x,y)[9(y) — g(x0)] dy
R\ B(x0,6)

= Il + IQ.
Nach Wahl von § gilt
L <e / K(x,y)dy =e
oR?

Den zweiten Term schitzen wir fir alle x € R} mit |x — xo| durch

Iy < 2|9l Lo (amr) / K(x,y) dy
IR\ B (x0,0)
2z, 2"

na(n) |y — xol
OR™ \ B(x0,5)

< 2||gll oo (omn)

ab, wobei wir genutzt haben, dass fiir x wie oben undy € ORI\ B(xo,d) nach umgekehrter
Dreiecksungleichung |y — x| > % ly — xo| gilt. Fiir x — xq folgt somit Iy + I — 0 und
wir haben auch (c) nachgewiesen.
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VII. Allgemeinere Differentialoperatoren

In diesem Abschnitt stellen wir einige allgemeine Resultate iiber Fundamentallosungen
dar. Thre Beweise wiirden allerdings den Rahmen dieser Vorlesung sprengen.

Theorem VII.1. (Malgrange-Ehrenpreis, siche [Ehr5]], [Ehr55], [Mal5]], [Mal56]) Sei
A= Z\a|<n ao D ein Differentialoperator mit a, € C auf R™. Dann existiert eine
Fundamentallsung fiir A.

Beweis:. ohne Beweis.

Betrachte einen Differentialoperator L der Form
Lu = 0w — A(t,z, Vau)u

mit A(t, z, Vau) =35 oy ap(t,z)VE + 2 |kj<2m a(t, ©)VE ap € CHCHa)2m Q) wo-
bei Q = [0,Ty] x Q, fiir ein [ € N, € (0,1) und 2 C R" beschriinkt mit
90 € C?mHi+a Wir betrachten fiir 7 > 0:

ou(t,x) — A(t,x, Vyu)u(t,x) = f(t,x), x€Q,t>r,
u(t,x) =0, x €0, t>T, (VIL.1)
u(T,x) = up(x), x € Q.

Definition VIL.2. (a) Sei A wie oben. Dann heifit A gleichméBig elliptisch, falls
Y k=2 @ X)Eky -, > a0 [E7™ mit & € R™\{0},¢ € [0,Tp),x € Q fiir ein
ag > 0.

(b) Sei L wie oben. Dann heifit L (gleichméBig) parabolisch falls A gleichméBig elliptisch
ist.

Die Greenfunktion von (VII.1) erfiillt dann tiber

WG(t,x,1,€) — A(t,x,V,u)G(t,x,7,6) =0, x€Q, t>T,
u(t,x) =0, x€d, t>r,
u(T,x) =0g, x €,

definiert. Falls G existiert und schon genug ist, ist die Losung u von (VIL.1) durch

t
ult,x) = / / Gt %, 7, €)(r,€) dé dr + / Gltx,m, €)u€) d&, t>7 zeQ,
0 Q Q

gegeben.
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VII. Alligemeinere Differentialoperatoren

Theorem VIL3 ([EAI70]). Sei L gleichmifig parabolisch. Dann ezistiert eine Green-

funktion G : Q x Q@ — R wvon Problem (VIL.1). Dann ezistieren C,c > 0:

1
_g2m \
_ntamEq K fc(‘x\tfh )

VGO S Ct—7) T B e ,

2mkoy + k| < 2m +1, (t,x),(1,€) € Q,

_ n+2mkg+i+a —C(

VLGt x,T,€) — OVLG(t, %0, T, g)) <Clx—x0|*(t—7)"" 2m e
(t7x)7 (T’E)v (t,XO) € Q € Q7

Hier: |x* — ¢ = min{|x — &|, |xo — &|}, ¢ = 2m — 1.
Beweis:. Ohne Beweis.
Beispiel VIL.4. Sei Q C R" beschrankt mit 92 € C* und A = A. Dann gilt

nt k| x—g|

]afoviG(t,x,T,g) <Clt—7)""2 R T (tx),(1,€) € Q.

Beweis:. UA

Theorem VII.5 ([EdI?O]). Sei A gleichmdfig elliptisch und unabhdngig von t. dann

geniigt die Greenfunktion Gy von

(A~ Aux) = f(x), x€Q,
u(x) =0, x € 01},

der Abschitzung

) 1 falls n + |k| < 2m,
VEGA(x, €)| <CetoFA-BI7Thel § - flog|x — €| falls n+ [K| = 2m,
Ix — &P KF2m falls o+ K| > 2m,

fiir lg, B > 0 und Re\ > B.

Beweis:. ohne Beweis
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VIll. Temperierte Distributionen

In diesem Abschnitt definieren wir die Fouriertransformation auf den temporierte Dis-
tributionen S’(R™) C D'(R™).

VIIl.1. Der Raum der schnell-fallenden Funktionen

Wir setzen

SR™) = {f € CFR") : [[flla,p = supzern

:E’gDO‘f(x)‘ < oo,a, € Nyt
S heifit Raum der schnell-fallenden Funktionen. Im Folgenden setzen wir

[l = sup |Ifllas-

{laf<m,|a|<m}

dfn: 8.1| Definition VIIL1. (f;) C S(R") konvergiert gegen f in S(R") genau dann wenn
hmjﬂoo Hf] - me = 0 fiir alle m € Np.

rem: 8.2 Bemerkung VIIL2. (a) S ist ein Fréchetraum.
(b) D(R™) c S(R™).
(c) x — e~ € S(R™)\ D(R™).
Beweis:. UA

Die Fouriertransformation ist auf S iiber
Fu©) =) = [ Ul dx, ¢ R

definiert.

thm: 8.3| Theorem VIIL3. (a) F € L(S(R")).

() (Vou)(€) = (i€)*a(€) fir o € Np.

o —

(¢) (=(x)*u)(§) = (Va)(§).

(d) F:S — S ist ein Isomorphismus und

(F~u)(€) = a(é) = (2m)"u(-¢€), € ER™
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VIII. Temperierte Distributionen

(e) Fir f,ge S gilt [+g=fg.
(f) Fir f,g € S gilt fg=(=)"F*.
(9) Fir f,g €S gilt [pn fG=(5=)" [on [T

Beweis:. siche Funktionalanalysis, UA.

VIIl.2. Temperierte Distributionen

Wir definieren den Raum der temperierten Distributionen iiber S'(R™) = L£(S, C).
Theorem VIIL.4. Sei T : S — C linear. Dann sind dquivalent:

(a) T € S'(R™)

(b) Es existiert m € No,C > 0 :

<T,p>|<Clel,,, »es.

Beweis:. =: Annahme: Die Behauptung ist falsch. Dann existiert fir alle m € N ein
©m mit |om| < 1/m und |<T,pn >| = 1. Es gilt limy,— o0 pm = 0 in S(R™), aber
limy, oo = |< T, m >| = 1. Das ist ein Widerspruch zu (a).

<: klar (Betrachte Nullfolge).

Definition VIIL5. Seien 7;,T € S’(R"),j € N. Wir sagen lim; .o, 7; =T in S” wenn

lim <Tj,o>=<T,¢ >, ¢ecSR").

J]—00

Theorem VIIL.6. Seip € [1,00]. Dann gilt:
DR™ <% S(R™) — LP(R") — S'(R") — D'(R")
Beweis:. D(R™) C S(R") : klar
DR <% S(R™) : U4
S(R™) C S(R™) : Fiirp € [1,00) gilt

L1500 e = [ e ()1 ) ax

1
< p ——dx, < p .
< [ e < Ol £

p = oo klar.
Weiter gilt LP (R") = (LP(R™)) — S'(R™) fiir p € [1,00), Der Fall p = oo lisst sich
durch Nachrechnen zeigen.

Wegen D(R™) <% S(R™) folgt S'(R™) — D'(R™).
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VIII.2. Temperierte Distributionen

Beispiel VIIL.7. (a) 6 € S'(R™).
(b) x+— e* € D'(R™)\ S'(R™).

(c) Seim € Ng und f : R" — C mit [p, (14 [x|)7'[f(z)|dx < oo fiir ein k € N.
Dann ist Ty € S'(R™), wobei wir (T, @) := [gn fo setzen.

Beweis:. UA.

Definition VIIL.8. (a) Seien 7" € S'(R"™), ¢» € S(R™), p Polynom. Wir definieren
DT, pT, T iiber

(DT, ) = (—1)\*NT, D) € S(R"),
(pT, ) == (T, pp) ;i € S(R™),
(WT, ) == (T, ¢p) ,pp € S(R™),

Dann sind DT, pT', YT € S'(R™).

(b) Sei T € S'(R™). Wir definieren 7" (oder auch FT) als
<T’ 90> = <Ta @> P € S(Rn)

Theorem VIIL.9. Die Fouriertransformation F ist ein (stetiger) Isomorphismus auf
S'(R™). Es gilt
(F7IT, @) =(T,F'¢) TeS'R"),pc SR

und weiter F~'T = (2m)~"™ FT.

Beweis:. Da F : S(R") — S(R™) und T : S(R™) — C stetig sind, ist auch F : S'(R™) —
S"(R™) stetig, denn mit T,, — T in S'(R™) gilt:

lim (75, ) = lim (T,,,p = (T,¢) = (T, ¢) ,p € SR")

Also T,, — T in S'(R™). Sei T € S'(R™). Dann folgt mit VIIL.3
(FUFT o) = (FT,F o) = (T, FF o) = (T, ¢) ¢ € SR,

d.h. F71F = Idgi(ny. Analog gilt FF 1= Idgirny. Weiter gilt

~
~ ~ ~

(T, ) = (T,¢) = (T, (2m)"¢) = (2m) (T’ ).

Theorem VIIL.10. Sei f € L*°(R"™). Dann gilt

e—0
RTL

(Ty,0) = lim { / IO £(E)eEdE, ) Lo € SRY).
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VIII. Temperierte Distributionen

Beweis:. Es gilt )
(Tpe=cr1, ) = (Tpe-er1, ) 1 € S(R™)

Mit Lebesgue folgt (Majorante ist |f$| € L'(R™)):

hm f( Je Xl dx—/f (x) ,peSER).

Damit folgt nun

lg% <Tfe*6| I, ¥ > - hm <Tfe e, P > <Tf 90> <Tf7 SD> P € S(Rn)
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IX. Fundamentallésung und
Fouriertransformation

Sei A = Z‘ al<m aoD?* ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten a, € C auf
R™ und ¢ eine zugehorige Fundamentallosung. Dann folgt mit VIII.3

1=0=A4d= Y aa(i€)"s,

laf<m

=A
d.h. formal "¢ = A~1”. Weiter gilt Au=f,daa= m =6- f = A’lf.
Beispiel IX.1. Sei A= A. Dann gilt A= —|€?, d-h. N(€) = —» & € R"\ {0}.
Es lasst sich also folgende Vorgehensweise ableiten:
@® Wende die Fouriertransformation auf die Gleichung an
@ Lose Gleichung im Fourierbild

® Anwenden der inversen Fouriertransformation liefert die Fundamentallosung.

Theorem IX.2. Die Fundamentallosung von

K (t,x) — AxK(t,x) =0 ,t>0,xeR"
K(0)=9¢
. 1 _x? n
zstK(t,x):We i, t >0, x € R".

Beweis:. Fouriertransformation in x liefert

QK (t,€) — |EPK(t,€) =0 4> 0,6 €R"

K(0) =1

Nachrechnen zeigt K(t,€) = e~ &%t (9tf(?x) = 0K (t,&) und die Riicktransformation
ist UA.

Sei A € ) g fiir ein © € (0,7),n > 3. Wir betrachten nun

ANy — AN = 4.
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IX. Fundamentallosung und Fouriertransformation

Die Fouriertransformation liefert

AN, — [€]° Ny = 1

Folglich gilt N = ez = pyormatomgey = W2V <}) ¢ € R", wobei

o (&l ) 1
N = .
< \% |A| etarg(A) + ( €] >2

Weiter gilt:

Daher geniigt es, F~'N zu bestimmen.

Theorem IX.3. Sein > 3 und © € (0, 7). Dann existieren C,c > 0 mit

INy(x)| < Ce VI~ x e R", A€ S.

|X\"
Beweis:. Nach Theorem VIIL.10 geniigt es fiir € > 0 und ¢, |0] < ©
(s — . ei(x,€) el
(x) = (2m) Y ’5’26 dg
R?’L

zu berechnen und dann € gegen 0 gehen zu lassen.
Schritt 1: Sei R € L(R™) eine Rotation, d.h. RT' = R™! und det(R) = 1. Dann gilt:

. i(Rx,€) ci(x.RTE)
NE(RX) — (27r)n/ € e—cIEIdE — (271')" / A —e|£|d£
Rn

e + €]
R™

anT{ ei<Xﬂ?> _ RiT
£ ony [ o mergpe
Rn

v el

. et{x,m) el - .
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Daher lisst sich 0.B.d.A. x = (21,0, ...,0) annehmen mit 1 > 0.
Schritt 2: Kugelkoordinaten in (&2, ...,&y).

zx 13
// 0 S —eV (& H)n=2g, ge,
el

—1-524—7"2

zac (14r -
// H(tr)n (A+rm)2+r2 T dr dn
e+ ((1+7r)m)?+ 2 L+7

Schritt 3: Cauchy-Integralsatz
Es gilt:

D z— @142 st holomorph auf C und

leixl(l—ﬁ—r)z‘ < e—xl(l—i-r) Im(z) » e C.

)

r2

“*”2] ist holomorph auf C\ {iR} und
—e(1+r 222
SRl c o L ee ).

—e(1+4r) [z (1_5 ]

—e(147r 22
@ z—e () [+

Weiter ist z +— e fiir v > 0 holomorph in einer Umgebung um

0.
@ e+ (1+7r)2)2+r2=0 < 2= —fﬁt?)"; = z4(r) =i ?194:"33 Weiter gilt
(UA)
I < —
R e R T e B

Insbesondere folgt also % < larg z4(r)| < # und /C(O) < |zx(r)] < 1
Weiter gilt

1

, S— z€C, |z| >2.
e? (1+17)z)

<
+ 72

==
(z = 24(r)(z = 2-(r))

2

Fiir r > 0 setze

I:={z€C:z=t+ir(0)|t], t € R}
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IX. Fundamentallosung und Fouriertransformation

mit k(0) > 0 klein genug. Dann folgt mit dem Integralsatz von Cauchy, dass fir r > 0

/ eiri (it o=V (+r)m)2+r2 2 dy
e + ((1+1r)n)2 +r? 1+

— / ei$1(1+r)z e ¢ ((147)2)2+r2 T‘n_Q dz
e + (1 +7)2)2 +r? 14+r

T

Der Satz von Lebesgue liefert nun

lim/ ' elr(1r)z oV (1+7)2)2 412 rn=2 ds
=0/ e+ ((14+7r)z)2+1r? 1+7r

r,

eixl(l—i-r)z yn—2
= i d
/629+((1—|—T)Z)2+1"21—|—7“ ‘

r

Eine weitere Anwendung des Integralsatzes von Cauchy liefert schliefslich

ds =
(1+r)z2)2+r2147r i 2y —z- 147

eizl(lJrr)z =2 eizl(lJrr)z_ =2
et +

Yr

wobei v, einen geeigneten geschlossenen Weg um z4 bezeichnet.

Schritt 4:
o0 o
lim NE(X)‘ = ¢ [ emmIFNn=3gp — cemem1 [ gmemryn=3g,
e—0
0 0
o0
= 1
S=x1Tr — — — —
= cem L [ emosgn 31:“;’ " —ds
T
0

e—C1 x 3 e~ C1
— —CS . N—
=— /e s"Pds < c —
x T
Loy 1

Mit einer Gleichung wie (IX.1) fir N¢ folgt dann (UA)

1 1 n
hI%N;\(X)’ < £ eVl VIALT xeR"\ {0}

R 2 A7
< emarv/Px_ L
— |X’n72
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s=Linfty

ts.pneq2

X. Fouriermultiplikatoren

Definition X.1. Sei 1 < p < oo und m : R" — C eine beschrinkte, messbare Funktion.
Dann gilt:
Tonf =F 'mFf € L®(R")

fir f € S(R™). m heifit Symbol. Die Funktion m heifit Fouriermultiplikator falls
[T fller@ny < cllfllpe@ny V€ SR,
In diesem Fall kann 7}, zu einem stetigen Operator auf LP(R™) fortgesetzt werden.

Wir betrachten u — Au = f in R”. Dann gilt @ + |£?0 = f, d.h. 4 = (14 |¢[2)71/.
Frage: Ist (1 + |€]?)~! ein Fouriermultiplikator?

Theorem X.2. Seip = 2. Dann ist m : R™ — C ein Fouriermultiplikator genau dann,
wenn m € L=(R™).

Beweis:. Mit Plancharel folgt
1T fll ey = |5 mF £ o gy = e ImF Al 2y < ellmll ey I1F ]2y
< cllmllpoo ey 1 fll 2y, f € S(R)

Falls umgekehrt m ¢ L (R™) dann existiert eine Folge messbarer Mengen (Ay)nen und
(en)nen C RY mit

e 0 < ¢, — o0 fiirn— o
e 0< |4, <
o |m|>c, auf A,

Fiir g, := x4, gilt dann
ITnslary = [ 1m€)0n€)Pde > lnl = & lgnl ey

Insbesondere folgt aus dem Satz, dass & — ﬁ ein Fouriermultiplikator auf L?(R™)
ist. Der Fall p # 2 ist deutlich schwieriger.

Theorem X.3. Seip € (1,00) und m : R™ \ {0} — C eine Funktion. Falls eine der
Bedingungen
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fults.pneq2.keinOpti ‘

expl:homogen->mult ‘

tzungloesungMikhilin

X. Fouriermultiplikatoren

(i) m € CLIY R\ {0}) und €]/ DPm(€)| < cm € € R\ {0}, 18] < [5] +1
(siehe [Mik57])

(ii) m € C™"(R™\ {0}) und |€°DPm(&)| < ¢ ,&€ € R\ {0},3 € {0,1}"  (siche
[Liz63]).

mit ¢, > 0 erfillt, so ist m ein Fouriermultiplikator auf LP(R™) und
1Tl 2o (mny < €(n,P)em
Beweis:. Ohne Beweis.
Bemerkung X.4. Fir p # 2 sind keine optimalen Bedingungen bekannt.
Beispiel X.5. Sei m : R"\ {0} — C homogen vom Grad d € Ny, d.h.
m(C€) =('m(€) € €R"\{0},¢ >0

Falls m € C*(R™\ {0}), so ist D®m homogen vom Grad k —|3| fir |8 < k. insbesondere
erfiillt ein homogenes Symbol m € CL21(R™\ {0}) vom Grad 0 die Mikhilin-Bedingung.
In diesem Fall ist

Cm = 1Ma max |D%m
w= max max|Dm(n)
lof<| 5] +1

Beweis:. Firj=1,...,n gilt

(O (CE) = lim i EF ) = m(®)

=1
h
h—0 C ¢

= (N ym)(€), €eR"\{0},¢>0.

Der Rest folgt mit Induktion. Insbesondere gilt fiir ein homogenes Symbol m € CLz) (R™\
{0}) vom Grad 0:

\mm=b{m£N:%(5ﬂ3m?mm»:M<m,sﬂvww
\f’ \f’ In|=1
Weiter gilt

€12 DPm(e)| = €| ‘Dﬁm <|£\é|>’ = |€|/Pg| 18] ‘Dﬁm <|§)‘

= fax |D%m(n)| =: Mg < 00, & €R™\{0}.
"7:

Theorem X.6. Seip € (1,00) und X € Y ¢ fiir ein © € (0, 7). Dann geniigt die Losung
von
A — Au=f in R"

der Abschitzung

c n
|1 D%ul| Lo gny < rlﬂ 1l pgny, [ €LP(R"),k=0,1,2, |a| = k.
2

Die Konstante ¢ > 0 ist unabhdngig von A € ) .
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Beweis:. Es gilt (&) = my(&)f(£),&€ € R™ wobei my(&) = (|| + |€)2)~". Zeige (UA):

Die Mikhilin-Bedingung ist erfillt.

Bemerkung X.7.

(a) Beachte )\ffﬁ‘z ¢ L>(R") fir |B] > 2.

(b) Sei B € Ny. Dann gilt

1
1+ (¢

8 p_ 8" By
3 5/ 1+|§‘2§ f

fir o] <2, a < B. Mit Mikhlin ergibt sich

11 = &) fllwrrzm@ny < Crpllfllwragn)

wobei k € Ny, p € (1,00).
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XIl. Operatortheorie

X1.1. Abgeschlossene Operatoren
Im Folgenden seien X,Y Banachrdume.
Definition XI.1. (a) Eine lineare Abbildung
A:D(A) — X mit D(A) C X

heift linearer Operator. D(A) heifit Definitionsbereich. Ist A unbeschrinkt, so heifit
A unbeschrinkter Operator.
(b) Ein Operator A : D(A) — X heifit abgeschlossen, falls fiir jede konvergente Folge
(xn) € D(A) mit lim z, =z in X und lim Az, =y in X folgt, dass z € D(A)
n—oo

n—oo

und Az = y.
Beispiel XI.2.
A€ L(X) = A abgeschlossen (UA).
Definition XI.3. Sei A : D(A) — X ein Operator. Die Graphennorm ist definiert durch
l2lla = || Azllx + ll2l x
fiir x € D(A). Der Graph von A ist gegeben durch
G(A):={(z,y) e X x X : Jz € D(A) mit (z,Az) = (z,y)}.
Lemma XI1.4. Folgende Bedingungen sind dquivalent:
(a) A ist abgeschlossen.
(b) (D(A),||-||a) ist ein Banachraum.
(¢) G(A) C X x X ist abgeschlossen.
Beweis:. (UA)
Definition XI.5. Sei A: D(A) — X ein Operator. Die Menge
p(A) :={A € C:(A—A): D(A) — X ist bijektiv und (A — A)~' € £L(X)}

heifit Resolventenmenge. Die Abbildung A +— (A — A)~! =: R()\, A) heiit Resolvente von
A. Die Menge o(A) := C\p(A) heiit Spektrum von A.
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XI. Operatortheorie

Lemma X1.6. Sei A: D(A) — X ein Operator. Dann gilt:
(a) p(A) # 0 = A abgeschlossen.
(b) A abgeschlossen = p(A) :={Ae€ C:(A—A): D(A) — X ist bijektiv} .
(¢) A€ p(A) = R\ A) € L(X, (D(A),[]-[a))-

Beweis:. (a) A € p(A), (xz,) C D(A) mit lim x, = x und lim Az, = y. Dann gilt

fir zn i= (A — A)xy:

lim 2z, =\z —y=2z= hm xp = lim R(\ A)z, = R\, A)(Az —y) € D(A).

Weiter gilt (A — A)z = (A — AR\ A) Az —y) =\x —y = Az = y.

(b) A€ C mit (A — A) : D(A) — X bijektiv = (A — A)~! ist abgeschlossen (UA). Mit
dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt, dass (A — A)~! stetig ist.

(c) (UA)
Bemerkung XI.7.

(A1)=C[ ]
D(Ay) = {feC'0,1]: f(1) =0}
(A1) =C und o(A3) =0

Definition XI.8. Sei A: D(A) — X ein Operator. Dann heifit A € C Figenwert von A,
falls es ein 0 # = € D(A) mit Az = Ax gibt. Die Menge 0, = {\ € 0 : A ist Eigenwert}
heif3t Punktspektrum.

X1.2. Das Bochnerintegral

In diesem Abschnitt seien f : I — X und f, : I — X stets Funktionen, I C R ein
Intervall und X ein Banachraum.

Definition XI.9 (Einfache Funktionen). (a) Eine Funktion f : I — X heiit Stufen-
funktion, falls

f= ZkaQk
k=0
fiir messbare Mengen Q, C I, n € N mit |Qx] <ocound z, € X (k=0,...,n).

(b) Eine Funktion f: I — X heifit messbar, falls sie punktweise durch Stufenfunktio-
nen approximiert werden kann, d.h. f(¢) = lim f,(¢), t € I f.i..
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XI1.2. Das Bochnerintegral
(¢) Eine Funktion f : I — X heiit schwach messbar, falls fiir alle 2/ € X’ die Funktion
t— (f(t),z') messbar ist.

(d) Eine Funktion f : I — X heiit separabelwertig, falls es eine Nullmenge Q¢ C I
gibt mit

F(I\Qp) ist separabel in X.

m:pettis| Theorem XI.10 (Pettis). Eine Funktion f : 1 — X ist genau dann messbar, wenn f
schwach messbar und f fast separabelwertig ist.

Beweis:. (UA)
Korollar XI.11.

(a) Sei f: I — X stetig. Dann ist f messbar.
(b) Sei X separabel. Dann ist f genau dann messbar, wenn f schwach messbar ist.

(c¢) Sei (fn) messbar und nhjglo fu(t) = f(t) fii. = f ist messbar.

Beweis:. (a) t — (f(t),2') ist stetig fiir alle 2’ € X'. Damit ist f schwach messbar.
Da {f(t) :t € INQ} dicht in f(I) ist, folgt die Behauptung mit Theorem XI.10.

(b) klar (mit Theorem XI1.10).

(c) (fu(t),z'y — (f(t),2)\Va' € X' = f ist schwach messbar. Sei Q,, Nullmenge, so
dass fn(I\S,) separabel ist. Setze Qo = |J O, dann gilt:
1

L] |QO‘ = 0
o A= fu(I\Q,) ist separabel.
n=1

o A ist separabel.
o F(I\(QNQ) C A wobei |Q =0 und lim f,(t) = f(t), t € I\Q.

Mit Theorem XI.10 folgt die Behauptung.

n
fn:11.12| Definition XI.12. (a) Sei f = > X xq, eine Stufenfunktion. Wir definieren
i=1

/f(t) dt == X; |0
I i=0

(b) eine Funktion f heifit Bochner-integrierbar, falls Stufenfunktionen f,, mit

o lim fu(t) = f(t); ffatel
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XI. Operatortheorie

o lim [, fult) ~ F(0)] dt =0

existieren. In diesem Fall definieren wir

/ f(t)dt = lim [ f,(t)dt
I I

n—oo

Bemerkung XI1.13. Das Bochnerintegral ist wohldefiniert.

Theorem XI.14 (Theorem von Bochner). Fine Funktion f ist Bochner-integrierbar
genau dann wenn f messbar und || f|| ist.

Beweis:. (UA).

Proposition XI1.15. (a) SeiT € L(X,Y) und f : I — X Bochner-integrierbar. Dann

ist T f Bochner integrierbar und

T/If(t) dt:/ITf(t) dt.

(b) Sei A : D(A) — X ein abgeschlossener Operator und f : I — X Bochner-
integrierbar. Weiter sei f(t) € D(A) ffat el und Af : I — X sei Bochner-
integrierbar. Dann st

/1 £(t) dt € D(A)undA /1 F(t) dt = /1 AF(t) dt.

Beweis:. (a) (UA)

(b) Betrachte (X x X, ||(z,y)| = ||z||+|y|). Der Graph G(A) von A ist ein abgeschlos-
sener Unterraum von X x X.
Setze
g_{] S GA) CXxX

t = (f),Af(?))

Nach Voraussetzung ist g messbar und

/I lo(®)]| dt = /l 1F@)] dt+ /l JAF@)] dt < oo

d.h. g ist Bochner-integrierbar und
/g(t) dt € G(A)
I

Sei m;, 1 = 1,2 diber
{XXX X
Ty *

(x17$2) — T
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em:11.17

ma:11.18

XI.3. Vektorwertige holomorphe Funktionen

definiert. Da m;,i = 1,2 stetig sind, folgt mit (a)

[usnar=([1rla [1a50] at) e o),

/1 1£(®)] dt € D(A) und A /I 1F(0)] dt = /I IS dt.

d.h.

Proposition XI.16 (Dominierte Konvergenz). Seien (f,) Bochner-integrierbare Funk-
tionen und

lm fo(t) = f(t), f.fatel
n—oo
Weiter sei || fn(t)|| < g(t) fiir eine integrierbare Funktion g : I — R. Dann gilt

(a) f ist Bochner-integrierbar.

() [ IF )] dt = T [, £2)] at.

(c) Tim [, () = falt)] dt = 0.
Beweis:. (UA).

Bemerkung XI.17. Fubini gilt auch.

X1.3. Vektorwertige holomorphe Funktionen
Sei ) C C offen und X ein Banachraum. Dann heifit f : Q — X holomorph, falls

f/(Zo) — }Lli% f(ZO + h})L B f(Z[)) eX
heC\{0}

z0+he)

fiir alle zg € Q existiert. f heifit schwach holomorph falls

Q —-C
z =< f(2),2 >

holomorph fiir alle 2’ € X" ist.

Lemma XI.18. (a) Sei f : Q@ — X schwach holomorph. Dann gilt fiir zg € Q und
r >0 mit B(z,7) C

flz) = 1 /(z) dz.

21 8B(zo0,T) Z — 20

(Cauchy-Integralsatz)
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XI. Operatortheorie

(b) Sei f:C— X schwach holomorph und beschrinkt. Dann gilt f = K fir K € X.

Beweis:. (a) Mit Proposition XI.15 folgt

in 1 /
<f(zo),x,>CIS¥ (C./ Mdz
211 OB(z0,r) Z— 2

1
=< / 1(z) dz, 2’ >, 2 €X'
211 OB(z0,r) Z — 20

Mit Hahn-Banach folgt f(z) = ﬁ fBB(zo ") IE) gy und damit die Behauptung.

zZ—20

(b) Sei zg € C. Fir 2/ € X' ist g(z) =< f(z) — f(20),2" > beschrinkt. Weiter gilt
g(z0) = 0. Also folgt mit Hahn-Banach und dem Satz von Liouville, dass g(z) =0
undf(z) — f(z0) =0.

Lemma XI.19. Sei Q C C ein Gebiet und f: Q — X eine Funktion.
Dann sind dquivalent

(a) fist holomorph
(b) fist schwach holomorph

(c) Fiir alle zg € Q ex. € >0 und (a,) C X:

flz) = Zan(z —20)", z € B(z0,€)
n=0

Weiter gilt:
1 f(z)

ay = — — L dz
" 2m /(93(z0,r) (2 = z0)"*!

Beweis:. (UA)

X1.4. Resolvente und Spektrum
Proposition XI1.20. (a) Sei A: D(A) — X ein Operator. Dann ist p(A) offen und

p(A) — ZL(z)
A — R(\, A)

holomorph.

(b) o(A) ist abgeschlossen.
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ma:11.22

X1.4. Resolvente und Spektrum

Beweis:. Sei \g € p(A). Dann gilt

)\—A:)\—)\o—l—)\o—A:Id—(()\Q—A)R()\O,A))()\o—A)

d.h. mit der Neumann’schen Reihe folgt X € p(A) fiir |\ — Xo| < |[R(Xo, A)|| ™" und

R(AA) = 3 [(Ao = MR, A)]" R(Xo, A).

n€Ng

Proposition XI.21. Sei A € Z(x). Dann gilt
e o(A)#0
e 7(4) C B, |A])
Beweis:. (UA)
Sei A, € p(A). Dann gilt:
R(MA)—R(u, A) = R\ A)[Id— (A — A)R(p, A)]

[
= RO\ A)[(p = A) = (A = A)IR(p, A)
= (b= MR A)R(p, A)

Diese Identitat nennt man Resolventenidentitit.

Lemma XI.22. Sei A: D(A) — X ein Operator und Ay € p(A).
Dann gilt:

(a) o(R(Xo, A\ {0} ={(ho—N)7": Aeo(A)}
(0) op(R(Xo, A))\ {0} = {(ho = M) A€ ap(A)}

Beweis:. (a) Sei p € p(A) mit u # Ao. Dann gilt

1 (Ao —A4) = (Mo —p)
— R(Xg, A) =
Ao — p (o, 4) Ao — p
uw—A
= RN, A
pv— (Ao, A)

R()\[), A)

d.h.

-1
( W 1_ 5~ RO, A)) = (Ao — 1)(ho — A)R(u, A)

C: Sei nun v € o(R(No, A)), v#0.
Annahme: v ¢ (Ao — o(A))7!

(XI.1) ’eq:lemma12.22
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XI. Operatortheorie

Wegen v = m folgt dann Ay — % € p(A). und mit (XI.1) folgt v €
p(R(Xo, A)). Widerspruch!
D:Seip=(No— N1 und X € o(A). Dann gilt:
PPN =A) = 2 (A= o = Ao — A)
= 12 (Ao — A) (A = X0)R(Xo, A) + Id)
= p(Ao — A)(p — R(Xo, 4))

Annahme: p1 € p(R(Xo, A))
Es folgt unmittelbar ein Widerspruch.

(b) (UA)

X1.5. Adjungierte Operatoren und der Annihilator
In diesem Abschnitt sei X stets ein Banachraum und A : D(A) — X ein dicht definierter
Operator, d.h. WX = X. Weiter bezeichne X’ den Dualraum von X.
Definition XI.23.
DAY ={2 e X' : I € X': (Az,2") = (x,y/), v € D(A)}

und
Alz" =+ fiir 2’ € D(A).
A’ heifit Adjungierte von A.

Im Folgenden untersuchen wir den Zusammenhang zwischen Rg A, Kern A, Rg A’ und
Kern A’. Hierzu definieren wir fiir M C X:

M+ = {2’ € X' : (x,2/) =0 Vx € M}.
M+ heiflt Annihilator.
Theorem XI1.24. Sei M C X und X reflexiv. Dann gilt:
(a) M* ist ein abgeschlossener Unterraum von X'
(b) (M*)*" = span(M)
(¢c) MCNcCX=NtcM-.
Beweis:.

(a) Sei 2’y € M+ und A\ € C. Dann gilt: {(x,2' + Ny} = (z,2') + XNz, y') = 0 fiir
r € M, dh. M* ist ein linearer Unterraum von X'. Weiter sei (x},) C M~
und limy, o ), = &’ fir ein 2’ € X'. Dann gilt (z,2') = (x,lim,2}) =
lim, oo (z,x!) =0 fiir x € X, d.h. M+ ist abgeschlossen.
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X1.5. Adjungierte Operatoren und der Annihilator

(b) Seix € M. Wegen (' i) = (x,2') = 0 fir 2’ € M+, folgt M C (M*)*. Wegen
(a) gilt auch span(M) C (M*)*. Sei nun xo ¢ span(M). Dann existiert nach
Hahn-Banach ein ¥’ € X' mit (z,2') =0, x € span(M) aber (xg,x’) # 0. Damit
folgt ' € M* und xg ¢ (M+)*.
(c) (UA).
hilator2| Theorem XI.25. Sei X reflexiv, D(A’) dicht in X'. Dann gilt

(Ker A)* = (Rg A')
(RgA)* =Ker A",

Beweis:. Seiy’ € RgA’. Dann folgt nach Definition
0= (Ax,2") = (2, A'2') = (z,y), =z €Ker A,
d.h. RgA' C (Ker A)*. Sei nun x € (Rg A')*. Dann folgt

0= (A7 i,) = (x, A'2) = (Az,2’), 2’ € D(A),

d.h. Az =0 (beachte: D(A’)X/ = X'). Mit Theorem XI.24 folgt

Rg A" = (Rg A)* o (Kern A)*.
Insgesamt folgt Rg A’ = (Kern A)*. Der Rest ist (UA).
Beispiel XI.26.

(a) Seip € (1,00), A, : W2P(R") — LP(R™). Dann gilt nach UA Kern/\, = {0}.
Wegen AN, = Ny (UA) folgt Rg Ay = LP(R™) aus Theorem XI.25.

(b) Wir wissen bereits, dass (1 — Ap)WHP(R™) = LP(R"), d.h. (1 — A\p) ist surjektiv
fiir alle p € (1,00). Sein nun u € Kern (1 — Ay). Mit partieller Integration folgt
dann fir ¢ == (1 — Ap) "1

o= [ =t~ [ w-2)e= [ w. ver@).
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nsistenz

halbraum

XIl. Der Laplace-Operator in Gebieten

In diesem Abschnitt sei stets p € (1,00). Weiter sei Apgn : W2P(R™) — LP(R™) der
Laplace-Operator auf R". Wir sagen A, gn ist die LP-Realisierung des Laplace-Operators
auf R™. Wir wissen bereits, dass (A, gn) C (—00, 0] und

c 3
RN, Dprn) fllpp ey < WHf”LP(R") fiir X € Xy, 6 € (0,7)

gilt.

XIl.1. Konsistenz

Definition XIIL.1. Es seinen X;, Xy Banachrdume mit X; <— X fiir einen Haus-
dorffraum X. Weiter seien A; : D(A;) — X; Operatoren mit A € p(A;) N p(Az) # 0.
R(A, A1) und R(A, A2) heiBen konsistent, falls

R()‘7Al)f = R()\vAQ)fa f € Xl mXQ

Vorsicht: Aus R(A, A1) und R(\, A2) konsistent fiir ein A € p(A;1) N p(Az) folgt im
Allgemeinen nicht, dass R(\, A1) und R(\, A2) konsistent fiir alle A € p(A1) N p(As2).

Beispiel XIL.2. R(\, Aprn), A € X1 ist konsistent fir p € (1,00), da die Darstellungs-
formel (entweder Fundamentallésung oder (\ + [£]?)~1) gleich ist. Daher schreiben wir
im Folgenden Agn.

XIl.2. Der Laplace-Operator auf R’}

Wir definieren
W2P(RR) N Wy P(RY)  — LP(RY)
APaRi =

u — Au
Theorem XIL.3. Sei 6 € (0,7). Dann gilt X9 C p(Dprn) und

C
A2

IV*ROA, Apgn ) fllomn <

||f||LP(R1) fur A€ 297 f € LP(RT-:-) und k = 07 172

Weiter sind R(A, Aprn) fiir alle p € (1,00) und A € X¢ konsistent.

Beweis:. (UA). Hinweis: Setze f geeignet auf R™ fort und nutze das entsprechende Re-
sultat auf R™.
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XII. Der Laplace-Operator in Gebieten

XI1.3. Der Laplaceoperator auf beschrankten Gebieten

Sei Q C R”™ beschrinkt mit 9Q € C2. Wir definieren

{Wlp(@) NWe?(Q) — LP(Q)
DNpo =
— Au

Theorem XII.4. Fiir 6 € (0,7) existiert K € R, so dass

e Yo+ K Cp(Lpa)

o [I1R(A, Bpo) fllzr) < wZmglflliro) fir A € B und f € LP().
Die Operatoren R(\, Ay ) sind firp € (1,00) und A € X9 + K konsistent.

Proof. Wir wollen mit Lokalisierungstechniken alles auf den Fall R} zuriickfiihren.
Schritt 1: Lokalisierung
Nach Voraussetzung existieren fiir ¢ < g9 und z¢ € 00 ¢4, und @z, . mit

® ¢y € C*(B(x0,¢))

o ¢yt € C%(¢ay e Blxo,€))
® buge(m0) =0

e Vg, :(0)=0.

0.B.d.A. (UA) gilt dies auch fiir 2o € Q (mit Vao.e =0, ¢zp.e(z0) # 0). Zu festem ey > 0
und beliebigem aber festem e € (0,€p) wéhle induktiv z{, ..., 2% , T 1, T 427, SO
dass

J Ne Ne+Me
5 & U B(zf,e) fir alle j und 09 C U B(x,e) und QC U B(zf,€)
i=1 i=1 i=1

beachte hierbei, dass 92 kompakt ist nach Annahme.
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Behauptung: Es gibt eine Konstante K (n), die nur von der Raumdimension abhéngt so
dass fiir alle € € (0, ¢p) und alle x € Q gilt
#{ie{l,...Ne+ M.} | z € B(z5,€e)} < K(n)
Beweis: Sei € € (0,€p) und i € {1, ..., Ne + Mc}. Dann gilt wegen |zf — | > € fiir i # g
dass
B (rg) b (5) =0

Weiter gilt fiir alle i mit B(x5 ,¢) N B(xf,€) # 0 dass |25, — x| < 2¢, d.h.

B(xj,€) C B(xj,,4¢)
Insbesondere gilt
. | B(x5,, 4¢)|
#{i # io | B(af,€) N B(xf,,€) # 0} < m =: K(n)
2

Wiéhle nun zu (B(z$,€))i=1,.. N.+Mm. eine Zerlegung der Eins, (v c)i=1,. N.4+m.. Wir
schreiben auch ®; . := ®,, . und €; . = Q, .
Schritt 2: Konstruktion der Resolvente. Fiir A € ) g setzen wir

HOES F(@70(2), & € Dic(Qie) = Qi

! 0 sonst
[Notation: ° heifit: - lebt auf dem Halbraum im transformierten Problem]. Auf dem

Halbraum losen wir mit Satz XII.3 und erhalten:
a5 == RO\, Agy) ff
Wir definieren nun
Ui(x) := (Tictii) () := ie(Pie(x)), 2 € Qi

und RS (z) := ZN6+ME Yie - ug
Dann gilt:
Ne+M.

A= ARSF = (A=4) 3 i
=1
Ne+Me
D Gieh = A)uf + [ e, Alus, (XIL.1)
Hierbei: [X,Y] = XY — Y X, also

[%’,e, A]f = ¢Z,€(Af) - A(%,ef)
:M_ (sz,e)f - 2(vwz,e|vf) _M
= _(Adji,e)f - Q(sz,e|vf)
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XII. Der Laplace-Operator in Gebieten

Setzen wir also (XII.1) fort:

Ne+Me
> Ui (The (A= D)) ) + el Tics AL + i Al

_fe
Ne+Me . Ne+Me

= > Ui T fi+ > VielTie, Al + [Vie, Alug =: (Id - S))f
=1 =1

=f =—S\f

Idee ist jetzt: zeige ||Sx|car(q)) < 1 fiir € klein und A grof§ genug. Dann folgt mit der
Neumannsche Reihe

R(\Ag) =R - ) Sy

da
( ZS,\> — ((ra-sy)- ZS,\) —(rd=8y)-(a-s07")f =
n=0

Schritt 3: ||Sx||lzr(q)) <1 fiir € klein und A grof§ genug. Es gilt:

[Tie; Aluj = A (P () — A4 0 i e) (w)

Nebenrechnung: Wir schreiben hier abkiirzend 0, ®; ((z) € R™ als Spaltenvektor. Damit
gilt:

Ok (5 0 Pie)(z) = (Ok05)(Pie(2)) - OpPie()

O (11 0 ®;.0) (x) = VaS(Pie(x)) - O Pie(x) + Ol
Nach Konstruktion gilt:

®ie(2))" (V205)0h(Pie(x))

V(I)i,G(x) = |Id+ R; .

V,¢i,e($/) 0
wobel R; . eine Rotation in R™ ist, V¢ =

= (01Bie, s On-19ic), ' = (1,...,5-1) und
V' @i el (mn) Klein, falls € klein genug. Wegen RZ = R; ! gilt

n

Y (Big)y, 050005(®ie(2)) (Rie),; = Ads(

J.k,j=1

D; ().
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Gebieten

XII1.3. Der Laplaceoperator auf beschridnkten Gebieten

Daher erhalten wir:

N6+ME
Z 1T A]US'HLP(Qi,e)
i=1
NetMe Ne+M.
S Z Hv'afHLp@w) ' HV2¢7:,EHLOO(R7171) + Z Hv2'&§
=1 i=1
=: S\f + S3F.

‘LP(QLE) ) Hvlqsi7€HLoo(Rnfl)

Weiter gilt

Ne+Me Ne+Me
Z HWZ‘,&A]@EHLP(QJ) < Z <Hv2wi:€HL°°(R"fl) + ||V7/1||L°°(Rn—1)) ’ ||“§‘||W1’P(Qi,e)
i=1 i=1

= S/
Wiihle nun (UA)
(1) €> 0 Klein so dass S5f < 1/4(|f|| o), f € LP().

(2) Ao so groB, dass S}f+ S5f < LA fllze@), A € Bxg0, f € LP(Q).

Schritt 4: Wir wissen also bereits, dass eine Linksinverse existiert. Die Existenz einer

Rechtsinversen folgt nun wie in Kapitel XI, Abschnitt 5 (Losbarkeit fiir die Adjungierte
impliziert Eindeutigkeit).

Schritt 5: Nach Konstruktion folgt die Konsistenz und die Normabschéitzung fiir die

Resolvente fiir A ausreichend grof3. O

Bemerkung XII.5. Obiges Resultat lisst sich auf unbeschrinkte Gebiete mit
Lgleichmafigem C%-Rand fortsetzen (vgl. [Ada75, Abschnitt 4.6] fiir die Definition von
sgleichmdafig®).
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XIHI. Funktionalkalkiil

XII1.1. Dunford-Funktionalkalkil

In diesem Abschnitt sei A stets ein beschrénkter linearer Operator und X ein Banach-
raum.

nfordDef | Definition XIII.1. Sei 2 C C ein Gebiet mit o(A4) CC Q und
H(Q):={f:Q~ C| f holomorph}
Wir definieren dann fiir h € H():

h(A) ::% R(A)R(X, A)dA
T Jp

wobei I' ein Weg ist der komplett in {2 enthalten ist und das Spektrum o(A) einmal
gegen den Uhrzeigersinn umliuft.

operties| Theorem XIII.2. Es gilt
rties:fg (a) fP(A)g"(A) = (f°4")(A), f,g € H(Q).
monomial (b) (Ak)b = Aka k € No.

ctrasake] (¢ 11PN < Carllfllz=r)-

B G

solvente| () (O‘O - ')_l)b (A) = R(Xo, A4).

Insbesondere ist
_ H>*(Q) — L(X)
e £M(A)

ein beschrinkter Algebrenhomomorphismus.
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XIII. Funktionalkalkiil
Beweis:. (a) Es gilt fir alle f,g € H(Q) (Cauchy):

by beay [ L ?
pg = () [ [ 5RO ARG A

1)\? )
- <2m) /Ff Fgf(A)g(u)[R(A,A)—R(M,A)](M_A) LdpdA

<%m) tAfA¥#/ Cdu fOOR QAAdA+:AfI¥A ALWLA VR(u, A)dy

T

= L[ g00FORO 4) = () (A).

2mi r,

(d) Sei fr, = (Mo — A)~L. Dann gilt

f)\o 27”/on
1
= / PuRO AN+ o [ BWRO. A

=0 (C;;why)
/ Fao(A

R(\ A)dA 1 [ RO\ A)

= - — dA
2 ri A— Ao 271 Jp, A— Ao
1 R(\A)
=R(N\p,A) — — dA
Qo A) =55 rA— Ao

Wegen U] ~ 7 und ||(A — Xo) 'R\, A)|| ~ =2 fiir r > 0 grof genug folgt nun

. R(\, A)
lim ———=dA=0
00 /I‘T A=Xo

und damit die Behauptung.

(c) Klar.
(b) k=0: Mit
B R(NA)  Id AR(NA) | MR(NA)
R()HA)*()\ )\O)A—A()i)\—)\()_'_ )\_)\0 + )\_)\0 *'f1+f2+f37
(d) und dem Satz von Cauchy folgt
1
Gy FR()\ , A)dA /fl )+ f2(A) + f3(A)dA
= O—i-AR()\Q,A) —l—)\oR(/\o,A)
= Id.

76



Beispiel

ielleOps

XIII.2. Sektorielle Operatoren

Rest ist UA.
Beispiel XIIL3. Sei Az := (—1,),z € X =: (*(N). Dann gilt
(a) A€ L(X),0(A)={-L|neN}u{o}.

(b) Fir f € H(Q) mit c(A) CC Q gilt

b(A) — 02— 02

Beweis:. UA.

XIM1.2. Sektorielle Operatoren

Definition XIII.4. (a) A heifit sektoriell, falls es k € R, € (0, 7) gibt so dass o(A4) D
Yok =29 Tk, D(A) = Rg(k — A) = X, ker(k — A) = {0} und auBlerdem

Cc

RN, A)llzxy < By

fiir alle A € > -

In diesem Fall schreiben wir A € S(Og, k) mit Og := supv. Og heifit Sektorialitits-
winkel.

(b) Sei ©® € (0,7) und k € R. Wir definieren

Ha((D 10)) == {f € Hop | f holomorph in einer Umgebung von k}

wobei
Has((Zre)®) = {f € H(X o)) | IfIh < oo}
und
FI95 = sup AN+ sup  [ATIFN)]
IA—k|<1 IAI>2k
re(Xke)° re(Xge)

Von nun an setzen wir k = 0 und A : D(A) — X sei ein sektorieller Operator. Wihle
O < 0 < Og. Fiir einen sektoriellen Operator definieren wir

1
27

)= o [ TORAA) O € Hal(S00))

wobei
T = {re® r > e} U{ee 1 p € (—0,0)}.

Hierbei ist € > 0 so klein, dass f holomorph in B(0,¢) ist. Insbesondere lduft I'. im
Holomorphiegebiet von f und der Resolvente von A.
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XIII. Funktionalkalkiil

rsteBmrkZuSektoriell| Bemerkung XIIL.5. (a) T'. muss in Abhingigkeit von f gewdihlt werden.

(b) f*(A) ist wohldefiniert nach Cauchy.

secDunfordProperties‘ Theorem XIIL.6. (a) Sei A € L(X). Dann gilt

FUA) = f(A), feHdThe)

(b) f1(A)g*(A) = (f9)(4) . [.9 € Ha(Xh0)-

—1\a —
roperties:resolvente‘ (¢) ((ho—=-)7)(A) = R(Xo, A), Ao € 207@—6 ’

(d) [1*(A)llex) < Car. - (F105 + 1 flLewn) £ € Hop(The):
Beweis:. Nur (c), Rest ist UA. Es gilt

1

(Mo =1 (4) =5 (Ao — A)TIR(A, A)dA
T
_ 1 -1 1 -1
=5 | (Mo — N 7IR(N, A)dX + o | (Mo — N)7ER(N, A)dX
IA<R R
1 1
- — ()\O—A)‘IR()\,A)d/\+,/ (Mo — N 7ER(N, A)d
21 Jrp, 27 ) Te
N>R

— 0 R— o0

thm:ableitungsRegel‘ Theorem XIIL7. Sei Q C C ein Gebiet und p— f(u,-) € Ha(325 ) holomorph fir
w e mit

(a) Fiir alle puy € Q existiert € > 0,0 > 0: B(uo,€) C Q und f(u,-) ist holomorph in
B(0,9) fiir z € B(uo,€)

(b) Fiir alle po € Q0 existiert g € L>(X§ g N B(0,6)) mit ]9]8’(3 < oo und e > 0:
[f(:2)] < lg(2)l,  m € B(po,e)-

Dann gilt p— f(u, A) ist holomorph fir p € Q und

((457) ) () = 5 (7. )
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XIII.3. MISSING:Hol. Halbgruppen

Beweis:. Nach Voraussetzung ist f(u, A) wohldefiniert fiir alle p € Q. Weiter gilt fiir
o € Qund h € C mit po+h €2

P )~ fn ) ;( [ s+ n R0 )

—/ £ (10, RO A)dx)

_ f(po+ R, X) — f(po, A)
- h 5 . R(\, A) d.

Nach Voraussetzung und dem Satz von Cauchy gilt fir €,0 > 0 klein genug

1 f(z,N)
2mi /B(,m) (z - M)du
CO)gMI, € Bluo,e).

Der Satz von Lebesgue liefert nun:

h—0 h r. h—0 h
u+heQ € u+heQ

:/ dif(u,)\)R()\,A) dX.

€

<C() sup |f(u M)
z€B(u,0)

PFAIYIE

R(\, A) dA

X111.3. MISSING:Hol. Halbgruppen
XI11.4. MISSING:Gebr. Potenzen
XI11.5. MISSING:ACP

Theorem XIII.8. Sei entweder

(a) f€C(Ry,X) mit f (s) € D((—A)*) fir eina € (0,1] und ||(—A)* Fllzpe (m7.x) <
(0. @]
oder

(b) feC”(0,T],X) fireinve(0,1).
Dann st die milde Losung eine klassische Losung.
Beweis: (nur Idee). (a): Fir alle Ty > 0 existiert C, > 0

aet= s @ = o=t a7 s o)

(UA) a1
< COp(t—s)*", 0<s<t<Tp.

X
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XIII. Funktionalkalkiil

Damit folgt
s Ae A f (s) € LM ([0,4], X)

Proposition (X1.15)(b) liefert nun

u(t) = /0 et~ (s)ds e D(A).

Weiter ist Au € C (R, X) und es gilt (ohne Beweis)

’

u (t) = f(t)+ A/O e(t_s)Af (s)ds,

d.h. Ul € Cl (R+,X)
(b) ohne Beweis.

Bemerkung XIII.9. Beachte: HAetAHX ~ % ist typisch fiir analytische Halbgruppen.
Daher gilt i.A. nicht

t
u(t) = / =4 1(5) ds € D (A)
0
fiir f € LP (R4, X).

XI111.6. Semilineare Probleme

Sei A: D (A) — X ein sektorieller Operator mit £k = 0 und 0 € p (A). Wir betrachten:

{Z}fﬁwww —J(tu), >0 (XIILY)

= up
In diesem Abschnitt wollen wir stets
f:U—-X
mit
o (Xa|-I)= (D(_A)avH'HD((—A)“))’ dabei ist [[(=A)" || = [|(=A)% z|| + |||
e UCRy x X,
e V(t,z) € U : 3 eine Umgebung W C U, L > 0,v € [0,1] :

IS (1, 21) = f (b2, w) || < L(Jtr — b2 + [lan — 22ll,), (L 2) €W (XIIL2)

e ac(0,1)

80



hm:13.20

XIII.6. Semilineare Probleme
voraussetzen.

Theorem XIII.10. Sei (0,ug) € U. Dann besitzt (XIIL.1) eine eindeutge, lokale, milde
Lisung.

uweC([0,T],X)NnC((0,T),X)
fir ein T =T (ug) > 0.

Beweis:. Schrittl: Banachscher Firpunktsatz
Sei Ty > 0. Es gilt |[(=A)* 4| < Cat™ t € (0,Tp)
Wihle t' > 0, p > 0 sodass (XIIL.2) mit L, p in

Vi={(t,u) eU:0<t<t,|u—mul, <6}
gilt. Setze

B = max I1f (¢, o)
und wahle t1 mait
HetA (—A)QUQ—(—A)QUOH <= 0Z5t<ty,

und
o
. ;|0 -1 1|t
0 <t <min<t', i(l—a)Ca (B+4L) .
Weiter bezeichne Y den Banachraum C ([0,t1], X). Wir betrachten
t
Fylt) = (=) u+ [ (=) 95 (5) (~4) g (5) ds.
0
Dann gilt

e 'Y Y

o Fy(0) = (—4)ug
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XIII. Funktionalkalkiil

Seinun S ={yeY :|y{t)— (—A)uw| <d} CY. Dann gilt:
1Fy (£) = (—A) uoll < [ (=A) up — (—A)* uo|

! H/o (CA)® el94 [f (5) (—A) "y (5) — f (s,0)] ds

t
# [ eeog o as

0

s t
< - +Co | L sup ||(— ay(s)—uoHa /(t—s)_ads
2 U<S tl 0
—_—
S
t
+ CaB/ (t—s) “ds
0
S%tfcu»l
1) 1 1
< aL - g—ol aBi —a+1
_2+C ) —atl +C 1_at1
) 1 la 0 0
S5+ Cay—— Lo+ B “ =5 +5 =4,
d.h. F:S — S. Weiter gilt:
[F'y1 (t) — Fy2 ()]
/ H )7 e |1 (5, (=) 1 () = F (5, (—4) " g2 (5)) | ds

< CoL /0 (t—s) " (=A) ¥ y1 () — (—A) “ 2 (s)]|,, ds

o 1
<Col(1=a) ' Iy = wolly < 5y —w2lly s yiy2€S

Dann folgt mit dem Banachschen Fixpunktsatz, dass ein y € S mit

y(t) = eth (—A) Y up + /t (—A)” e(t_s)Af (s, (—A) %y (s)) ds, te€0,t]
0
existiert.

Schritt 2: Regularitdt
Da y stetig, folgt, dass t — f (t, (—A) %y (t)) stetig auf [0,t1] ist, d.h. IN > 0:

£ (- (A y @) <N, telo,h].
Sei f € (0,1 — ). Dann gilt:

o -9 |

1

< CgClyph® ———
— 5 +ﬂ (t—S)a+5

h e (0,1),
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XIII.6. Semilineare Probleme

da
h
H <ehA - Id) xH = ‘ / ieSAm ds
0 dS
h h
= ‘ / Ae*g ds|| = ‘ / (—A) P et (A z ds
0 0
_ h
< Cg/ s71 dsH(—A)ﬂ:L‘H
0
= C3h° H(—A)%H . tie(0,1),ze€D ((_A)ﬁ) .
Damit folgt:
Iy (¢ 4+ ) =y (B < || ("4 = 1) (~A)* g |
¢ hA A
+/0 H (" = 1a) (—A)* et f (s, (—4)y (s)) H ds
t+h
[ et (s -y 6) | ds
t
=L +DL+13
Es gilt:
I < Ot OFORP |lug|| < MRS, 0<ty<t<t+h<ty
t
Iy gCNhﬁ/ (t —s)" @9 ds < MyhP, 0<t<t+h<t,
0
t+h
IgSCOéN/ (t—i—h—s)_adnggh’g, O0<t<t+h<t.
t

Beachte: Ms, M3 sind unabhdingig von t € [0,t1], aber My — oo firt — oco. Insbesondere
folgt:

ly) —y I <Clt—sl”, 0<to<ts<th
Damit folgt:
1 (5, (=) 5 () = £ (& (=) g @) < L (1t = sI” + Iy (&) =y ()]
< <\t—s\”+|t—s|f@>, 0<top<ts<t
Wir betrachten die Lésung u von

{u’ (t) —Au(t) =f(t,(—A)y (1),
u (0) = Up.
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Mit Satz (XIIL8) folgt u € C*((0,t),X),
t
u(t) = e g + / e(t_S)Af (s, (—A) %y (s)) ds
0
und u (t) € D (A) C D ((—A)*). Damit folgt
(—A)*u(t) = e (—A) up + /t (—A)* eI (5, (=A) "y (s)) ds
0

und wegen der Findeutigkeit des Fixpunktes folgt dann

u(t)=(=A4)""y ().
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1a: lokapp

hm:dicht

X1V. Sobolev-Riaume

In diesem Abschnitt sei 2 C R™ stets ein nicht zwingend beschrinktes Gebiet.

XIV.1. Dichtheit von glatten Funktionen

Lemma XIV.1 (Lokale Approximation). Sei p € [1,00), f € W™P(Q) und D & (.
Setze § = dist(D, Q) und betrachte den Mollifier n. mit € < $. Dann gilt fir f. :=

2
Ne * (Xﬂf)
lim | fe = fllwmae(py = 0.

Beweis:. Da suppn.(z —-) € Q folgt
VO ful) = V(e % x) /ws v —9)f(y) dy

Dl / Vini(e — i) du = [ nle = 9)V500) dy
=(V*f)(z), zeD.
Wegen lir% [ne * g — gllLe() = 0 fiir alle g € LP(Q2) folgt die Behauptung.
e—

Theorem XIV.2. Seip € [1,00). Dann gilt

Wm,p(Q) N COO(Q)”'HW"M’(Q) — Wm,p(Q).

Beweis:. Sei () eine lokal endliche Uberdeckung von Q mit Qp € Q und (i) eine

untergeordnete Zerlegung der FEins, d.h. supp ¢ C Q. Zu € > 0 existiert nach Lemma
XIV.1

Jre € C(Q) NWT™P(Q)

1f = frell 17 2
— JEkellwmpr(Qr) > ‘
e (@) =7 \\@kHCm(ka)

Setze fo := Y @rfre. Die Produktregel ergibt (UA) Oi(erf) = (Oipr)f + wr0if und

keN
daher

Vprf) = (;) VP VI f.

B
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XIV. Sobolev-Raume
Damit folgt

IV fe =V fllr) = [[V? (Z Ok (fre — f)) zr (o)

keN
11X (§) Z v on(V e = P Dl
BLla keN
< C(e,8) Y llenllom@ V7 (fre = Nllor) < Cla, B, Q)e.
keN

XIV.2. Fortsetzungsoperatoren

Theorem XIV.3. Sei p € [1,00), m € Ny, Q@ C R" ein beschrinktes Gebiet von
der Klasse C™ oder R'!'. Dann existiert ein konsistenter Fortsetzungsoperator F' €

L(LP(Q), IP(R™)) mit
o Fulg=mu, ue LP(Q).
o |[Fullwrr) < CO|lullwrr), ue WHP(Q), k <m.

Beweis:. (Idee fiir k=1, Rest (UA))
Schritt 1: © C R%. Sei u € CH(RT) N WHP(R™). Setze

. w(@',xy)  ,xp >0
u(x', xn) = , )
u(@',—xn) 1, <0
Dann gilt (UA)
o i€ WHP(R"),
o [lallwremn) < 2llullwrorn).
° 1]|R1 = U.

Wir definieren Fu = @ und setzen F mit Theorem XIV.2 auf LP(R™) bzw. WIP(R")
fort.

Schritt 2: (Lokalisieren)

Sei () eine lokal endliche Uberdeckung und (pj) eine dazu untergeordnete Zerlegung
der Fins.

(Tyu)(z) = u(®; " (z))
Qj = ¢()
Sei uw € LP(2). Wir definieren
S 0Ty  Fen Ti(pju) 2 € U9y
J .

0 , sonst

(Fu)(z) =

Dann gilt
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X1V.3. Spuroperatoren

HTjSojunk,p(QAj) < CHunk»p(thQ)’

o Fuec WFP(RY), uc WhP(Q), k< m,

|’171FR1TJ'%UHWW(QJ') < C||u”wk’p(thQ)7

e Fu|g=u.
Bemerkung XIV.4. Seip € [1,00), k € Ny. Setze
W) = o) e

Dann gilt Ey € ﬁ(Wéf’p(Q),Wk’p(Q)), wobei Ey die Fortsetzung mit 0 auf R™ ist (vgl.
Theorem XIV.7).

Korollar XIV.5. Seip € [1,00), Q2 beschrinktes Gebiet von der Klasse C™ oder R’} .
Dann gilt

7030(Rn)|9\\~||wk,p(9) _ Wk’p(ﬂ), kE<m.
Beweis:. Sei u € WPHFP(Q). Dann existiert (¢n,) C CZ(R™) mit lim ||, —
n—oo

FuHWk,p(Rn) =0.
XIV.3. Spuroperatoren
Proposition XIV.6. Seip € [1,00). Dann ezistiert eine stetige Abbildung

Day : WHP(RY) — LP(R)
mit

Irou = ulorn, u e C°(R™).
Beweis:. (UA)

Theorem XIV.7. Sei p € [1,00), dann gilt u € Wol’p(RZ‘r) genau dann, wenn u €
WLP(R%) und I'rr (u) = 0.

Beweis:. —: UA
—: Sei w € WWRY) mit Ipe(u) = 0 und (u,) C  CZ(R") mit
lim Hun—uHWl,p(Ri) =0. O.B.d.A. sei suppu kompakt.

Schritt 1: Egu € WP (R™).
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Es gilt
Eo(Vau)cp:/ (V) = lim (V%) p
R? T "Ry
= lim (1)l un(Vo‘go)Jr/ Unp
nTee R7 OR"
= (—1)l u(V%) + lim Irnunp
R n=o0 Jorn
= (Dl [ Equ(Vop), ol <1, € CF(R")
Rn
da

< lim ’FR?— Unp,

lim ‘r u
Rz n¥ Ll(aRi) ~ n—oo

n—oo

LP(IR™) lolo o) = O-

Schritt 2: Betrachte
(T(h)u) (&) = u(@' z, —h) o € R, >h
T 0 ' e Rz, € (0,h)

Dann gilt:

limn [ T(h)u — ul oy, = 0, f € L(RY) (U7A), (XIV.1)

e EyT(h)u € WYP(R™) nach Schritt 1,

o suppT(h)u C {(2,2,) € R}, 2y > h} = R%
Sei nun ny/o ein Mollifier mit supp 12 C B(O h/2) Zu € > 0 wdhle k > 0 mit
an/Q*T(h) —T(h uHW“’(R”) < e Dann gilt ng * T(h)u € C®(R™) und supp
N2 * T'(h)u C RY B2 Mit (XIV.1) folgt die Behauptung.
Theorem XIV.8. Sei p € [1,00) und Q C R"™ beschrinkt und von der Klasse C'.
Dann existiert eine eindeutige Abbildung T : WLHP(Q) — LP(0Q) mit Tqu = ulsq,
u € CX(Q).

Beweis:. Nach Vorraussetzung existiert eine Uberdeckung des Randes von Q. Seien
Ok, gb,;l, o, mit ¢, C By, wie im Beweis vom Theorem XIV.3. Weiter sei ¥; € CZ°(R"),
0< W, <1, supp p; € {¥; = 1}. Wir definieren

Tou="> ¢;(Trn (Vjuod;))oe;".
J
Dann gilt:
(Tou)(x Zgoj FRn U u) o Z(pj ¢j) o (;Sj_l(x)
= Zgo )V (x)u(x) :u(:n), x €0, u€ CEO(RFF)
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em:14.10

hm:14.11

hm:14.12

XIV.4. Riesz-Thorin Konvexitédtstheorem

Theorem XIV.9. Seip € [1,00), Q C R" beschrinkt und von Klasse C'. Dann gilt
u € Wol’p(Q) genau dann, wenn u € W1P(Q) und Tqu = 0.

Beweis:. Verwende Theorem XIV.7 und lokalisiere (UA).

Bemerkung XIV.10. T'g : WHP(Q) — LP(09) ist nicht surjektiv. Man kann zeigen,
dass
Tq : WP(Q) — Wi-1/Pr(9Q)

surjektiv ist. Hierbei ist
)P
WP(08) = {ueLp (092) /89/{%2 |ux n+5p| d:pdy<oo},5€ 0,1).

XIV.4. Riesz-Thorin Konvexitatstheorem
Sei 2 C R™ ein Gebiet. Dann sind (UA):
o L'NL>(Q) = LYQ) NL®(Q) mit || fll;ne0 = Ifl21 + 1 f]l oo

e L'+ L®(Q)={f:Q—>C:3g€ LY (Q),h € L®(Q), f =g+ h} mit
1 lhoe = inf {I1Rl e + lgllaqy £ = 9+ 1}
Banachriaume.

Theorem XIV.11. Seip € [1,00]. Dann gilt LP()) C L' + L>(Q).

Beweis:. Die Fdille p = 1,00 sind klar.
Sei f € LP(Q), p € (1,00) und setze A:={x € Q:|f(z)| <1} und

h=xaf, 9=xaal

Dann gilt h € L>(Q) und g € L*(Q), da

/ X\ S| S/ Ixavaf|” < Il ooy

Q Q

Theorem XIV.12. Sei T': L' + L>®(Q) — L' + L>®(Q) linear. Fir a € (0,1), po > 1,
und 1/po +1/p1 =1 setze 1/po, = (1 — ) /po + /p1, 1/rq = (1 — a)/ro + a/r1. Weiter
sei T|ppo () € LILPO(Q), L™(Q)) und T|rem (o) € L(LP(2), L™ (2)). Dann gilt

HT‘LPO‘(Q)HLP()(Q) = HT‘LPO(Q)HLPU HT|L"1 Q)H(zm(g)'

Zum Beweis benotigen wir:
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1ma:14.14

XIV. Sobolev-Riume

Theorem XIV.13 (3-Linien-Satz). Sei f : S = {z € C:0 < Re(z) <1} — C analy-
tisch und beschrdnkt,

My = sup|f(it)|, My = sup | f(1 +it)].
teR teR
Dann gilt
|f(x+iy)| < My “M{, z+iyeS

Beweis:. Setze f.(x + iy) = e<@t®)” f(z 4 iy)Mg”Liy_lMl_(xHy), e>0,z+iy €S.

Dann folgt mit e€($+iy)2) — pert—ey?

|fe(iy)| < 1MoMg ' =1,
[fe(1+iy)| < e MM ' =€,
lim sup |fe(x+iy)| =0.
yE—00 0<z<1

Mit dem Mazimumsprinzip fiir ein hinreichend grofies Rechteck erhalten wir |f.(z)] <
max {1,e‘}. Aus € — 0 folgt die Behauptung.

Lemma XIV.14. Seip € (po,p1) und f = Z;VZI ajajxp; eine Stufenfunktion mit o €
C, oyl <1, a; >0, Ej paarweise disjunkt. Weiter sei || f||pq) =1 und

N
_ p/p
fz= Zajaj “XE;
i=1

mit p, = (1 — 2)/po + z/p1, 0 < Re(z) < 1. Dann gilt

HfZHLdez) =1

. . N
Beweis:. FEs gilt fQ | f2(x) PR =570 a? |Ej| = ||f|]§p(m =1.
Nun zum Beweis von Riesz-Thorin:

Beweis:. Seien f, f” Stufenfunktionen auf 0, welche || f| o) = Hf/Her(Q) =1 gendigen.
Weiter seien f., f, wie in Lemma XIV.14, wobei wir f, mit pg und py und f, mit r{, und

i wéhlen. Wir setzen M; = HT’Lp]- (Q)H(L)(ij QL@ Nach Vorrausetzung ist

v d(z) = /Q FL@)Tf(z) da

analytisch in S. Weiter folgt mit Lemma XIV.14

sgﬂgw(jﬂ'y)\é\\f;\ y MillFll o) < My, § =0,1.
Yy

!
L'i(Q
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XIV.5. Sobolevsche Einbettungssétze
Mit dem 3-Linien-Satz folgt nun

< My~ M7

/ f(@)Tf(x) de
Q

Da die Stufenfunktionen dicht in LP(Q) und L' (Q) sind, folgt

T Lva 2 < My~ My

W £(za () Lra i)

XIV.5. Sobolevsche Einbettungssitze

ettungin| Theorem XIV.15. Seip € [1,n). Dann gilt:

. 1 1
WIP(R™) — LP"(R"), mit — = — — —
p p n

und
1£1l o gny < CUIVFllLr@ny, f € WH(R™).

Beweis:. Schritt 1: u € CH(R"™) Seii € {1,...,n}. Dann gilt:

z;
lu(z1, ..., x| = |/ Qu(T1y .o oy Ti 1, by T 1y v o, Ty )]
O—OOO
S/ 0w, ... i1, b, Tty oo, X)) |dE
— 00
= fz(-fl)a

d-h. || fill 1 mn—1y < |Oiul| L1 (mny- Damit und mit |u(x)|™ < [T, | fi(2i)] folgt

| @< [ Hm < Huauumn

also

n 1
(o) el oy < LT 100N 7 - (XIV.2)
=1

Wir wenden (XIV.2) auf |ul', t > 1 anstatt u an. Dann gilt:

t n n— 1 Y < t t— la
ol g = O )5 < T =000 o o

i=1 —0; |ult

n
1
< tH el Bsul s gy < tlhll oy L1190l o gen.
i=1 i=1
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XIV. Sobolev-Riume

Wiihle nun t so, dass % =p'(t—1), dh t= ”T_lp* > 1. Damit folgt

n 1
gy < e (.
i=1
-1
< Elull g [Vl
Insgesamt folgt [lul| [+ (gny < =L p* [ Vull Lo ) -

Schritt 2:
Sei u € WHP(R™) und (ug) € C2°(R™) mit limy,_.oo u, = u. Damit folgt mit Schritt 1

[l Lo (mny < ClIVugl| Lo @ny,

(ug)ren ist eine Cauchy-Folge in LP" (R™) und damit konvergiert eine Teilfolge fast tiber-
all, d.h.

i fug =l e @y = 0, lull g @y < ClIVullLo@n).

cor:SobEinbettungr | Korollar XIV.16. Seip € [1,n). Dann gilt

WHP(R") — L"(R™) mit r € [p,p*].

Beweis:. Setze § € (0,1) mit 1 = g—f— 11;0. Mit Riesz-Thorin (angewendete auf T = I1d)
folgt:

1z gny < lullzo@o Ul gay < CUlullzo@n) + Il Lo ny)

< C(HUHLP(R”) + HVUHLP(R") < CHUHWLP(Rn)-

Theorem XIV.17 (Morrey). Sei p > n. Dann gilt:

WIP(R™) — L>®(R").
Ferner gilt fir 6 =1 — %

|f(£C) - f(y)| < Cn,p|5C - y|0‘|vf“LP(R”) fﬁr f'a- X,y € R™.

ohne Beweis.

n: SobEinbettungninf| Theorem XIV.18. Es gilt:

WLHY(R™) — L™(R™), fiir r € [n,00).

ohne Beweis.

.SobEinbettungGebiet | Theorem XIV.19. Sei Q C R" beschrinkt und von der Klasse C*.
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XIV.5. Sobolevsche Einbettungssétze

(a) Seip € [1,n). Dann gilt:

1 1 1
WhP(Q) — L"(Q) firr € [1,p*] mit — == — —.
p p n

(b) Es gilt
WLn(Q) — L™(Q) firr € [1,00).
(c) Seip>n. Dann gilt
WP(Q) — L™(Q) fiir r € [1, 00
und fir 0 =1— n
p

[f(@) = W) < Cuplz =y’ IV fllony fir fa. z,y € Q.

Beweis:. (a) Mit Theorem XIV.15 folgt

1l < IFfll oo ey
< CIFfllwrogny < Clflwinqy fir f € WH(Q).

Nun folgt (a) mit der Hélder-Ungleichung.
(b), (¢) analog.

gOmegaMp | Korollar XIV.20. Seim € N, p € [1,00) und Q C R" beschrinkt und von der Klasse
C™ oder Q = R",R"t. Dann gilt:

(a) -5 0= Wmp(Q) < L7(Q), r € [p,p7),

=
33

1
p*
(b) 5= % = 0= Wm(Q) = L7(Q), r € [p,o0]

(¢c) 3 =2 <0= W™P(Q) — L>®(Q) mit

(D2 f)(@) = (D)W < Cllf lwmaeylz =yl
wobei 0 =m — 3 —k, 0 €(0,1), k=[m— 7] und |o| = k.
Beweis:. (a), (b) (UA), (c) ohne Beweis.
Als néchstes beweisen wir eine LP-Variante von Arzela-Ascoli.

Ascolilp| Theorem XIV.21. Sei Q C R™ offen, p € [1,00) und M C LP(Q) beschrinkt. Es gelte:

(a) Ve, € Q30 € (0,dist(Y,Q°)) : |mnf — fllzey < € fir h € R, |h] <0, fe M.
Hier: (th.f)(x) = f(x + h).

(b) Ve > OHQ/ c QO ||f||Lp(Q\Q/) S g f’U/f’ f S M
Dann ist M kompakt im LP().
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XIV. Sobolev-Riume

Beweis:. (Skizze, vgl. [Ada75, Theorem 2.32]). Sei zunichst Q = R™ und ¢ > 0. Nach
(b) existiert ein ' € Q mit

[ fllr o) <&, f e M.

Sei nun (n,) ein Mollifier. Dann gilt

6= Gllngen = I | m)l(r8)(@) = 6] s

< sup 7o — lle@ny, b € Ce(R").
heB(0,1)

Da C.(R™) dicht in LP(R™) ist, existiert fir f € M eine Folge (¢;)jen C Ce(R™) mit

hm (;5] f in LP(R™).

Insbesondere gilt firn € N und h > 0

lim ny, *x ¢; =, * f in LP(R™), lim 75, % ¢; = 7, * f in LP(R"). (XIV.3)
j—oo j—oo
Dabher gilt fir f € M, n < 1/6 und j € N grof§ genug

[+ f = flleery <l * f =1 % bl oy + 100 % &5 — bl oy + 105 — fllLe@r

<e+ sup |mhxd;— Gillier) te
heB(0,1)

<3e+ sup |mn*f— fllry < de
heB(0,1)

Hierbei haben wir im letzten Schritt Voraussetzung (a) benutzt. Im Folgenden sein fest
gewdhlt. Da M’ := {n,  f, f € M} relativ kompakt in C(S) ist (UA), existiert eine
endliche Menge von Funktionen {1, ..., 1y} C C(Q) mit

M < | B(vj,e)

J=1

d.h.3C >0:Vfe M3je{l,...,m} mit

;@) = (nn * f)(@)] < Ce, z € Q.
Mit (XIV.3) und (a) folgt nun || f — Eo;| pmny < 5 fir j € {1,...,m}, d.h.

m
U (Eo;, 5¢),

d.h. M st total beschrinkt, also relativ kompakt.
Der allgemeine Fall folgt mit Q@ = R™ und M = {Eof : f € M}.
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XIV.5. Sobolevsche Einbettungssétze

:Rellich| Theorem XIV.22. (Rellich)
Sei Q C R™ beschrinkt und von der Klasse C', p € [1, 00). Dann gilt:

(a) Seip<n. WP(Q) it L'(Q) , rellp), ==

(b) Seip=n. W) & L7(Q) | r e [1,00).

(¢) Seip>n. Whe(Q) & (@),

1

—0
p*

Beweis:. (a) Sei B die Einheitskugel in WP (R™). Weiter sei 6 € (0.1] mit + = g—k
und Q' € Q und |h| < dist(Q,Q°). Dann folgt mit Riesz-Theorem

0 g UA 0 0
I7Thw — ull pr oy < ITaw — ullpr oy lTnu — U||1L "y = C|h|? [Vullz @ (2 ||U||Lp*(9))

< O [Vl oy [ulig s @ < CIBI°, ue B.
Weiter gilt fiir geeignetes Q' & Q)
r 1-2% 1-L
lellzr @) = / [u@)[" | < lullpor @0 QT <IN <€ ueB.
Q\Q

Die Behauptung folgt nun aus Theorem XIV.21.
(b) Analog.
(c) Seip >n, B die Einheitskugel in WP(R"™). Wegen
[f(@) = fW)I < Clz —y|*, [feB,

mit a > 0 ist f gleichmdfig, gleichgradig stetig. Der Satz folgt aus dem Satz von
Arzela-Ascoli.
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XV. Der Laplace-Operator und semilineare
Probleme

XV.1. Besselpotential-Raume
Definition & Lemma XV.1. Seip € (1, o0), s € R. Wir definieren
H*P(R") = {f € S'(R") : 3g € L'(R"): F~'(1+|¢%) 3 Fg}.

H*P(R™) heifit Bessel-Potential Raum .
Theorem XV.2. Seip € (1, o), k € N. Dann gilt

WEP(R™) = HFP(RM).
Weiter gilt

LP(R") = H"P(R").
Beweis:. (Fiir den Fall k = 2): Sei u € W2P(R"™). Wir setzen g := F (1 + |£]?)Fu €
S'(R™). Nach Voraussetzung gilt
FH 1+ ¢ Fu e LP(R™)

und

u=F 11+ ) Fg.
Allgemeiner Fall:

(1+¢)?

=F!
g 1+ [¢fF

FF Y1+ ¢ Fu.

eLr(rn)

[V

.. . 2
UA: Zeige (111'%,2

Umgekehrt sei v € H® P(R™). Dann gilt

ist ein Fouriermultiplikator von auf LP(R™).

F(igl")Fu= 7S e

(1+1¢%)

geLP(R™)
d. h. V*u € LP(R"™), |a| < k (Beachte: ( ‘if';)k ist ein Fouriermultiplikator auf LP(R™)).
1+[¢)2) 2

Bemerkung XV.3. Achtung: Sei s € Ry \ Ng. Dann gilt W*P(R™) genau dann, wenn
p=2.
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XV. Der Laplace-Operator und semilineare Probleme

XV.2. Gebrochene Potenzen des Laplace-Operators

thm:gebrochenePot‘ Theorem XV.4. Seip € (1,00) und o € (0,1). Dann gilt

D ((—=Afn)) = H**P(R").
Insbesondere gilt

D (\/E) = H'P(R") = WP (R™).

Beweis:. Da (IJﬂTQ)a ein  Fouriermultiplikator auf LP(R™) ist, folgt H?*P(R") C
p

D((-A%)):

Sei umgekehrt u € D((—A%)), d. h. u € LP(R") und F|¢|>**F~'u € LP(R™). Dann gilt

(UA)
1 2\«
F! (1 i EPZ FF A+ € Fu=:g € LP(R")
N—— eLr(Rn™)

und u=F 11+ [£[*)*Fg, d. h. u € H**P(R™).

XV.3. Semilineare Probleme

In diesem Abschnitt sei A := Agn und f: D (vV=Agn) — LP(R") fiir ein p € (1, oo).
Wir betrachten

' (t) — Au(t) = f(u(t)), t>0, (XV.1) |Waermele:
u(0) = up.

thm:LoesungWaerme‘ Theorem XV.5. Sei a = % Sei entweder

(@) flu)=u", r>1, p>n oder
(b) f(u) =wu Oju, p>n.

Dann existiert ein T' > 0 und eine eindeutige Losung von XV.1 im Sinne von Theo-
rem XII1.10 fir ug € D(A).

Beweis:. (a) Theorem XIV.17 liefert

r—1
1 (ur) = f(u2) | oy = 105 = ubll pogmy = [l (w1 — u2) > wlug ™ poan)
7=0

< Cllur — wol(lua|" + |u2|" ) o (ron)
< C'llur — ual| oo gy [ ([wa]” + [u2|") | 1o rn)
< Cllur — uzllyrp@ny (10l p ey + 102l g@ny)

< Cllug — u2HW1,p(Rn) , U1, U2 € Wl’p(R").
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XV.3. Semilineare Probleme

(b) Mit Theorem XIV.17 erhalten wir
Hf(ul) — f(UQ)HLp(Rn) = Hu1 8]‘U1 — U2 8ju2||Lp(Rn) = ||U1 8ju1 — U2 ajU2 + ug 8]‘U1 — U2 ajU1||Lp(Rn)
= [[(ur — u2) juall ey + U2 9j(ur — ua)ll 1 gy
< (w1 — ) e o 19501 sy + iz ey 19501 — 1]

< O llur = uzllyr, pamy > ut, uz € WHPR™Y), Jfutlyp, oy » [ty ey < C

Der Rest folgt mit Theorem XIII.10.
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LP-Realisierung, 69

adjungierter Operator, 33
Annihilator, 66

Bessel-Potential Raum, 97
Bochner-integrierbar, 61
Burgersgleichung, 11

d’Alemberts Formel, 15
Definitionsbereich, 59
dicht definierter Operator, 66
Distribution
Cauchy-Hauptwert, 30
Dirac’sche §,-Distribution, 30
Heaviside-Funktion, 32

Eigenwert, 60

elliptisch, 45

Entropie-Bedingung, 13
Fuler-Poisson-Darboux-Gleichung, 16

Fortsetzungsoperator, 86
Fouriermultiplikator, 55
Fundamentallésung, 28, 35

Graphennorm, 59
Greenfunktion, 41

harmonisch, 23
holomorph, 63
holomorph, schwach, 63

Integrallésung, 10

Kirchhoff’s Formel, 19
konsistent, 69

Laplace-Gleichung, 23
Leibnitz-Regel, 32
linear, 1

Mittelwerteigenschaft, 24
nicht charakteristisch, 6

Operator
abgeschlossen, 59
linear, 59

Ordnung N auf €2, 30

parabolisch, 45
Poisson-Gleichung, 28
Poissonkern, 43
Punktspektrum, 60

quasi-linear, 1

Rankine-Hugoniot-Bedingung, 11

Raum der schnell-fallenden Funktionen,
47

Resolventenidentitét, 65

Resolventenmenge, 59

Schock, 13

schwach messbar, 61
Sektorialitdtswinkel, 77
sektoriell, 77
semi-linear, 1
separabelwertig, 61
Spektrum, 59
Stufenfunktion, 60
Symbol, 55

T von der Ordnung N auf K, 30
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