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Motivation

Wir betrachten einen Stab aus Metall mit gegebener Temperaturverteilung und wollen
die Wärmeleitung untersuchen. Dazu treffen wir folgende Annahmen:

• Der Stab (isoliert) wird parametrisiert durch das Intervall [0, 1] und u(x, t) ist die
Temperatur an der Stelle x zum Zeitpunkt t.

• Konstanten: ρ Dichte, c spezifische Wärme

• f : [0, 1] → R Wärmequelle

• Energie in Segment [x1, x2] : E(x1, x2, t) ≈ cρ(x2 − x1)u(x1, t)

• Sei Q(x, t) die thermische Energie durch den Punkt x zum Zeitpunkt t und K0 die
thermale Konduktivität. Dann gilt

Q(x, t2) −Q(x, t1)

t2 − t1
≈ −K0

∂

∂x
u(x, t1).

• Energieerhaltung:
cρ(x2 − x1)(u(x1, t2) − u(x1, t1)) =

(t2 − t1)(x2 − x1)f(x1) −K0(t2 − t1)

(

∂

∂x
(u(x1, t1) − u(x2, t1))

)

.

Daraus folgt

u(x1, t2) − u(x1, t1)

t2 − t1
=
f(x1)

cρ
+
K0

cρ

∂

∂x

(

u(x1, t1) − u(x2, t1)

x1 − x2

)

und somit

∂tu(x1, t1) =
f(x1)

cρ
+
K0

cρ

∂2

∂x2
u(x1, t1), (1) eq:WLG

wobei κ = K0

cρ
die Konstante der thermischen Diffusivität ist. Gleichung (1) heißt Wärme-

leitungsgleichung. Bei stationärer Temperaturverteilung gilt 0 = ∂tu(x, t) und damit

0 = f(x) +
∂2

∂x2
u(x, t).

Partielle Differentialgleichungen tauchen also in natürlicher Weise in Anwendungen auf.
Im Rahmen dieser Vorlesung sind partielle Differentialgleichungen immer ohne Herlei-
tung gegeben.

v





I. Einführung

In diesem Abschnitt sei Ω ⊂ R
n stets ein Gebiet.

def:PDE Definition I.1.

F (Dku(x),Dk−1u(x), ...,Du(x), u(x),x) = 0, x ∈ Ω (I.1) eq:PDE

heißt partielle Differentialgleichung (PDE) k-ter Ordnung.

Hier ist F : R
nk × R

nk−1 × · · · × R
n × R × Ω → R gegeben und u : Ω → R gesucht.

Wir untersuchen folgende Typen von PDE’s.

def:typen Definition I.2. PDE (I.1) heißt

(a) linear, falls

F (Dku(x), . . . ,x) =
∑

|α|≤k

aα(x)Dαu− f(x),

(b) semi-linear, falls

F (Dku(x), . . . ,x) =
∑

|α|=k

aα(x)Dαu+ a0(D
k−1u, . . . ,x)

für aα : Ω → R und a0 : Rnk−1 × · · · × Rn × R × Ω → R gegeben,

(c) quasi-linear, falls

F (Dku(x), . . . ,x) =
∑

|α|=k

aα(Dk−1u, . . . ,x)Dαu+ a0(D
k−1u, . . . ,x)

für aα, a0 : R
nk−1 × · · · × R

n × R × Ω → R gegeben und

(d) voll nicht-linear, falls in der Situation von (c) aα auch von Dku abhängt.

Später werden wir sehen, dass sich der semi- und der quasi-lineare Fall mit Hilfe
eines Fixpunktarguments auf den linearen Fall reduzieren lassen, wobei der quasi-lineare
Fall technisch schwieriger ist. Später werden wir auch weitere Typen linearer PDE’s
diskutieren.

def:system Definition I.3.

F(Dku(x), . . . ,x) = 0, x ∈ Ω (I.2)

heißt System von PDE’s k-ter Ordnung. Hier ist F : R
mnk ×· · ·×R

m×Ω → R
m gegeben

und u : Ω → R
m gesucht.

1



I. Einführung

Beispiel I.4. Sei Ω ⊂ R
n ein Gebiet.

(a) Laplace Gleichung:

∆u(x) =

n
∑

i=1

∂2
i u(x) = 0, x ∈ Ω.

(b) Transportgleichung:

∂tu(x, t) +

n
∑

i=1

bi∂iu(x, t) = 0, t > 0,x ∈ Ω.

(c) Wärmeleitungsgleichung:

∂tu(x, t) − ∆u(x, t) = 0, t > 0,x ∈ Ω.

(d) Wellengleichung:

∂2
t u(x, t) − ∆u(x, t) = 0, t > 0,x ∈ Ω.

(e) Navier-Stokes-Gleichung:

∂tu(x, t) − ∆xu(x, t) + (u · ∇xu) (x, t) + (∇xp)(x, t) = F(x, t), t > 0,x ∈ Ω,

divx u(x, t) = 0, t > 0,x ∈ Ω.

Hier ist u : Ω → R
n das gesuchte Geschwindigkeitsfeld und p : Ω → R der gesuchte

(Druck). Die rechte Seite F : Ω → R
n ist gegeben.

Damit die PDE’s eindeutig lösbar sind, müssen noch entsprechende Randbedingungen
und/oder Anfangsbedingungen gefordert werden.

Typische Fragestellungen, die im Rahmen dieser Vorlesung untersucht werden sind:

(a) Existenz.

(b) Eindeutigkeit.

(c) Regularität.

(d) Abbildungsverhalten der Gleichung 1.

(e) Weitere Eigenschaften der Lösung.

In den folgenden Kapiteln diskutieren wir unterschiedliche Zugänge zur Beantwortung
dieser Fragen. Leider lässt sich in nur wenigen Fällen die Lösung einer PDE explizit be-
rechnen. Daher werden im Rahmen dieser Vorlesung sowohl “explizite” als auch abstrak-
te Methoden (welche zumindest erlauben, einige Aussagen über die Lösung zu treffen)
vorgestellt.

1Beispielsweise besitzt u − ∆u = f genau dann eine eindeutige Lösung u ∈ X, wenn f ∈ Y , d.h.
(1 − ∆) : X → Y ist ein Isomorphismus.

2



II. Die Methode der Charakteristiken

II.1. Motivation anhand der Transportgleichung
sec:motTransport

Für g : R
n → R und b ∈ R

n betrachten wir

∂tu+ b · ∇xu = 0, in R
n × (0,∞), (II.1) eq:tgl

u = g, auf R
n × {t = 0}. (II.2) eq:tglaw

Idee: Finde Weg Xx0
: I → R

n+1
+ entlang dem sich u durch Lösen einer gewöhn-

lichen Differentialgleichung (ODE) berechnen lässt. Um die Notation zu erleichten setze
im Folgenden Xx0

(s) = X(s) und ∂n+1 = ∂t. Weiter sei

z(s) = u(X(s)), p(s) =

(

∇xu
∂tu

)

· (X(s)), z(0) = g(x0).

Dann folgt mit der Kettenregel

ż(s) =

(

∇xu
∂tu

)

(X(s)) · Ẋ(s) = p(s) · Ẋ(s). (II.3) eq:dz

Die Ableitung von p(s) ergibt komponentenweise erneut mit der Kettenregel

(ṗi)(s) =

(

∇x∂iu
∂t∂iu

)

(X(s)) · Ẋ(s), i = 1, . . . , n+ 1.

Aus (II.1) folgt ∂i∂tu+ b · ∇x∂iu = 0 oder als Skalarprodukt

(

∂t∂iu
∇x∂iu

)

·
(

1
b

)

= 0.

Setze Ẋ(s) =

(

b

1

)

, d.h.

X(s) =

(

x0 + sb
s

)

.

Somit gilt ṗi(s) = 0. Mit

p(0) =

(

∇xu
∂iu

)

(x0, 0)

3



II. Die Methode der Charakteristiken

folgt p(s) =

(

∇xu
∂iu

)

(x0, 0). Gleichung (II.3) impliziert nun

ż(s) = p(s)

(

b

1

)

= b · (∇xu)(x0, 0) + (∂tu)(x0, 0)
(II.1)
= 0

z(0) = g(x0)

Daraus ergibt sich

u(x0, 0)
(II.2)
= g(x0) = z(s) = u(X(s)) = u(x0 + bs, s).

Mit x := x0 + bs folgt also u(x, s) = u(x − bs, 0) = g(x − bs). Insgesamt erhalten wir

thm:sol-tgl Theorem II.1. Sei k ∈ N, g ∈ Ck(Rn). Dann löst

u(x, s) = g(x − bs) ∈ Ck(Rn × (0,∞))

die Transportgleichung (II.1).

Bemerkung II.2. u ist nicht glatter als g.

II.2. Allgemeiner Fall

Betrachte nun beliebige PDE 1. Ordnung:

F (Du(x), u(x),x) = 0 in Ω

u = g auf Γ
(II.4) eq:2

Hierbei ist Γ ⊆ ∂Ω, g : Γ → R, F : R
n × R × Ω → R gegeben und glatt.

II.2.1. Herleitung einer ODE für z(s), p(s), X(s)

Wir definieren:

z(s) = u(X(s))

p(s) = (∇u)(X(s))

und berechnen:

ż(s) = (∇u)(X(s)) · Ẋ(s) = p(s) · Ẋ(s)

ṗi(s) = (∇∂iu)(X(s)) · Ẋ(s), i = 1, .., n

Ziel: Elimiere Ableitungen 2. Ordnung. Aus (II.4) folgt

n
∑

j=1

∂pj
F (p(s), z(s),X(s))∂i∂ju+ ∂zF (p(s), z(s),X(s))∂iu

+ ∂iF (p(s), z(s),X(s)) = 0, i = 1, . . . , n.

4



II.2. Allgemeiner Fall

Also setze

Ẋj(s) = ∂pj
F (p(s), z(s),X(s)), j = 1, .., n

Dann gilt

ṗi(s) = −∂pi
F (p(s), z(s),X(s))pi(s) − ∂iF (p(s), z(s),X(s)), i = 1, .., n

Insgesamt erhalten wir:

ṗ(s) = −∂zF (p(s), z(s),X(s))p(s) −DxF (p(s), z(s),X(s))

ż(s) = p(s) · (∇pF )(p(s), z(s),X(s))

Ẋ(s) = (∇pF )(p(s), z(s),X(s))

(II.5) eq:3

Insbesondere erfüllt jede Lösung u ∈ C
2(Ω) von (II.4) das System (II.5) solange x(s) ∈ Ω.

II.2.2. OBdA Rand von Ω ’lokal flach’

Rand von Ω flach bedeutet Γ ∼= R
n
+. In einer Umgebung U ⊂ Γ von x0 ∈ Γ lässt sich Γ

durch Schieben und Drehen in den Graph einer glatten ’kleinen’ Funktion φ : R
n−1 → R

überführt. Setze nun

v(y) = u(y1, .., yn−1, yn + φ(y1, ..., yn−1)),

u(x) = v(x1, .., xn−1, xn − φ(x1, ..., xn−1)),

Φ(x) = (x1, .., xn−1, xn − φ(x1, ..., xn−1)),

Ψ(x) = (x1, .., xn−1, xn + φ(x1, ..., xn−1)).

Dann gilt wegen (∇u)(x) = (∇v)(y)(∇Φ)(x) die Gleichung

0 = F ((∇u)(x), u(x),x) = F ((∇v)(y)(∇Φ)(x), v(y),Ψ(y)), y = Φ(x),

d.h. für ein geeignetes G und Ω∗ ⊂ Φ(Ω):

G(∇v(y), v(y),y) = 0, y ∈ Ω∗.

Außerdem v = h auf Γ∗ ⊂ Φ(Γ) mit h(y) = g(Ψ(y)), d.h. (II.4) ist lokal äquivalent zu

G(∇v(y), v(y),y) = 0 in Ω∗

v = h auf Γ∗

II.2.3. Bestimmung der Anfangsdaten für Ω mit glatten Rand

Definiere x0 = X(0), z0 = z(0) = g(x0), p0 = p(0). Wie in Section II.1 gilt dann

∂ju(x0) = p0,j = (∂jg)(x0), j = 1, .., n − 1,

F (p0, z0,x0) = 0.

5



II. Die Methode der Charakteristiken

Insgesamt erhalten wir somit die Kompatibilitätsbedingungen:

X(0) = x0,

z(0) = z0,

pj(0) = (∂jg)(x0), j = 1, .., n − 1

F (p(0), z(0),X(0)) = 0.

(II.6) eq:4

Der Punkt (x0, z0,p0) ∈ R
2n+1 heißt zulässig, falls (II.6) erfüllt ist. Beachte, dass z0

durch die Wahl von x0 festgelegt ist. Existenz und Eindeutigkeit von p0 ist nicht klar.

II.2.4. Nicht charakteristische Randdaten

In diesem Abschnitt wollen wir stets annehmen, dass (x0, z0,p0) ∈ R
2n+1 zulässig ist.

Wir wollen (II.6) jedoch nicht nur in x0 ∈ Γ, sondern in einer Umgebung von x0 be-
trachten. Dies führt auf folgende Erweiterung von (II.6):

X(0) = y,

p(0) = q(y),

z(0) = g(y),

qj(y) = (∂jg)(y), j = 1, .., n − 1,

F (q(y), g(y),y) = 0, y ∈ Ux0
,

(II.7) eq:4’

wobei Ux0
eine Umgebung von x0 in Γ ist.

lma:2.2 Lemma II.3. Sei Fpn(p0, z0,x0) 6= 0. Dann existiert eine eindeutige Lösung q von
(II.7) für y ∈ Γ nahe bei x0. In diesem Fall heißt (p0, z0,x0) nicht charakteristisch.

Proof:. Definiere G : R
n × Ux0

→ R
n

Gi(p,y) = pi − ∂ig(y), i = 1, .., n − 1

Gn(p,y) = F (p, g(y),y).

Dann folgt G(p0,x0) = 0 und

∇pG(p0,x0) =











1 0 · · · 0 0
...

. . .
...

0 0 · · · 1 0
∂p1

F (p0, z0,x0) ∂p2
F (p0, z0,x0) · · · ∂n−1F (p0, z0,x0) ∂pnF (p0, z0,x0)











Insbesondere gilt also detG(p0,x0) = ∂pnF (p0, z0,x0) 6= 0. Die Existenz von q in einer
Umgebung von x0 in Γ folgt aus dem Satz über implizite Funktionen mit G(q(y),y) = 0
und q(x0) = p0.

rem:2.3 Bemerkung II.4. Falls Γ nicht flach x0 ∈ Γ ist, so ist x0 ∈ Γ nicht charakteristisch
falls DpF (p0, z0,x0)ν(x0) 6= 0, wobei ν die äußere Normale bezeichnet.

6



II.2. Allgemeiner Fall

II.2.5. Lokale Lösungen

OBdA sei Γ in diesem Abschnitt flach. Wir setzen

p(s) = p(y, s) = p(y1, .., yn−1, s),

z(s) = z(y, s) = z(y1, .., yn−1, s),

X(s) = X(y, s) = X(y1, .., yn−1, s).

Dann existiert eine eindeutige Lösung von (II.5) mit Anfangsdaten (II.7) (Übungsauf-
gabe). Wie im Anschnitt II.1 müssen wir X invertieren.

lma:2.4 Lemma II.5. Sei (p0, z0,x0) nicht charakteristisch. Dann existiert ein offenes Intervall
I ⊂ R um 0 und Umgebungen W ⊂ Γ ⊂ R

n−1 von x0 sowie V ⊂ R
n von x0, sodass

für alle x ∈ V eindeutige s = S(x) ∈ I und y = Y(x) ∈ W existieren mit x =
X(Y(x), S(x)). Die Abbildungen S und Y sind C2.

Proof:. Es gilt X(x0, 0) = x0, X(y, 0) = (y, 0). Weiter

(∇X)(x0, 0) =











1 0 · · · 0 ∂p1
F (p0, z0,x0)

...
. . .

...
0 0 · · · 1 ∂pn−1

F (p0, z0,x0)
0 0 · · · 0 ∂pnF (p0, z0,x0),











d.h. det(∇X)(x0, 0) 6= 0 nach Voraussetzung. Die Behauptung folgt nach dem Satz über
die Umkehrabbildung.

thm:2.5 Theorem II.6. Unter den Voraussetzungen von Lemma (II.5) setze u(x) =
z(y(x), s(x)), p(x) = p(y(x), s(x)), wobei y, s, p und z wie oben definiert sind. Dann
gilt

F (∇u(x), u(x),x) = 0, x ∈ V,
u(x) = g(x), x ∈ V ∩ Γ.

Proof:. Schritt 1: Löse (II.5), (II.6).
Die Existenz einer Lösung p(s) = p(y, s), z(s) = z(y, s), X(s) = X(y, s) von (II.5)
und (II.6) folgt unmittelbar aus der Theorie für gewöhnliche DGL.

Schritt 2: Es gilt f(y, s) = F (p(y, s), z(y, s),X(y, s)) = 0 für y ∈W und s ∈ I.
Wegen p(y, 0) = q(y), z(y, 0) = g(y) folgt f(y, 0) = 0 für y ∈ W . Weiter folgt mit
(II.5) dann (Übungsaufgabe)

∂sf(y, s) =DpF (p, z,X) · ∂sp + ∇zF (p, z,X)∂sz + ∇XF (p, z,X) · ∂sX

=Dp(p, z,X)[−∇zF (p, z,X) · p −∇xF (p, z,X)] +DzF (p, z,X)p · ∇pF (p, z,X)

+ ∇XF (p, z,X) · ∇pF (p, z,X) = 0, s ∈ I.

7



II. Die Methode der Charakteristiken

Schritt 3: Wir zeigen F (p(x), u(x),x) = 0, x ∈ V . Mit Schritt 2 folgt direkt:

F (p(x), u(x),x) = F (p(Y(x)), S(x)), z(Y(x), S(x)),X(Y(x), S(x)) = 0.

Schritt 4: Wir zeigen p(x) = ∇u(x), x ∈ V . Zunächst zeige

∂sz(y, s) =
n

∑

j=1

pj(y, s)
∂Xj

∂s
(y, s) = p(y, s) · ∂sX(y, s) (II.8) eq:thm:2.5-s4

∂yj
(y, s) =

n
∑

j=1

pj(y, s)
∂Xj

∂yj
(y, s) = p(y, s) · ∂yj

X(y, s). (II.9) eq:thm:2.5-s4.

Gleichung (II.8) folgt direkt aus (II.5).
Für (II.9) sei y ∈ Γ, i ∈ {1, . . . , n− 1} und setze

ri(s) = ∂yi
z(y, s) − p(y, s) · ∂yi

X(y, s).

Dann gilt

ri(0) = ∂ig − qi(y)
eq:thm:2.5-ode(II.7)
= 0

ṙi(s) = ∂yi
∂sz(y, s) − ∂sp(y, s) · ∂yi

X(y, s) − p(y, s) · ∂yi
∂sX(y, s).

(II.10) eq:thm:2.5-ode

Aus (II.8) folgt

∂yi
∂sz(y, s) = (∂yi

p(y, s)) · ∂sX(y, s) + p(y, s) · ∂s∂yi
X(y, s).

sowie

ṙi(s) = (∂yi
p(y, s)) · ∂sX(y, s) + p(y, s)∂s∂yi

X(y, s)

− ∂sp(y, s) · ∂yi
X(y, s) − p(y, s) · ∂yi

∂sX(y, s)

(II.5)
= (∂yi

p(y, s)) · ∇pF (p(y, s), z(y, s),X(y, s)) − [−∇XF (p(y, s), z(y, s),X(y, s))

−∇zF (p(y, s), z(y, s),X(y, s)) · p(y, s)] · ∂yi
X(y, s).

Mit Schritt 2 folgt

0 = ∂yi
f(y, s) = ∇pF (p(y, s), z(y, s),X(y, s)) · ∂yi

p(y, s)

+ ∇zF (p(y, s), z(y, s),X(y, s)) · ∂yi
z(y, s)

+ ∇XF (p(y, s), z(y, s),X(y, s)) · ∂yi
X(y, s),

Damit erhalten wir

ṙi(s) = ∇zF (p(y, s), z(y, s),X(y, s)) · [−∂yi
z(y, s)) + p(y, s)∂yi

X(y, s)]

= −∇zF (p(y, s), z(y, s),X(y, s)) · ri(s).
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Aus der Theorie von ODE folgt, dass ri ≡ 0, s ∈ I, i = 1, . . . , n − 1 eine Lösung von
(II.10) ist, d.h. (II.9) gilt. Wir berechnen mit Hilfe von (II.8) und (II.9):

∂xj
u(x)

Def.
= ∂sz(Y(x), S(x)) · ∂xj

S(x) + ∇yz(Y(x), S(x)) · ∂xj
Y(x)

= p(y, s) · ∇sX(y, s) · ∂xj
S(x) + p(y, s) · ∇yX(y, s) · ∂xj

Y(x)

= p(y, s) ·
[

∇sX(y, s) · ∂xj
S(x) + ∇yX(y, s) · ∂xj

Y(x)
]

.

Wir müssen zeigen:

∂sX(y, s)∂xj
S(x) + ∇yX(y, s) · ∂xj

Y(x) = δij (Kronecker-Delta)

Es gilt wegen X(Y(x), S(x)) = x:

δik = ∂xj
Xk

= ∇yX(Y(x), S(x)) · ∂xj
Y(x) + ∇sX(Y(x), S(x)) · ∂xj

S(x).

Insgesamt folgt ∂xj
u(x) = pj(y, s) und somit ∇xu = p.

ex:2.6 Beispiel II.7. Wir betrachten eine lineare, homogene PDE, d.h.

F (∇u(x), u(x),x) = b(x) · ∇(u)(x) + c(x) · u(x), x ∈ Ω (II.11) eq:ex:2.6

Dann folgt mit

∇pF (p, z,x) = b(x)

∇zF (p, z,x) = c(x)

∇XF (p, z,x) = 0.

und (II.5) (vgl. Übungen)

ṗ(s) = −c(X(s)) · p(s)

ż(s) = p(s) · b(X(s)) = −c(X(s)) · z(s)
Ẋ(s) = b(X(s)).

Annahme: Sei c ≡ 0 und Ẋ(s) = b(X(s)) besitzt folgende Trajektorien:

INSERT PICTURE

Somit ist z ≡ const entlang jeder Trajektorie; aber beachte Kompatibilitätsbedingung an
g, da die Funktionswerte am Rand vorgeschrieben sind.

Annahme: Sei c ≡ 0 und Ẋ(s) = b(X(s)) besitzt folgende Trajektorien:

INSERT PICTURE

Lösung ist nur glatt, falls g konstant ist.

rem:2.7 Bemerkung II.8. Insbesondere folgt aus obigem Beispiel, dass i.A. keine glatte Lösung
existiert.
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II.2.6. Schwache Formulierung

Wir betrachten die PDE

∂tu+ ∂xF (u) = 0 in R × R+

u(·, 0) = g in R
(II.12) eq:schwFormPDE

Multiplikation mit ϕ ∈ C∞
c (R,R+) liefert:

0 =

ˆ ∞

0

ˆ

R

(∂tu+ ∂xF (u)) · ϕ

= −
ˆ ∞

0

ˆ

R

u · ∂tϕ+ F (u) · ∂xϕ+

ˆ

R

g · ϕ(·, 0)
(II.13) eq:schwForm

ϕ heißt Testfunktion.

dfn:IntLsg Definition II.9. Wir sagen, dass u ∈ L∞(R × R+) eine Integrallösung von (II.12) ist,
falls (II.13) für alle Testfunktionen ϕ ∈ C∞

c (R × R̄+) gilt.

Wir betrachten folgende Situation:

INSERT PICTURE

Hierbei bezeichnet ν die äußere Normale, u sei glatt in Vl und Vr. C heißt Unstetig-
keitskurve, falls u in C nicht stetig ist (wovon wir im Folgenden ausgehen). Somit ergibt
sich

0 =

ˆ

Vl

u · ∂tϕ+ F (u) · ∂xϕ = −
ˆ

Vl

(∂tu+ ∂xF (u)) ϕ, ϕ ∈ C∞
c (Vl).

Es folgt (für Vr analog):

∂tu+ ∂xF (u) = 0 in Vl

∂tu+ ∂xF (u) = 0 in Vr.
(II.14) eq:unstet

Weiter gilt für ϕ ∈ C∞
c (V ):

0 =

ˆ

V

u · ∂tϕ+ F (u) · ∂xϕ

= −
ˆ

Vl∪Vr

(∂tu+ ∂xF (u))ϕ +

ˆ

C∩V

(

ul

F (ul)

)

ν · ϕ−
ˆ

C∩V

(

ur

F (ur)

)

ν · ϕ

(II.14)
=

ˆ

C∩V

(

ul − ur

F (ul) − F (ur)

)

ν · ϕ,

wobei ul der Grenzwert von links in C ∩ V und ur der Grenzwert von rechts ist.

Sei nun C gegeben durch {(x, t) : x = S(t)} für S : [0,∞) → R glatt. Dann gilt

F (ul) − F (ur) = Ṡ · (ul − ur),
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II.2. Allgemeiner Fall

wobei

ν
(ÜA)
=

1

1 + (Ṡ)2

(

−Ṡ
1

)

.

Mit der Notation

[[u]] = ul − ur (Sprung in u entlang C)

[[F (u)]] = F (ul) − F (ur) (Sprung in F (u) entlang C)

σ = Ṡ (
”
Geschwindigkeit“ von C)

lässt sich dies über

[[F (u)]] = σ · [[u]] (II.15) eq:R-H-Bed

entlang der Unstetigkeitskurve C ausdrücken. Gleichung (II.15) heißt Rankine-Hugoniot-
Bedingung .

Beispiel II.10 (Burgersgleichung). Setze

F (u) :=
u2

2
, g(x) =







1 x ≤ 0,
1 − x 0 < x ≤ 1,

0 x > 1.

und betrachte

∂tu+ ∂x

(

u2

2

)

= 0 in R × R+

u = g auf R × {t = 0}
(II.16)

eq:burgers

Die (projizierten) Charakteristiken haben die Form [ÜA] Y (s) = (g(x0)s+ x0, s), also
ist die Lösung über

u(x, t) =











1 x ≤ t, 0 ≤ t < 1,
1−x
1−t

t ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t < 1,

0 x ≥ 1, 0 ≤ t < 1.

gegeben.
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Für t > 1 kreuzen sich die Charakteristiken. Setzte s(t) = 1+t
2 und

u(x, t) =

{

1 x < s(t), t ≥ 1,

0 x > s(t), t ≥ 1.

Dann gilt entlang s:

F (ul) =
12

2
=

1

2
, F (ur) =

02

2
= 0, ul = 1, ur = 0,

d.h. [[u]] = 1, [[F (u)]] = 1
2 . Die Rankine-Hugonoit-Bedingung liefert also σ = 1

2 = ṡ.

Wir betrachten nun II.10 mit g(x) =

{

0 x < 0,

1 x > 0.

Dann ist sowohl

u1(x, t) =

{

0 x < t/2,

1 x > t/2
als auch u2(x, t) =











1 x > t,
x
t

0 < x < t,

0 x < 0

eine Integrallösung von II.10 ([ÜA] Überprüfe Rankine-Hugoniot-Bedingung).

Problem: Eindeutigkeit.
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II.2. Allgemeiner Fall

Im Folgenden nehmen wir an, dass wir von einem Punkt in R×R+ ausgehend entlang
einer (projizierten) Charakteristik rückwärts keine andere Charakteristik treffen.

Sei nun C wieder eine Unstetigkeitskurve und P ∈ C, so dass P von den Charakteris-
tiken Y1 und Y2 getroffen wird.

Dann gilt wegen Yi(s) = (F ′(g(xi))s+xi, s), i = 1, 2, x1 < x2 für die Charakteristiken,
dass

F ′(ul)s+ x1 = F ′(ur)s+ x2 ⇒ (F ′(ul) − F ′(ur))s = x2 − x1 > 0

[ÜA]⇒ F ′(ul) > σ > F ′(ur).
(II.17) eq:entroBed

Diese Ungleichung nennt man auch Entropie-Bedingung . Eine Unstetigkeitskurve
nennt man Schock falls (II.17) und die Rankine-Hugonoit-Bedingung erfüllt sind.

Sei nun F gleichmäßig konvex, d.h. F ′′ ≥ Θ > 0 für ein Θ > 0. Dann folgt wegen
F ′ streng monoton wachsend, dass (II.17) zu ul > ur äquivalent ist. Insbesondere ist F ′

injektiv und surjektiv. Wir definieren

G := (F ′)−1.

Dann ist eine Integrallösung von II.10 für g(x) =

{

ul x < 0,

ur x > 0
und x ∈ R, t > 0 gegeben

durch

u(x, t) =

{

ul
x
t
< σ

ur
x
t
> σ

mit σ = F (ul)−F (ur)
ul−ur

falls ul > ur

bzw. u(x, t) =











ul
x
t
< F ′(ul)

G(x
t
) F ′(ul) <

x
t
< F ′(ur)

ur
x
t
> F ′(ur)

falls ul < ur

(ohne Beweis).

Bemerkung II.11.

(a) Im ersten Fall sind ul und ur durch einen Schock getrennt, im zweiten Fall durch
eine Rarefaction Wave.

13



II. Die Methode der Charakteristiken

(b) Man kann zeigen, dass für F konvex und glatt höchstens eine Integrallösung exis-
tiert, welche zusätzlich

u(x+ z, t) − u(x, t) ≤ c(1 +
1

t
)z, x ∈ R, z, t > 0

für ein c > 0 genügt. Insbesondere sind diese Lösungen eindeutig.

(c) Die Existenz einer Integrallösung lässt sich mit Variationsrechnung zeigen, vgl.
Lax-Oleinik-Formel.

II.2.7. Inhomogenes Problem
sec:charInhom

Wir betrachten in diesem Abschnitt:

∂tu+ b · ∇xu = f in R
n × (0,∞)

u = 0 auf R
n × {t = 0}. (II.18) eq:in_hom

Wie in Abschnitt 1 setzen wir

z(s) = u(X(s)), p(s) =

(

∇xu
∂tu

)

(X(s)), Ẋ(s) =

(

b
1

)

.

Dann folgt mit ∂n+1 = ∂t, dass

ż(s) = p(s)Ẋ(s),

(ṗi)(s) =

(

∇x∂iu
∂t∂iu

)

(X(s)) · X(s), i = 1, . . . , n+ 1

ż(s) = p(s) ·
(

b

1

)

= f(X(s)).

Integration der letzten Gleichung ergibt

z(t) − z(0) =

t
ˆ

0

f(X(s))ds =

ˆ t

0
f(x0 + bs, s)ds,

d.h u(x0 + bt, t) =
´ t

0 f(x0 + bs, s)ds. Mit x := x0 + bt folgt dann

u(x, t) =

ˆ t

0
f(x + b(s− t), s)ds. (II.19) eq:transportInhom

II.3. Die Wellengleichung

II.3.1. Der Fall n = 1
sec:welle1d

Wir betrachten zunächst

∂2
t u− ∂2

xu = 0 in R × R+

u = g auf R × {t = 0}
∂tu = h auf R × {t = 0}

(II.20) eq:welle
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Wegen (∂t + ∂x)(∂t − ∂x)u = ∂2
t u− ∂2

xu lässt sich II.20 in

∂tu− ∂xu = v in R × R+

∂tv + ∂xv = 0 in R × R+

u = g auf R × {t = 0}
v = h− ∂xg auf R × {t = 0}

umschreiben. Mit Abschnitt 1 folgt nun (b = 1)

v(x, s) = h(x− s) − (∂xg)(x− s) =: a(x− s).

Mit Abschnitt 2.7 folgt analog (b = −1, f(x, s) = v(x, s))

u(x, t) =
t́

0

v(x− (s− t), s)ds + g(x+ t)

=
´ t

0 a(x+ t− 2s)ds + g(x+ t)

(∗)
= 1

2

x+t
´

x−t

a(y)dy + g(x+ t)

= 1
2

x+t
´

x−t

h(y)dy − 1
2

x+t
´

x−t

(∂xg)(y)dy + g(x+ t)

= 1
2

x+t
´

x−t

h(y)dy + 1
2g(x + t) + 1

2g(x− t)

(II.21) eq:Alembert

Dies ist d’Alemberts Formel. In (∗) wurde die Substitution y = x + t − 2s, dy = −2ds
verwendet.

Theorem II.12. Sei g ∈ C2(R), h ∈ C1(R) dann ist u ∈ C
2(R× (0,∞)) definiert durch

II.21 eine Lösung von II.20.thm:welle

Proof:. Nachrechnen.

Im nächsten Schritt betrachten wir

∂2
t u− ∂2

xu = 0 in R+ × R+

u = g auf R+ × {t = 0}
∂tu = h auf R+ × {t = 0}
u = 0 auf {x = 0} × R+

(II.22) eq:welle2

mit g(0) = h(0) = 0.

Idee: Erweitere u, g, h auf R, d.h.

g̃ =

{

g(x) , x ≥ 0

−g(−x) , x < 0
, h̃ =

{

h(x) , x ≥ 0

−h(−x) , x < 0
, ũ =

{

u(x) , x ≥ 0

−u(−x) , x < 0
.
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Falls u Gleichung (II.22) löst, so löst ũ

∂2
t ũ− ∂xũ = 0 in R × R+

ũ = g̃ auf R × {t = 0}
∂tũ = h̃ auf R × {t = 0}

Nach (II.19) ist ũ über

ũ(x, t) =
1

2
(g̃(x+ t) + g̃(x− t)) +

1

2

ˆ x+t

x−t

h̃(y)dy

gegeben. Insbesondere folgt ũ(0, t) = 1
2(g̃(t) + g̃(−t)) + 1

2

´ t

−t
h̃(y)dy = 0 für t ≥ 0 und

u(x, t) =

{

1
2 (g(x+ t) + g(x− t)) + 1

2

´ x+t

x−t
h(y)dy , x ≥ t ≥ 0

1
2 (g(x+ t) − g(t− x)) + 1

2

´ x+t

−x+t
h(y)dy , 0 ≤ x ≤ t

Beachte: u 6∈ C2 falls g′′(0) 6= 0

II.3.2. Der Fall n = 3

Wir setzen

U(x, r, t) :=

 

∂B(x,r)

u(y, t) =
1

∂B(x, r)

ˆ

∂B(x,r)

u(y, t) (Mittelwert über ∂B(x, r)),

G(x, r, t) =

 

∂B(x,r)

g(y, t), H(x, r, t) =

 

∂B(x,r)

h(y, t).

Betrachte nun

∂2
t u− ∆xu = 0 in R

n × R+

u = g auf R
n × {t = 0}

∂tu = h auf R
n × {t = 0}

(II.23) eq:welle3

für g ∈ C2(Rn), h ∈ C1(Rn).

lma:II.12 Lemma II.13. ((Euler-Poisson-Darboux-Gleichung)
Sei x ∈ R

n und u ∈ C2(Rn × R+) eine Lösung von (II.23). Dann gilt:

∂2
tU − ∂2

rU − n− 1

r
∂rU = 0 in R+ × R+

U = G auf R+ × {t = 0}
∂tU = H auf R+ × {t = 0}

(II.24) eq:EPDGleichung
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Proof:. Mit

U(x, r, t) =

 

∂B(x,r)

u(y, t)dS(y)
ÜA
=

 

∂B(0,1)

u(x + rz, t)dS(z)

folgt

∂rU(x, r, t) =

 

∂B(0,1)

z(∇u)(x + rz, t)dS(z) =

 

∂B(x,r)

y − x

r
(∇u)(y, t)dS(y)

=

 

∂B(x,r)

ν(▽u)(y, t)dS(y)
Gauß
=

1

|∂B(x, r)|

ˆ

B(x,r)
div(∇u)(y, t)dS(y)

=
|B(x, r)|
|∂B(x, r)|

 

B(x,r)

(∆u)(y, t)dS(y)
ÜA
=

r

n

 

B(x,r)

(∆u)(y, t)dS(y).

Analog ergibt sich

∂2
rU(x, r, t) =

 

∂B(x,r)

∆u(y, t)dS(y) + (
1

n
− 1)

 

B(x,r)

∆u(y, t)dS(y). (II.25) eq:sndDU

Damit folgt U ∈ C2(Rn × R+) und

lim
rց0

∂rU(x, r, t) = 0,

lim
rց0

∂2
rU(x, r, t) =

1

n
∆u(x, t).

(II.26) eq:limU

Aus (II.23) ergibt sich dann

∂rU(x, r, t) =
r

n

 

B(x,r)

∂2
t u(y, t)dy =

1

nα(n)

1

rn−1

ˆ

B(x,r)
∂2

t u(y, t)dy,

wobei α(n) das Maß der Einheitskugel bezeichnet. Insbesondere erhalten wir

rn−1∂rU(x, r, t) =
1

nα(n)

ˆ

B(x,r)
∂2

t u(y, t)dy. (II.27) eq:GlU
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Mit den Gleichungen (II.27) und (II.25) folgt dann

∂r(r
n−1∂rU(x, r, t)) =(n− 1)rn−2∂rU(x, r, t) + rn−1∂2

rU(x, r, t)

=
n− 1

nα(n)

1

r

ˆ

B(x,r)

∂2
t u(y, t)dS(y) + rn−1

 

∂B(x,r)

(∆u)(y, t)dS(y)

+ rn−11 − n

n

 

B(x,r)

(∆u)(y, t)dS(y)

=rn−1

 

∂B(x,r)

∂2
t u(y, t)dS(y) = rn−1∂2

t U,

wobei wir im vorletzten Schritt |B(x, r)| = rnα(n) verwendet haben. Insgesamt folgt

(n − 1)rn−2∂rU(x, r, t) + rn−1∂2
rU(x, r, t) = rn−1∂2

tU

Teilt man beide Seiten der Gleichung durch rn−1, so folgt die Behauptung.

Sei nun n = 3. Wir setzen Ũ = rU , G̃ = rG und H̃ = rH. Dann folgt mit (II.24)

∂2
t Ũ = r∂2

t U = r(∂2
rU +

2

r
∂rU) = r∂2

rU + 2∂rU) = ∂r(U + r∂rU)

= ∂r∂rŨ = ∂2
r Ũ

und mit (II.26)

∂2
r G̃(0) = 0 · ∂2

rG(0) + 2∂rG(0) = 0,

d.h. Ũ löst

∂2
t Ũ − ∂rŨ = 0 in R+ × R+

Ũ = G̃ auf R+ × {t = 0}
∂tŨ = H̃ auf R × {t = 0}
Ũ = 0 auf {r = 0} × R+

(II.28) eq:16

Mit Abschnitt II.3.1 folgt

Ũ(x, r, t) =
1

2
(G̃(r + t) − G̃(t− r)) +

1

2

ˆ r+t

−r+t

H̃(y)dy
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und

u(x, t) = lim
rց0

U(x, r, t) = lim r ց 0
Ũ(x, r, t)

r
= lim r ց 0(

1

2r
(G̃(r + t) − G̃(t− r)) +

1

2r

ˆ r+t

−r+t

H̃(y)dy

= G̃
′
(t) + H̃(t) =

∂

∂t
(tG(t)) + tH(t) =

∂

∂t
(t

 

∂B(x,t)

g ds) + t

 

∂B(x,t)

h ds.

(II.29) eq:17

Wie oben folgt

∂

∂t

 

∂B(x,t)

g(y) dS(y) =
∂

∂t

 

∂B(0,1)

g(x + tz) dS(z) =

ˆ

∂B(0,1)
z(∇g)(x + tz) dS(z)

=

ˆ

∂B(x,t)

y − x

t
(∇g)(y) dS(z)

Mit (II.29) löst u, definiert über

u(x, t) =

 

∂B(x,t)

th(y) + g(y) + (y − x)(∇g)(y) dS(y)

löst (II.23) Diese Formel heisst Kirchhoff’s Formel

thm:II.13 Theorem II.14. Sei n = 3, g ∈ C2(R3), h ∈ C1(R3). Dann ist die Lösung von (II.23)
über

u(x, t) =

 

∂B(x,t)

th(y) + g(y) + (y − x)(∇g)(y) dS(y) (II.30) eq:welleF3

gegeben.

rem:II.14 Bemerkung II.15. Obiger Ansatz kann auf beliebige, ungerade Dimension übertragen
werden.

II.3.3. Der Fall n = 2

Leider ist keine Transformaion bekannt, welche die Euler-Poisson-Darboux-Gleichung
in eine eindimensionale Wellengleichung überführt. Wir setzen ū(x1, x2, x3, t) :=
u(x1, x2, t). Dann folgt nach Definition, dass u

∂2
t ū− ∂xū = 0 in R

3 × R+

ū = ḡ auf R
3 × {t = 0}

∂tū = h̄ auf R
3 × {t = 0}

19



II. Die Methode der Charakteristiken

mit ḡ(x1, x2, x3) = g(x1, x2) und h̄(x1, x2, x3) = h(x1, x2) löst. Setzen wir x̄ = (x1, x2, 0),
so ist u nach Formel II.29 über

ū(x, t) =
∂

∂t
(t

 

∂B̄(x̄,t)

ḡ dS̄) + t

ˆ

∂B̄(x̄,t)
h̄ dS̄

gegeben.

u(x, t) = u(xt) =
∂

∂t
(t

 

∂B(x,t)
g dS) + t

 

∂B(x,t)
h dS, x = (x1, x2, 0)

Wegen

 

∂B(x,t)
gdS =

1

4πt

ˆ

∂B(x,t)
gdS

(ÜA)
=

2

4πt2

ˆ

B(x,t)
g(y)(1 + |Dγ|2) 1

2 dy

wobei γ(t) = (t2 − |y − x|2) 1

2 .

Mit y ∈ B(x, t) folgt (∇γ)(y) = 1
2(t2 − |y − x|2)− 1

2 2(y − x)

1 + |Dγ|2 = 1 + |x−y|2√
t2−|y−x|2

2 = t

t2−|y−x|2

⇒
 

∂B(x,t)
gdS =

1

2πt

ˆ

B(x,t)

g(y)

(t2 − |y − x|2) 1

2

dy =
t

2

 

B(x,t)

g(y)

(t2 − |y − x|2) 1

2

dy

Analog natürlich auch f̈r h, sodass folgt:

⇒ u(x, t) =
1

2
∂t(t

2

 

B(x,t)

g(y)

(t2 − |y − x|2) 1

2

dy) +
t2

2

 

B(x,t)

h(y)

(t2 − |y − x|2) 1

2

dy

Weiter gilt

∂t(t
2

 

B(x,t)

g(y)

(t2 − |y − x|2) 1

2

dy)

= ∂t(t
2

 

B(0,1)

g(x + tz)

(t2 − t2z2)
1

2

dz)

= ∂t(t

 

B(0,1)

g(x + tz)

(1 − z2)
1

2

dz)

=

 

B(0,1)

g(x + tz)

(1 − z2)
1

2

dz + t

 

B(0,1)

z(∇g)(x + tz)

(1 − z2)
1

2

dz

y=x+tz
=

 

B(x,t)

g(y)

(1 − (y−x
t

)2)
1

2

dy + t

 

B(x,t)

(∇g)(y)(y − x)

(1 − (y−x
t

)2)
1

2

1

t
dy

= t

 

B(x,t)

g(y) + (y − x)(∇g)(y)

(1 − (y − x)2)
1

2

dy.
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II.3. Die Wellengleichung

Also:

u(x, t) =
1

2

 

B(x,t)

t(g(y) + (y − x)(∇g)(y)) + t2h(y)

(t2 − (y − x)2)
1

2

dy

Insgesamt:

thm:2.14 Theorem II.16. Sei n = 2 ,g ∈ C2(R2), h ∈ C1(R2). Dann ist die Lösung von (II.20)
über

u(x, t) =
1

2

 

B(x,t)

t(g(y) + (y − x)(∇g)(y)) + t2h(y)

(t2 − (y − x)2)
1

2

dy

gegeben.

Bemerkung II.17. Obiger Ansatz lässt sich auf beliebige gerade Dimensionen verall-
gemeinern.
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III. Harmonische Funktionen

Sei Ω ⊂ R
n. In diesem Abschnitt betrachten wir Lösungen der Laplace-Gleichung.

∆u = 0 in Ω
u = g auf ∂Ω

(III.1) eq:laplace

für geeignetes g. Funktionen u ∈ C2(Ω), welche ∆u = 0 in Ω genügen heißen harmonisch.

III.1. Grundlagen

Folgende Grundlagen aus Analysis II werden eine wichtige Rolle spielen:

prp:3.1 Proposition III.1. Sei Ω ⊂ R
n ein Gebiet mit gleichmäßigem C1-Rand. Dann gilt

ˆ

Ω
div u =

ˆ

∂Ω
uν, u ∈ C1(Ω)n, u, ∂ju ∈ L1(Ω)n, j = 1, . . . , n

Hier bezeichnet ν die äussere Normale.

Proof:. (ÜA)

Korollar III.2. (Partielle Integration)cor:3.2

Unter den Voraussetzungen von (III.1) gilt

ˆ

Ω
(∂iu)v +

ˆ

Ω
u∂iv =

ˆ

∂Ω
uvνi ;u, v ∈ C1(Ω) , v , ∂iv , u , ∂iu ∈ L1(Ω)

Proof:. Sei i ∈ 1, ..., n. Definiere U : Ω → R
n über U = uvei Dann folgt mit (III.1)

ˆ

Ω
(∂iu)v +

ˆ

Ω
u∂iv =

ˆ

Ω
∂i(uv) =

ˆ

Ω
divU =

ˆ

∂Ω
Uν =

ˆ

∂Ω
uvνi

Korollar III.3. (Green’sche Formeln)cor:3.3

Unter den Voraussetzungen von (III.1) gilt

(a)
´

Ω(∆u)v − u∆v =
´

∂Ω v∂νu− u∂νv

(b)
´

Ω ∇u∇v = −
´

Ω ∆v +
´

∂Ω u∂jν

(c)
´

Ω ∆u =
´

∂Ω ∂νu

für u, v ∈ C2(Ω) : v, ∂iv, ∂i∂jv, u , ∂iu, ∂i∂ju ∈ L1(Ω) i = 1, . . . , n
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III. Harmonische Funktionen

Proof:. Mit

div(∇u)v = div









(∂1u)v
.
.

(∂nu)v









=

n
∑

i=1

(∂2
i u)v +

n
∑

i=1

(∂iu)(∂iv) = (∆u)v + (∇u∇v)

folgt

ˆ

Ω
v∆u+ ∇u∇v =

ˆ

Ω
div ((∇u)v) =

ˆ

∂Ω
(∇u)vν =

ˆ

∂Ω
(∂νu)v (III.2) eq:green1

Analog:

ˆ

Ω
u(∆v + (∇uav) =

ˆ

∂Ω
u∂νv (III.3) eq:green2

⇒ (a), (b)
(c) (ÜA)

III.2. Eigenschaften von harmonischen Funktionen

III.2.1. Mittelwerteigenschaft

prp:3.4 Proposition III.4. Sei u ∈ C2(Ω) harmonisch. Dann gilt

u(x) =

 

∂B(x,r)
u =

 

B(x,r)
u (III.4) eq:mwe

für x ∈ Ω und r > 0 mit B(x, r) ⊂⊂ Ω. (III.4) heißt Mittelwerteigentschaft auf Ω

Proof:. Setze Φ(r) =
ffl

∂B(x,r) u(y). Dann gilt (vgl. Beweis von Lemma II.13)

Φ′(r) =
r

n

 

B(x,r)
(∆u) = 0

Da u stetig ist, folgt limrց0 Φ(r) = u(x), d.h.

u(x) =

 

∂B(x,r)
u(y)

Mit Kugelkoordinaten folgt weiter

ˆ

B(x,r)
u =

ˆ r

0
(

ˆ

∂B(x,r)
u) ds = u(x)

ˆ r

0
nα(n)sn−1 ds = u(x)α(n)sn

∣

∣

0
r = α(n)rnu(x)

Wobei nα(n)sn−1 dem Maß der Kugelschale und α(n)rn dem Maß der Kugel entspricht.
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III.2. Eigenschaften von harmonischen Funktionen

prp:3.5 Proposition III.5. Sei u ∈ C2(Ω) mit

u(x) =

 

∂B(x,r)
u

für jede Kugel B(x, r) ⊂⊂ Ω. Dann ist u harmonisch.

Proof:. Annahme: (∆u) > 0 für ein x0 ∈ Ω.
Dann existiert ein r > 0: (∆u)(x) > 0 für x ∈ B(x, r). Nun gilt für Φ wie im Beweis
von (III.4) mit x = x0:

0 = Φ′(r) =

 

B(x0,r)
(∆u) > 0 Widerspruch!

III.2.2. Maximumsprinzip

In diesem Abschnitt sei Ω ⊂ R
n stets beschränkt.

thm:3.6 Theorem III.6. Sei u ∈ C2(Ω) ∩C(Ω) harmonisch. Dann gilt

(a) max
x∈Ω

u(x) = max
x∈∂Ω

u(x)

(b) falls x0 ∈ Ω mit u(x0) = max
x∈Ω

u(x) und Ω zusammenhängend

⇒ u ist konstant.

Proof:. Sei x0 ∈ Ω: u(x0) = M =: max
x∈Ω

u(x). Dann folgt mit (III.4)

M = u(x0) =

 

B(x0,r)
u ≤M

Gleichheit gilt genau dann wenn u ≡ M in B(x0, r). Damit ist die Menge M =
{x ∈ Ω : u(x) = M} offen und relativ abgeschlossen in Ω. Insbesondere M ≡ Ω falls
Ω zusammenhängend.
(a) folgt aus (b) (ÜA)

rem:3.7 Bemerkung III.7.

(a) Analog zu (III.6) lässt sich ein Minimumsprinzip beweisen. (ÜA)

(b) Betrachte eine Lösung u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) von (III.1) für Ω zusammenhängend und
g ≥ 0. Dann folgt u > 0 in Ω falls g 6= 0

thm:eindeutig Theorem III.8. (Eindeutigkeit) Sei Ω ⊂ R
n beschränkt. Sei g ∈ C(∂Ω), ρ ∈ C(Ω).

Dann existiert höchstens eine Lösung u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) von

−∆u = ρ in Ω, (III.5) eq:poisson

u = g auf ∂Ω.

Proof:. Seien u1, u2 ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) Lösungen von III.5. Dann gilt

−∆(u1 − u2) = 0 in Ω,

u1 − u2 = 0 auf ∂Ω.

Mit dem Maximums- und Minimumsprinzip folgt u1 - u2 = 0.
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III. Harmonische Funktionen

III.3. Regularität

thm:mwecinf Theorem III.9. u ∈ C2(Ω) besitze die Mittelwertseigenschaft auf Ω. ⇒ u ∈ C∞(Ω).

Proof:. Sei ηǫ ein radialsymmetrischer Mollifier. Setze uǫ = ηǫ ∗ u in
Ωǫ := {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) > ǫ}. ⇒ uǫ ∈ C∞(Ωǫ). Es gilt nun

uǫ(x) =

ˆ

Ω

ηǫ (|x− y|)u(y) dy =

ˆ

B(x, ǫ)

ηǫ (|x− y|)u(y) dy

=

ǫ
ˆ

0

ˆ

∂B(x, r)

ηǫ (r)u(r, ·)dSdr =

ǫ
ˆ

0

ηǫ

ˆ

∂B(x, r)

(r)u(r, ·)dSdr

=

ǫ
ˆ

0

ηǫ |∂B(x, r)|u(x)dr =

ˆ

B(x, ǫ)

ηǫ(|x− y|)dyu(x)

= u(x), x ∈ Ωǫ,

d.h. u ∈ C∞(Ω). Dabei haben wir im vierten Schritt verwendet, dass ηǫ radialsymmetrisch
und somit konstant auf der Kugelschale ist. Außerdem erlaubt die Mittelwertseigenschaft
von u den sechsten Schritt.

Bemerkung III.10. Theorem III.9 sagt nichts über das Verhalten von u am Rand aus.

III.4. Lokale Abschätzungen für harmonische Funktionen

thm:abschabl Theorem III.11. Sei u harmonisch in Ω. Dann gilt

|(∇α)(x0)| ≤ Ck

rn+k
‖u‖L1(B(x0, r)) (III.6)

für jede Kugel B(x0, r) ⊂⊂ Ω und jeden Multiindex α mit |α| = k. Hier ist

C0 =
1

α(n)
, Ck =

(2n−1nk)k

α(n)
.

Proof:. via Induktion.
Fall k = 0 folgt aus MWE (ÜA).
Fall k = 1: (Beachte ∂iu ist harmonisch.) Mit der Mittelwerteigenschaft und Korol-
lar III.2 folgt dann

|∂iu(x0)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

 

B(x0, r
2
)

∂iu

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2n

α(n)rn

ˆ

∂B(x0, r
2
)

uνi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2n

r
‖u‖L∞(∂B(x0, r

2
)) .
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III.5. Liouville

Hierbei haben wir in letzten Schritt
∣

∣∂B(x0,
r
2)

∣

∣ = rα(n)
2n

verwendet. Wegen x ∈ ∂B(x0,
r
2)

folgt B(x0,
r
2) ⊆ B(x0, r) ⊆ Ω.

⇒ |u(x)| ≤ 1

α(n)

(

2

r

)n

‖u‖L1(B(x0, r)) .

⇒ |∂iu(x0)| ≤ 2n

rα(n)

(

2

r

)n

‖u‖L1(B(x0, r)) =
n

α(n)

(

2

r

)n+1

‖u‖L1(B(x0, r)) .

Die Behauptung gelte nun für k-1. Dann gilt für α mit |α| = k, dass Dαu = ∂iD
βu für

ein i ∈ {1, . . . , n} und β mit |β| = k-1. Wie oben gilt

|∇αu(x0)| ≤ nk

r

∥

∥

∥Dβu
∥

∥

∥

L∞(∂B(x0, r
k
))

und für x ∈ ∂B(x0,
r
k
) gilt B(x, k−1

k
r) ⊆ B(x0, r) ⊆ Ω. Wie oben folgt mit (ÜA)

∣

∣

∣
(Dβu)(x)

∣

∣

∣
≤

(

2n+1n(k − 1)
)k−1

α(n)
(

k−1
k
r
)n+k−1

‖u‖L1(B(x0, r)) ,

|(∇αu)(x0)| ≤
(

2n+1nk
)k

α(n)rn+k
‖u‖L1(B(x0, r)) .

III.5. Liouville

thm:liouville Theorem III.12. Sei u : R
n → R harmonisch und beschränkt. Dann ist u konstant.

Proof:. Sei x0 ∈ R
n, r > 0. Dann folgt mit Satz III.11

|(∇u)(x0)| ≤ 2n+1n

α(n)

1

rn+1
‖u‖L1(B(x0, r)) ≤

2n+1n

α(n)

1

rn+1
α(n)rn ‖u‖L∞(Rn) =

C

r
‖u‖L∞(Rn) ,

d.h. |(∇u)(x0)| = 0 folgt für r → ∞. Dann ist u konstant.

III.6. Analytische versus harmonische Funktionen

thm:analytisch Theorem III.13. Sei u harmonisch in Ω, d.h. für alle x0 ∈ Ω existiert ein x > 0,
sodass

u(x) =

∞
∑

n=0

(x − x0)n

n!
(Dαu)(x0), x ∈ B(x0, r).

Proof:. Beweisidee: Zeige mithilfe von III.11, dass die Taylorreihe konvergiert. (ÜA)
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III. Harmonische Funktionen

III.7. Harnack-Ungleichung

thm:harmungl Theorem III.14. Sei V ⊂⊂ Ω zusammenhängend. Dann existiert ein C > 0, welches
nur von V abhängt, sodass

sup
x∈V

u(x) ≤ C inf
x∈V

·u(x)

für alle nicht-negativen harmonischen Funktionen u ∈ C2(Ω) gilt. Insbesondere ist für
alle x, y ∈ V erfüllt:

1

C
· u(y) ≤ u(x) ≤ C · u(y).

Proof:. Sei r := 1
4dist(V, ∂Ω). Wähle x, y ∈ V mit |x − y| ≤ r. Dann gilt

u(x)
MWE
=

 

B(x, 2r)

u(z) dz ≥ 1

α(n)2nrn

ˆ

B(y, r

u(z) dz =
1

2n

 

B(y, r

u(z) dz
MWE
=

1

2n
u(y).

⇒ 2nu(y) ≥ u(x) ≥ 1

2n
u(y), x,y ∈ V, |x− y| < r.

Überdecke V̄ mit endlich vielen Kugeln mit Radius r
2 . (V ⊂⊂ Ω) und Bi ∩Bi−1 6= ∅ für

i = 2, . . . , N . Dann folgt u(x) ≥ 1
2nN u(y) für alle x,y ∈ V.

In den folgenden Abschnitten werden wir eine Darstellung der Lösung der Poisson-
Gleichung

∆u = f in R
n (III.7) eq:poisson2

der Form u(x) =
´

Rn

k(x − y)f(y) dy = (k ∗ f)(x) mit einer geeigneten Funktion k

herleiten. Die Funktion k heißt Fundamentallösung . Im nächsten Abschnitt diskutieren
wir zunächst einige benötigte Resultate aus der Distributionentheorie.
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IV. Einführung in die Distributionentheorie

IV.1. Der Raum der Testfunktionen D(Ω)

In diesem Kapitel sei Ω ⊂ R
n stets offen. Wir setzen

D(Ω) = {u ∈ C∞(Ω) : supp u ist kompakt} = C∞
c (Ω).

Eine Funktion ϕ ∈ D(Ω) heiße Testfunktion.

Beispiel IV.1. ϕ definiert über

ϕ(x) =

{

e
− 1

1−‖x‖2 , ‖x‖ < 1,

0, ‖x‖ ≥ 1,

ist eine Testfunktion mit ϕ ∈ D(Rn).

Definition & Lemma IV.2. Sei (ϕj) ∈ D(Ω) und ϕ ∈ D(Ω). Dann ist lim
j→∞

ϕj =

ϕ in D(Ω) :⇔

(i) ∃K ⋐ Ω mit suppϕj ⊂ K, j ∈ N,

(ii) lim
j→∞

‖Dα(ϕj − ϕ)‖ = 0, ∀α ∈ N
n
0 .

thm:grenzwert Theorem IV.3. Seien (ϕj), (ψj) ⊂ D(Ω) mit lim
j→∞

ϕj = ϕ und lim
j→∞

ψj = ψ für ϕ, ψ ∈
D(Ω). Dann gilt

(a) lim
j→∞

(αϕj + βψj) = αϕ+ βψ, α, β ∈ C.

(b) lim
j→∞

∇αϕj = ∇αϕ, für alle α ∈ N
n
0 , d.h ∇α : D(Ω) → D(Ω) ist stetig.

Definition & Lemma IV.4. Setze D′(Ω) = {T : D(Ω) → C : T linear und stetig},
wobei

T : D(Ω) → C stetig :⇔ lim
j→∞

ϕj = ϕinD(Ω) ⇒ lim
j→∞

Tϕj = Tϕ.

Wir schreiben

< T, ϕ >:= T (ϕ).

T ∈ D′(Ω) heißt Distribution.
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IV. Einführung in die Distributionentheorie

thm:linearedistr Theorem IV.5. Sei T : D(Ω) → C linear. Dann sind äquivalent:

(a) T ∈ D′(Ω),

(b) ∀K ⋐ Ω∃C > 0, N(K,T ) : |Tϕ| ≤ C · ∑

|α|≤N

‖Dαϕ‖∞, ϕ ∈ D(Ω)

mit supp ϕN ⊂ K.

Proof:. (a) ⇒ (b):
Annahme: Die Behauptung ist falsch. Dann existiert K ⋐ Ω so, dass für alle N ∈ N ein
ϕN ∈ D(Ω) mit

suppϕN ⊂ K und |Tϕn| > N
∑

|α|≤N

‖DαϕN‖∞

existiert. Setze φN = ϕN/|Tϕn|. Dann gilt lim
N→∞

φN = 0, aber |TφN | = TϕN

|TϕN | = 1, was

einen Widerspruch zur Stetigkeit darstellt.
(b) ⇒ (a): (ÜA).

Bemerkung IV.6. In der Situation von Satz IV.5 heißt T von der Ordnung N auf K.
Fall T von der Ordnung N ist für alle K ⊂ Ω kompakt, so heißt T von der Ordnung N
auf Ω.

Beispiel IV.7. (a) Die Dirac’sche δa-Distribution. Für a ∈ Ω setze 〈δa, ϕ〉:= ϕ(a),
ϕ ∈ D(Ω). Falls 0 ∈ Ω schreiben wir δ0 = δ.

(b) Der Cauchy-Hauptwert.
Sei Ω = R. Wir setzen

〈

(pv)(
1

x
), ϕ

〉

:= lim
ǫ→0

ˆ

|x|>0

ϕ(x)

x
dx, ϕ ∈ D(R).

Beachte: 1
x
/∈ Lloc(R).

(c) Sei Ω = R.
〈

1
x±i0 , ϕ

〉

= lim
ǫ→0

∞́

−∞

1
x±iǫ

ϕ(x)dx.

(d) Für f ∈ L1
loc(Ω) ist Tf : D(Ω) → C definiert über

〈Tf , ϕ〉 :=

ˆ

Ω

fϕdx.

Proof:. (b) Sei (ϕj) ⊂ D(Ω) mit lim
j→∞

ϕj = 0. Dann existiert ein a > 0, sodass supp ϕ ⊆
[−a, a] , j ∈ N. Es gilt nun

lim
ǫ→0

ˆ

|x|≥ǫ

ϕ(x)

x
= lim

ǫ→0






ϕj(0)

ˆ

ǫ≤|x|≤a

1

x
dx+

ˆ

ǫ≤|x|≤a

ϕj(x) − ϕj(0)

x
dx






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IV.2. Elemetare Operationen mit Distributionen

≤ lim
ǫ→0

0
ˆ

−a

∥

∥

∥
ϕ

′

j

∥

∥

∥

∞
dx = 2a

∥

∥ϕ′
j

∥

∥

∞
→ 0 für j → ∞.

(d)Sei (ϕj) ⊂ D(Ω) mit lim
j→∞

ϕj = 0 in D(Ω). Dann existiert ein K ⊂ Ω kompakt mit

supp ϕj ⊂ K, j ∈ N und lim
j→∞

‖ϕj‖∞ = 0. Weiter gilt

lim
j→∞

|〈Tf , ϕj〉| = lim
j→∞

∣

∣

∣

∣

ˆ

K

fϕjdx

∣

∣

∣

∣

≤ lim
j→∞

‖ϕj‖∞
ˆ

K

fdx = 0.

(a), (c) (ÜA).

thm:fversusTfnull Theorem IV.8. Es gilt Tf = 0 in D′(Ω) genau dann, wenn f ≡ 0 fast überall.

Proof:. Die Rückrichtung ist klar.
′ ⇒′: Sei Tf = 0 in D’(Ω). Dann gilt für K ⊂⊂ Ω, dass

´

K
fϕdx = 0, ϕ ∈ C∞

c (K). Da
f ∈ D’(K) folgt f ≡ 0 fast überall (ÜA).

IV.2. Elemetare Operationen mit Distributionen

IV.2.1. Multiplikation mit einer Funktion

Sei a ∈ C∞(Ω), T ∈ D′(Ω). Wir definieren 〈aT, ϕ〉 = 〈T, aϕ〉, ϕ ∈ C∞
c (Ω).

Beispiel IV.9. (a) Sei a ∈ C∞(Ω) mit 0 ∈ Ω. Dann gilt aδ = a(0)δ, denn

〈aδ, ϕ〉 = 〈δ, aϕ〉 = a(0)ϕ(0) = 〈a(0)δ, ϕ〉 , ϕ ∈ D(Ω).

(b) Es gilt xpv( 1
x
) = T1, denn

〈

xpv(
1

x
), ϕ

〉

=

〈

pv(
1

x
), xϕ

〉

= lim
ǫ→0

ˆ

|x|>ǫ

1

x
x ϕ =

ˆ

R

ϕ =

ˆ

R

1ϕ = 〈T1, ϕ〉 , ϕ ∈ D(R).

IV.2.2. Ableitung der Distribution

Nach Satz IV.3 (b) ist ∇α : D(Ω) → D(Ω) stetig. Wir definieren für T ∈ D’(Ω) und
α ∈ N

n
0 ,

〈∇αT, ϕ〉 := (−1)|α| 〈T,∇αϕ〉 , ϕ ∈ D(Ω). (IV.1) eq:diffDist

Bemerkung IV.10. (a) Sei f ∈ C∞(Ω). Dann gilt für alle α ∈ N
n
0 , dass

〈∇αTf , ϕ〉 = (−1)|α| 〈Tf , ∇αϕ〉 = (−1)|α|
ˆ

Ω
f∇αϕ = (−1)|α|

ˆ

Ω
(∇αf)ϕ = 〈T∇αf , ϕ〉 , ϕ ∈ D(Ω).

(b) ∇α ∈ L(D’(Ω)) für α ∈ N
n
0 , da ∇α linear und stetig ist. (ÜA)
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IV. Einführung in die Distributionentheorie

(c) Leibnitz-Regel
Sei a ∈ C∞(Ω), T ∈ D′(Ω). Dann gilt für α ∈ N

n
0 , dass aT ∈ D′(Ω) und

∇α(aT ) =
∑

β≤α

(

α

β

)

(∇βa)(∇α−βT ).

(d) Sei f ∈ Wk,p(Ω). Dann gilt ∇αTf = T∇αf , α ∈ N
n
0 , |α| ≤ k.

Beispiel IV.11. (a) Die Heaviside-Funktion

H(x) :=

{

1, x > 0,

0 x < 0

ist ein Element aus D′(R). Es gilt

〈

H ′, ϕ
〉

= −
〈

H, ϕ′
〉

= −
∞̂

0

ϕ′(x)dx = −ϕ(x)|∞0

= ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉 , ϕ ∈ D(R).

(b) Sei α ∈ N
n
0 . Dann gilt

〈Dαδ, ϕ〉 = (−1)|α| 〈δ, Dαϕ〉 = (−1)|α|(Dαϕ)(0), ϕ ∈ D(Ω).

(c) (log(|x|))′ = pv( 1
x
), denn

〈

(ln(|x|))′, ϕ
〉

= −
〈

ln(|x|), ϕ′
〉

= −
ˆ

R

ln(|x|)ϕ′(x)dx

= − lim
ǫ→0





−ǫ
ˆ

−∞

ln(|x|)ϕ′(x)dx +

∞̂

ǫ

ln(|x|)ϕ′(x)dx





PI
= lim

ǫ→0





−ǫ
ˆ

−∞

−ϕ(x)

x
dx+

∞̂

ǫ

ϕ(x)

x
dx− ϕ′(−ǫ)ln(ǫ) + ϕ′(ǫ)ln(ǫ)





MWS
=

η∈(−ǫ,ǫ)

〈

pv(
1

x
), ϕ)

〉

+ lim
ǫ→0

[

ln(ǫ)2ǫϕ′′(η)
]

=

〈

pv(
1

x
), ϕ)

〉

, ϕ ∈ D(Ω).
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IV.3. Faltung

IV.2.3. Der adjungierte Operator

Sei A =
∑

|α|≤m

aαD
α ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten aα ∈ C und

T ∈ D’(Ω). Dann gilt

〈AT, ϕ〉 =

〈

∑

|α|≤m

aαD
αT, ϕ

〉

IV.1
=

∑

|α|≤m

(−1)|α| 〈T, aαD
αϕ〉 =

〈

T,
∑

|α|≤m

(−1)|α|, aαD
αϕ

〉

= 〈T, A∗ϕ〉 , ϕ ∈ D(Ω).

A∗ :=
∑

|α|≤m

aαD
α heißt der zu A adjungierte Operator .

Beispiel IV.12. ∆ =
∑n

i=1 ∂
2
i . Dann gilt ∆ = ∆∗.

IV.3. Faltung

Für a ∈ R
n sei (τaϕ)(x) := ϕ(x − a). Wir definieren die Translation von T ∈ D′

(Rn)

〈τaT,ϕ〉 := 〈T, τ−aϕ〉, ϕ ∈ D(Rn).

Weiter sei ϕ̃(x) = ϕ(−x) für ϕ : R
n → C. Dann heißt

〈T̃ , ϕ〉 := 〈T, ϕ̃〉, ϕ ∈ D(Rn)

Spiegelung.

dfn:Faltung Definition IV.13. Sei T ∈ D′
(Rn), ϕ ∈ D(Rn). Wir definieren die Faltung T ∗ ϕ via

(T ∗ ϕ)(x) := 〈T, τ̃xϕ〉.

Für f ∈ L1
loc(R

n) und g ∈ D(Rn) gilt (ÜA)

(f ∗ g)(x) = Tf (τ̃xg).

Beispiel IV.14. Es gilt

(δ ∗ ϕ)(x) =< δ, τ̃xϕ >= (τ̃xϕ)(0) = ϕ(x), ϕ ∈ D(R)

d.h. δ ∗ ϕ = ϕ.

thm:FaltDiff Theorem IV.15. Sei T ∈ D′
(Rn), ϕ ∈ D(Rn). Dann gilt T ∗ ϕ ∈ C∞(Rn) und

∂j(T ∗ ϕ) = (∂jT ) ∗ ϕ = T ∗ (∂jϕ), j = 1, . . . , n.
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IV. Einführung in die Distributionentheorie

Proof:. Schritt 1: T ∗ ϕ ist stetig
Für x,x

′ ∈ R
n gilt:

τ̃
x
′ϕ(y) − τ̃xϕ(y) = ϕ(x

′ − y) − ϕ(x − y), y ∈ R
n.

Insbesondere folgt:

lim
x
′→x

τ̃
x
′ϕ = τ̃xϕ in D(Rn), d.h.

lim
x
′
→x

〈T, τ̃x′ϕ〉 = 〈T, τ̃xϕ〉.

Also

lim
x
′→x

(T ∗ ϕ)(x
′
) = (T ∗ ϕ)(x).

Schritt 2:
Sei h ∈ R

n\{0}. Dann gilt für x,x
′ ∈ R

n:

1

h
(τ̃x+hei

ϕ− τ̃xϕ) =
1

h
[ϕ(x + hei − y) − ϕ(x − y)], y ∈ R

n

d.h.

lim
h→0

1

h
(τ̃x+hei

ϕ− τ̃xϕ) = τ̃x(∂iϕ) in D(Rn), i = 1, . . . , n.

Also:
∂i(T ∗ ϕ)(x) = limh→0

1
h
< T, τ̃x+hei

ϕ− τ̃xϕ >
= limh→0 < T, 1

h
τ̃x+hei

ϕ− τ̃xϕ >
= < T, τ̃x(∂iϕ) >
= (T ∗ (∂iϕ))(x), i = 1, . . . , n, ϕ ∈ D(Rn

⇒ ∂i(T ∗ ϕ)(x) = (T ∗ ∂iϕ)(x),x ∈ R
n, ϕ ∈ D(Rn).

⇒ ∂i(T ∗ ϕ) stetig in R
n.

⇒ T ∗ ϕ ∈ C∞(Rn).

Schritt 3:
Wegen

∂yi
ϕ(x − y) = −∂xi

ϕ(x − y), x,y ∈ R
n, i = 1, . . . , n

folgt

∂xi
(τ̃xϕ) = −τ̃x(∂xi

ϕ) i = 1, . . . , n

und damit

∂xi
(T ∗ ϕ)(x) = (T ∗ ∂iϕ)(x) = 〈T, τ̃x(∂iϕ)〉 = −〈T, ∂xi

(τ̃xϕ)〉
= 〈∂iT, τ̃xϕ〉 = ((∂iT ) ∗ ϕ)(x), x ∈ R

n, ϕ ∈ D(Rn).
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IV.4. Fundamentallösung

IV.4. Fundamentallösung

Sei A =
∑

|α|≤m aαD
α ein Differentialoperator mit konstanten aα ∈ C und T ∈ D′

(Rn)
mit AT = δ. Dann gilt für f ∈ D(Rn):

u := T ∗ f ∈ C∞(Rn)

ist eine Lösung im Sinne von Distributionen, da

Au = A(T ∗ f) = (AT ∗ f) = (δ ∗ f) = f.

dfn:Fundloes Definition IV.16. Sei A =
∑

|α|≤m aαD
α. Eine Distribution T ∈ D′

(Rn) mit AT = δ
heißt Fundamentallösung von A in R

n.
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V. Fundamentallösungen

In diesem Abschnitt berechnen wir einige Fundamentallösungen explizit. Im Allgemeinen
kann man allerdings nicht erwarten, dass eine Fundamentallösung explizit berechnet
werden kann.

thm:Lap-Op Theorem V.1 (Laplace-Operator). Für x ∈ R
n\{0} setze

N(x) :=











1
n(2−n)α(n) |x|2−n n ≥ 3

1
2π
log|x| n = 2
1
2 |x| n = 1

Dann ist N ∈ L1
loc(R

n) und es gilt

∆N = δ (i. S. v. Distributionen).

Proof:. Sei n ≥ 3. Für ǫ > 0 setze

N ǫ(x) :=
1

n(2 − n)α(n)
(|x|2 + ǫ2)

2−n
2 .

Dann gilt: N ǫ ∈ C∞(Rn) und

∂jN
ǫ(x) =

1

n(2 − n)α(n)
(|x|2 + ǫ2)

2−n
2

−1 2 − n

2
2xj =

1

nα(n)
(|x|2 + ǫ2)

−n
2 xj

∂2
jN

ǫ(x) =
−1

nα(n)

n

2
(|x|2 + ǫ2)

−n
2

−12xjxj +
1

nα(n)
(|x|2 + ǫ2)

−n
2

=
−1

α(n)
(|x|2 + ǫ2)

−n
2

−1x2
j +

1

nα(n)
(|x|2 + ǫ2)

−n
2

=
1

nα(n)
(|x|2 + ǫ2)

−n
2

−1[−nx2
j + (|x|2 + ǫ2)], j = 1, . . . , n.

Mit Lebesgue folgt:

lim
ǫ→0

〈N −N ǫ,∆ϕ〉 = 0, ϕ ∈ D(Rn).

Weiter gilt

〈N ǫ,∆ϕ〉 =

ˆ

Rn

N ǫ∆ϕ =

ˆ

Rn

(∆N ǫ)ϕ, ϕ ∈ D(Rn)

37



V. Fundamentallösungen

und

∆N ǫ(x) =

n
∑

i=1

∂2
i N

ǫ(x)

=
1

nα(n)
(|x|2 + ǫ)

−n
2

−1[−n|x|2 + n|x|2 + nǫ2]

=
1

α(n)
(|x|2 + ǫ2)

−n
2

−1ǫ2 =: ρǫ(x)

Wegen

1

ǫn
ρ1(

x

ǫ
) =

1

ǫ2
1

α(n)
((
|x|
ǫ

)2 + 1)
−n
2

−1 =
1

α(n)
(|x|2 + ǫ2)

−n
2

−1ǫ2 = ρǫ(x)

und

ˆ

Rn

ρ1(y) dy =

ˆ

Rn

1

α(n)
(|y|2 + 1)

−n
2

−1 dy =

∞̂

0

n
rn−1

(r2 + 1)
n
2
+1

dr

=
1

2

ˆ ∞

0
n

s
n−2

n

(s + 1)
n
2
+1

ds =
n

2
β(
n

2
, 1) =

n

2

Γ(n
2 )Γ(1)

Γ(n
2 + 1)

= 1

ist f ǫ ist ein Mollofier. Daraus folgt:

lim
ǫ→0

ˆ

Rn

f ǫ(y)ϕ(y) dy = lim
ǫ→0

ˆ

Rn

f ǫ(−y)ϕ(y) dy = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉, ϕ ∈ D(Rn).

Fall n=1,2 (ÜA).

Theorem V.2. (Wellengleichung) Sei E : R
2 → R definiert überthm:Wellengl

E(t, x) =

{

1
2 t > |x|
0 t ≤ |x|

.

Dann ist E ∈ L1
loc(R

n) und es gilt

∂2
tE − ∂2

xE = δ.

Proof:. (ÜA)
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VI. Greenfunktionen

In diesem Abschnitt sei Ω ∈ R
n stets offen und beschränkt mit ∂Ω ∈ C1. Wir betrachten

−∆u = f, in Ω,

u = g, auf ∂Ω.
(VI.1) eq:VI.1

VI.1. Herleitung der Greenfunktion

sec:HdG

Sei u ∈ C2(Ω) beliebig und seien x ∈ Ω und ǫ > 0 so, dass B(x, ǫ) ⊂ Ω. Weiter sei N
die Fundamentallösung des ∆ und Vǫ := Ω\B(x, ǫ). Mit der Green’schen Formel folgt:

ˆ

Vǫ

u(y)(∆N)(y − x) −N(y − x)∆u(y) dy (VI.2) eq:VI.2

=

ˆ

∂Vǫ

u(y)∂νN(y − x) −N(y − x)∂νu(y) dS(y) (VI.3)

wobei ν die äußere Einheitsnormale auf ∂Vǫ ist.

Wegen ∆N(x−y) = 0 für x 6= y ergibt sich mit der Darstellung der Fundamentallösung

∣

∣

∣

∣

∣

ˆ

∂B(x,ǫ)
N(y − x)∂νu(y) dS(y)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ cǫn−1 max
∂B(x,ǫ)

|N |

≤ cǫn−1











ǫ2−n n ≥ 3

|log ǫ| n = 2

|ǫ| n = 1
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VI. Greenfunktionen

Weiterhin gilt ∇N(y) = − 1
nα(n)

y

|y|n für y 6= 0 (Ü.A.) und es folgt

ˆ

∂B(x,ǫ)

u(y)∂νN(y − x) dS(y) = −
ˆ

∂B(0,ǫ)

u(x + y) ν · 1

nα(n)

y

|y|n dS(y)

=

ˆ

∂B(0,ǫ)

u(x + y)
1

nα(n)

y

|y| ·
y

|y|n dS(y)

=

ˆ

∂B(0,ǫ)

u(x + y)
1

nα(n)

1

|y|n−1 dS(y)

=
1

nα(n)

1

ǫn−1

ˆ

∂B(0,ǫ)

u(x + y) dS(y)

=

 

∂B(x,ǫ)

u(y) dS(y).

Damit können wir in (VI.2) zum Grenzwert ǫ→ 0 übergehen und erhalten:

u(x) =

ˆ

∂Ω

N(y − x)∂νu(y) − u(y)∂νN(y − x) dS(y) −
ˆ

Ω

N(y − x)∆u(y) dy. (VI.4) eq: 3

Gleichung (VI.4) erlaubt uns u zu bestimmen, falls wir ∆u in Ω und u, ∂νu auf ∂Ω ken-
nen. Leider gibt uns (VI.1) keine Informationen über ∂νu auf ∂Ω. Wir würden allerdings
unsere PDE überbestimmen, wenn wir die Werte von ∂νu auf ∂Ω zusätzlich vorschreiben
würden. Daher gehen wir folgender Idee nach:

Idee. Finde für alle x ∈ Ω eine Funktion Nx = Nx(y) mit den Eigenschaften

∆Nx = 0, in Ω,

Nx = N(y − x), auf ∂Ω.

Angenommen wir haben eine solche Funktion bereits gefunden. Mit den Greenschen
Formeln folgt dann

−
ˆ

Ω

Nx(y)∆u(y) dy =

ˆ

∂Ω

u(y)∂νN
x(y) −Nx(y)∂νu(y) dS(y)

=

ˆ

∂Ω

u(y)∂νN
x(y) −N(y − x)∂νu(y) dS(y)
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VI.2. Eigenschaften der Greenfunktion

und damit erhalten wir aus (VI.4) die Darstellung

u(x) =

ˆ

∂Ω

N(y − x)∂νu(y) − u(y)∂νN(y − x) dS(y) −
ˆ

Ω

N(y − x)∆u(y) dy

−
ˆ

∂Ω

N(y − x)∂νu(y) dS(y) +

ˆ

∂Ω

u(y)∂νN
x(y) dS(y) +

ˆ

Ω

Nx(y)∆u(y) dy

= −
ˆ

∂Ω

u(y)∂ν (N(y − x) −Nx(y)) dS(y) −
ˆ

Ω

(N(y − x) −Nx(y)) ∆u(y) dy,

welche den ungeliebten Term ∂νu nicht mehr enthält. Diese führt uns zur Definition der
Greenfunktion.

Definition VI.1. Die Funktion G(x,y) := N(y − x) − Nx(y), x,y ∈ Ω, x 6= y, heißt
Greenfunktion in Ω. Setzen wir die Definition von G in obige Darstellung von u ein, so
sehen wir, dass in diesem Fall ist die Lösung von (VI.1)durch

u(x) = −
ˆ

∂Ω

g(y)∂νG(x,y) dS(y) −
ˆ

Ω

G(x,y)f(y) dy, x ∈ Ω (VI.5) eq: 4

gegeben ist.

Bemerkung VI.2. Sei x ∈ Ω. Dann erfüllt Gx(y) := G(x − y) die Gleichung

−∆Gx = δx, in Ω,

Gx = 0 auf ∂Ω.

Proof:. Ü.A.

VI.2. Eigenschaften der Greenfunktion

thm: VI.3 Theorem VI.3. Für x,y ∈ Ω mit x 6= y gilt G(x,y) = G(y,x).

Proof:. Wir schreiben Gx(z) = G(x, z) und Gy(z) = G(y, z) für z ∈ Ω. Dann gilt

∆Gx = 0, z 6= x,

∆Gy = 0, z 6= y,

Gx(z) = Gy(z) = 0, auf ∂Ω.

Setze V = Ω \ {B(x, ǫ) ∪B(y, ǫ)} für ǫ > 0 klein genug. Mit den Greenschen Formeln
und obigen Eigenschaften von Gx und Gy folgt:

ˆ

∂B(x,ǫ)

(∂νGx)Gy − (∂νGy)Gx dS(z) =

ˆ

∂B(y,ǫ)

(∂νGy)Gx − (∂νGx)Gy dS(z).
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VI. Greenfunktionen

Da Gy glatt nahe bei x ist, gilt analog zu Abschnitt VI.1.

lim
ε→0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ˆ

∂B(x,ǫ)

(∂νGy)Gx dS(z)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ lim
ε→0

cǫn−1 sup
∂B(x,ǫ)

|Gx| = 0

und da Gx = N(x−z)−Nx(z) mit Nx glatt in Ω gilt, erhalten wir mit der aus Abschnitt
VI.1 bekannten Rechnung:

lim
ǫ→0

ˆ

∂B(x,ǫ)

(∂νGx)Gy dS(z) = lim
ǫ→0

ˆ

∂B(x,ǫ)

∂νN(x − z)Gy(z) dS(z) = Gy(x).

Insgesamt ergibt sich damit

lim
ǫ→0

ˆ

∂B(x,ǫ)

(∂νGx)Gy − (∂νGy)Gx dS(z) = Gy(x) = G(y,x)

und völlig analog natürlich auch

lim
ǫ→0

ˆ

∂B(y,ǫ)

(∂νGy)Gx − (∂νGx)Gy dS(z) = Gx(x) = G(x,y).

Erinnern wir uns jetzt noch daran, dass nach dem ersten Schritt des Beweis beide Li-
miten gleich sind, folgt wie gewünscht G(x,y) = G(y,x).

VI.3. Die Greenfunktion im Halbraum

In diesem Abschnitt bezeichne N wieder die Fundamentallösung von ∆ in R
n. Wie in

Abschnitt VI.1 gezeigt, müssen wir für x ∈ R
n
+ eine Funktion Nx = Nx(y) mit

∆Nx = 0, in R
n
+,

Nx = N(y − x), auf ∂R
n
+,

bestimmen, um die Greenfunktion im Halbraum angeben zu können.

Idee (Reflexion). Setze Nx(y) = N(y − x̃), wobei x̃ = (x1, · · · , xn−1,−xn) die Spiege-
lung von x an ∂R

n
+ ist.

Wegen x̃ ∈ R
n \ R

n
+ gilt damit ∆Nx(y) = ∆yN(y − x ) = 0 für y ∈ R

n
+ und nach

Definition gilt Nx(y) = N(y − x̃) = N(y − x) für y ∈ ∂R
n
+. Diese Beobachtung liefert

uns unmittelbar

Theorem VI.4. Die Greenfunktion in R
n
+ ist G(x,y) = N(y−y)−N(y−x̃), x,y ∈ R

n
+

mit x 6= y.
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VI.3. Die Greenfunktion im Halbraum

Proof:. Ü.A.

Wir betrachten nun

∆u = 0, in R
n
+,

u = g, auf ∂R
n
+.

(VI.6) eq: 5

Eine direkte Rechnung zeigt zunächst:

∂ynG(x,y) = ∂ynN(y − x) − ∂ynN(y − x̃) = − 1

nα(n)

[

yn − xn

|x− y|n − yn + xn

|y − x̃|n
]

.

Damit folgt

∂νG(x,y) = −∂ynG(x,y) = − 2xn

nα(n)

1

|x − y|n , y ∈ ∂R
n
+,

und Formel (VI.5) liefert und eine Darstellung der Lösung u von (VI.6) :

u(x) =
2xn

nα(n)

ˆ

∂Rn
+

g(y)

|x − y|n dy, x ∈ R
n
+. (VI.7) eq: 6

Die Funktion K(x,y) := 2xn

nα(n)
1

|x−y|n
definiert für x ∈ R

n
+, y ∈ ∂R

n
+ heißt Poissonkern.

Es gilt nun

Theorem VI.5. Sei g ∈ BC(Rn−1) und u durch (VI.7) gegeben. Dann gilt

(a) u ∈ C∞(Rn
+) ∩ L∞(Rn

+).

(b) ∆u = 0 in R
n
+.

(c) lim
x→x0

u(x) = g(x0) für x0 ∈ R
n
+.

Proof:. Wir unterteilen den Beweis in 3 Schritte.

Schritt 1: Sei x ∈ Rn
+ fest. Dann ist y 7→ G(x,y) harmonisch für y ∈ R

n
+ \ {x}. Wegen

Satz VI.3 gilt G(x,y) = G(y,x), so dass für y ∈ Rn
+ die Abbildung x 7→ G(x,y)

harmonisch für x ∈ R
n
+ \ {y}. Insbesondere ist x 7→ K(x,y) = −∂ynG(x,y) harmonisch

für x ∈ R
n
+, y ∈ ∂R

n
+.

Schritt 2: Es gilt (Ü.A. für Freunde des Rechnens):
ˆ

∂R
n
+

K(x,y) dy = 1.

Insbesondere erhalten wir für x ∈ R
n
+ die Abschätzung

|u(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ˆ

∂R
n
+

K(x,y)g(y) dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ‖g‖L∞(∂Rn
+

) ‖K(x, ·)‖L1(∂Rn
+

) = ‖g‖L∞(∂Rn
+

) .

43



VI. Greenfunktionen

Dies liefert uns ‖u‖L∞(∂R
n
+

) ≤ ‖g‖L∞(∂R
n
+

). Da x 7→ K(x,y) harmonisch für x ∈ R
n
+,

y ∈ ∂R
n
+ folgt u ∈ C∞(Rn

+) (Ü.A.). Daher gilt

∆u(x) =

ˆ

∂R
n
+

∆xK(x,y)g(y) dy = 0, x ∈ R
n
+.

Es bleibt also nur noch (c) zu zeigen.

Schritt 3: Sei x0 ∈ ∂R
n
+ und ǫ > 0. Wähle δ > 0 derart, dass für alle |g(y) − g(x0| < ǫ

für y ∈ ∂R
n
+ mit |y − x0| ≤ δ gilt. Damit folgt:

|u(x) − g(x0)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ˆ

∂R
n
+

K(x,y) [g(y) − g(x0)] dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ˆ

∂R
n
+∩B(x0,δ)

K(x,y) [g(y) − g(x0)] dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ˆ

∂R
n
+\B(x0,δ)

K(x,y) [g(y) − g(x0)] dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

:= I1 + I2.

Nach Wahl von δ gilt

I1 ≤ ǫ

ˆ

∂R
n
+

K(x,y) dy = ǫ.

Den zweiten Term schätzen wir für alle x ∈ R
n
+ mit |x − x0| durch

I2 ≤ 2 ‖g‖L∞(∂R
n
+

)

ˆ

∂R
n
+
\B(x0,δ)

K(x,y) dy

≤ 2 ‖g‖L∞(∂R
n
+

)

2xn

nα(n)

ˆ

∂R
n
+
\B(x0,δ)

2n

|y − x0|n
dy = cxn

ab, wobei wir genutzt haben, dass für x wie oben und y ∈ ∂R
n
+\B(x0, δ) nach umgekehrter

Dreiecksungleichung |y − x| ≥ 1
2 |y − x0| gilt. Für x → x0 folgt somit I1 + I2 → 0 und

wir haben auch (c) nachgewiesen.
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linear, 1

Mittelwerteigenschaft, 24

nicht charakteristisch, 6

Ordnung N auf Ω, 30

Poisson-Gleichung, 28
Poissonkern, 43

quasi-linear, 1

Rankine-Hugoniot-Bedingung, 11

Schock, 13
semi-linear, 1
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Testfunktion, 10

Unstetigkeitskurve, 10

voll nicht-linear, 1

zulässig, 6
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