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Motivation

Wir betrachten einen Stab aus Metall mit gegebener Temperaturverteilung und wollen
die Wirmeleitung untersuchen. Dazu treffen wir folgende Annahmen:

e Der Stab (isoliert) wird parametrisiert durch das Intervall [0,1] und u(x,t) ist die
Temperatur an der Stelle x zum Zeitpunkt ¢.

e Konstanten: p Dichte, ¢ spezifische Warme
e f:[0,1] — R Wirmequelle
e Energie in Segment [z1,x2] : E(x1,22,t) = cp(xy — x1)u(z1,1t)

e Sei Q(z,t) die thermische Energie durch den Punkt x zum Zeitpunkt ¢ und K die
thermale Konduktivitdt. Dann gilt

Q(x>t2) — Q(x’tl) ~ 2
F— A Koaxu(x,tl).

e Energieerhaltung:
cp(zg — 1) (u(@1, t2) — u(w1, 1)) =

(1= 1)(az = 2001 01) = Kotz = 1) (3 (o, t0) — oz, 1))

Daraus folgt

u(.%'l,tg) — u(xl,tl) N f(xl) KO 0 <u(m1,t1) — u(mg,t1)>
+ —
to — ty cp cp Ox

X1 — T2

und somit

f(z1) . Ko &

&gu(:vl,tl) = cp 58562

u(z1,t1), (1)
wobei kK = Ic(—/;’ die Konstante der thermischen Diffusivitét ist. Gleichung () heifit Warme-
leitungsgleichung. Bei stationédrer Temperaturverteilung gilt 0 = dyu(z,t) und damit

82
0= f(z)+ @u(:ﬂ,t).

Partielle Differentialgleichungen tauchen also in natiirlicher Weise in Anwendungen auf.

Im Rahmen dieser Vorlesung sind partielle Differentialgleichungen immer ohne Herlei-

tung gegeben.






lef : typen

f:system

|. Einfiihrung

In diesem Abschnitt sei 2 C R"™ stets ein Gebiet.
Definition I.1.
F(DFu(x), D" Lu(x), ..., Du(x),u(x),x) =0, x€Q (I.1)

heift partielle Differentialgleichung (PDE) k-ter Ordnung,.
Hier ist F:R™ xR™ ' x ... xR" xRx Q — R gegeben und v : 2 — R gesucht.

Wir untersuchen folgende Typen von PDE’s.
Definition 1.2. PDE (LT) heifit

(a) linear, falls

F(D*u(x),....x) = Y aa(z)D — f(x),

(b) semi-linear, falls

F(DFu(x),...,x) = Z o (X) D% + ag(D* tu, ..., x)
|a|=k

fiir ag : Q@ — Rund ag: R?"" x ... x R" x R x  — R gegeben,
(¢) quasi-linear, falls

F(D*u(x),...,x) = Z ao(D* u, .. x)D% + ag(D* 1, ..., x)
la|=k
fiir aq, ag : R ... xRPxRxQ—R gegeben und
(d) woll nicht-linear, falls in der Situation von (c) a, auch von D¥u abhingt.

Spéter werden wir sehen, dass sich der semi- und der quasi-lineare Fall mit Hilfe
eines Fixpunktarguments auf den linearen Fall reduzieren lassen, wobei der quasi-lineare
Fall technisch schwieriger ist. Spéter werden wir auch weitere Typen linearer PDE’s
diskutieren.

Definition 1.3.
F(D*u(x),...,x) =0, xe€Q (1.2)

heifit System von PDE’s k-ter Ordnung. Hier ist F : R™ % ... x RM x ) — R™ gegeben
und u : 2 — R™ gesucht.



1. Einfithrung

Beispiel 1.4. Sei Q2 C R" ein Gebiet.
(a) Laplace Gleichung:

Au(x) = Zafu(x) =0, xef.
i=1

(b) Transportgleichung:
du(x,t) + Z biosu(x,t) =0, t>0,x¢€.
i=1
(c) Wirmeleitungsgleichung:
Ju(x,t) — Au(x,t) =0, t>0,x €.

(d) Wellengleichung:
dPu(x,t) — Au(x,t) =0, t>0,x €.

(e) Navier-Stokes-Gleichung:
Dl ) — Au(,t) + (1 V) (1) + (Vap) (5,8) = F(x,), £ > 0,x € €,
divx u(x,t) =0, t>0,x€ Q.

Hieristu : Q — R" das gesuchte Geschwindigkeitsfeld und p : 2 — R der gesuchte
(Druck). Die rechte Seite F : @ — R" ist gegeben.

Damit die PDE’s eindeutig losbar sind, miissen noch entsprechende Randbedingungen
und/oder Anfangsbedingungen gefordert werden.

Typische Fragestellungen, die im Rahmen dieser Vorlesung untersucht werden sind:
a) Existenz.

(
(b) Eindeutigkeit.
(¢) Regularitit.

(

d) Abbildungsverhalten der Gleichung ﬂ

(e) Weitere Eigenschaften der Losung.

In den folgenden Kapiteln diskutieren wir unterschiedliche Zuginge zur Beantwortung
dieser Fragen. Leider lidsst sich in nur wenigen Fillen die Losung einer PDE explizit be-
rechnen. Daher werden im Rahmen dieser Vorlesung sowohl “explizite” als auch abstrak-
te Methoden (welche zumindest erlauben, einige Aussagen iiber die Losung zu treffen)
vorgestellt.

!Beispielsweise besitzt © — Au = f genau dann eine eindeutige Losung u € X, wenn f € Y, d.h.
(1—-A):X —Y ist ein Isomorphismus.



‘ransport

Il. Die Methode der Charakteristiken

11.1. Motivation anhand der Transportgleichung
Fiir g : R™ — R und b € R" betrachten wir

Ou+b-Vxu=0, inR" x (0,00), (IL.1)
u=g, aufR"x {t=0}. (I1.2)

Idee: Finde Weg Xy, : [ — ]Rfrl entlang dem sich u durch Lésen einer gewohn-
lichen Differentialgleichung (ODE) berechnen lisst. Um die Notation zu erleichten setze
im Folgenden Xy, (s) = X(s) und 0,41 = 9;. Weiter sei

(o) = u(X(5), p(s) = () (X(6).2(0) = gtxo)

Dann folgt mit der Kettenregel
c(6) = () (X)X = plo) X0 (11.3)
Die Ableitung von p(s) ergibt komponentenweise erneut mit der Kettenregel
()(s) = @:‘55‘) (X(s))- X(s), i=1,....n+1.
Aus ([[IJ) folgt 0;0;u + b - VxO;u = 0 oder als Skalarprodukt

VOt b) 7

Setze X(s) = <11)>, d.h.

Somit gilt pi(s) = 0. Mit



II. Die Methode der Charakteristiken

folgt p(s) = (g’i) (x0,0). Gleichung ([[LJ) impliziert nun
. b
61 =p(5) () = b (Taax0.0) + @ra)x0,0) Z 0
2(0) = g(xo)
Daraus ergibt sich
=

u(xo,0) 9(x0) = 2(s) = u(X(s)) = u(xe + bs, s).

Mit x := x¢ + bs folgt also u(x, s) = u(x — bs,0) = g(x — bs). Insgesamt erhalten wir

Theorem I1.1. Sei k € N, g € C*(R"™). Dann lost

u(x,s) = g(x — bs) € C*(R™ x (0,00))
die Transportgleichung ([LTJ).
Bemerkung I1.2. u ist nicht glatter als g.

11.2. Allgemeiner Fall

Betrachte nun beliebige PDE 1. Ordnung:

F(Du(x),u(x),x) =0 in £

11.4 :2
u=gaufl (IL4)[ea

Hierbeiist ' C0Q, g:T' = R, F': R x R x 2 — R gegeben und glatt.

11.2.1. Herleitung einer ODE fiir z(s), p(s), X(s)

Wir definieren:

und berechnen:
2(s) = (Vu)(X(s)) - X(s) = p(s) - X(s)
Bi(s) = (VOu)(X(s)) - X(s), i=1,..m
Ziel: Elimiere Ableitungen 2. Ordnung. Aus ([IL4)) folgt

Y O, F(p(s), 2(5), X(5))0i0u + 0.F (p(s), 2(s), X(s))Oyu
j=1

+ 0, F(p(s),2(s),X(s)) =0, i=1,...,n.



11.2. Aligemeiner Fall

Also setze
XI(s) = O, F(p(s), (), X(5)), j=1,.0m
Dann gilt
p'(s) = —0p, F(p(s), 2(s), X(s))P'(5) — O;F (p(s), 2(5), X(s)), i=1,..,n
Insgesamt erhalten wir:

—0.F(p(s), 2(s), X(s))p(s) — DxF(p(s), 2(s), X(s))
(s) = p(s) - (VpF)(p(s), 2(s), X(s)) (IL5)
X(s) = (VpF)(p(s), 2(s), X(5))

Insbesondere erfiillt jede Losung u € C2(2) von ([[L4) das System (L)) solange z(s) € €.

p(s)

11.2.2. OBdA Rand von 2 ’lokal flach’

Rand von € flach bedeutet I' = R". In einer Umgebung U C I' von zg € I' ldsst sich T’
durch Schieben und Drehen in den Graph einer glatten ’kleinen’ Funktion ¢ : R*~! — R
iiberfiihrt. Setze nun

v(y) = w(Y1, s Yn—1,Yn + A1, s Yn—1)),
u(x) = v(x1, oy 1, T — G(x1, ey Tp—1)),
®(r) = (21, ., Tn-1,Tn — A(T1, ..., Tn_1)),
W(z) = (21, Tne1,Tn + A1, ey Tp—_1)).

Dann gilt wegen (Vu)(x) = (Vo)(y)(V®)(x) die Gleichung
0= F((Vu)(x),u(x),x) = F((Vv)(y)(V®)(x),0(y), ¥(y)), y=2(x),
d.h. fiir ein geeignetes G und Q, C ®(Q):
G(Vo(y),v(y),y) =0, ye€ Q.
AuBerdem v = h auf T', C ®(T') mit h(y) = g(¥(y)), d.h. () ist lokal fquivalent zu

G(Vu(y),v(y),y) =0 in Q.
v=~h auf I'y

11.2.3. Bestimmung der Anfangsdaten fiir ) mit glatten Rand
Definiere xo = X(0), 20 = 2(0) = g(x0), po = p(0). Wie in Section [Tl gilt dann

a]U(XO) = pO,j = (8jg)(X0)7 ] = 17 N — 17
F(p07z07X0) =0.

eq:3
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Insgesamt erhalten wir somit die Kompatibilitdtsbedingungen:

X(0

z(0
p;(0
F(p(0),2(0),X(0)

Der Punkt (xg, 20, po) € R?""! heifit zulissig, falls ([LH) erfiillt ist. Beachte, dass zg
durch die Wahl von xg festgelegt ist. Existenz und Eindeutigkeit von pg ist nicht klar.

( 9)(x0), j=1,.,n—1 (IL.6)
0.

)
)
) =
)

11.2.4. Nicht charakteristische Randdaten

In diesem Abschnitt wollen wir stets annehmen, dass (xg, 20, pg) € R**! zulissig ist.
Wir wollen ([LE) jedoch nicht nur in x¢ € I', sondern in einer Umgebung von xo be-
trachten. Dies fiihrt auf folgende Erweiterung von ([L6):

X(0) =y,
p(0) = a(y).
z(0) = g(y), (I1.7)
q;(y) = (059)(y), ji=1.,n—1,
Fa(y),9(y),y) =0, y € Ux,,

wobei Uy, eine Umgebung von xg in I ist.

Lemma II.3. Sei Fy,, (po,20,%0) # 0. Dann existiert eine eindeutige Lisung q von
([I7) fiiry € T nahe bei xg. In diesem Fall heif$t (pg, 20, Xg) nicht charakteristisch.

Proof:. Definiere G : R" x Ux, — R"

Gi(p,y) =pi —0ig(y), i=1,.,n—1
Gn(p,y) = F(p,9(y),y)-

Dann folgt G(po,%x0) = 0 und

eq:4

1 0 0 0
S N S 0
Op, F(Po, 20,%0) Op, F(P0:20,%0) -+ On—1F(Po,20,%X0) Op, F(Po,20,%0)

Insbesondere gilt also det G(po,x0) = Op,, F (Po, 20, X0) # 0. Die Ezxistenz von q in einer
Umgebung von xq in I folgt aus dem Satz iber implizite Funktionen mit G(q(y),y) =0
und q(xo) = Po-

Bemerkung 11.4. Falls I' nicht flach xq € T ist, so ist xg € I' nicht charakteristisch
falls Dy F(po, 20,%0)v(X%0) # 0, wobei v die dufiere Normale bezeichnet.



11.2. Aligemeiner Fall

11.2.5. Lokale Lésungen
OBdA sei I'' in diesem Abschnitt flach. Wir setzen

P(s) = P(y,8) = P(Y1, - Yn—1. 5),
z(s) = 2(y,s) = 2(Y1, s Yn—1, 5),
X(S) = X(ya 5) = X(yla cyYn—1, 5)'

Dann existiert eine eindeutige Losung von ([LH) mit Anfangsdaten (L) (Ubungsauf-
gabe). Wie im Anschnitt [LJ] miissen wir X invertieren.

Lemma I1.5. Sei (po, 20,X0) nicht charakteristisch. Dann existiert ein offenes Intervall
I C R um 0 und Umgebungen W C T' C R™! won xq¢ sowie V. C R"™ von Xq, sodass
fir alle x € V eindeutige s = S(x) € I undy = Y(x) € W existieren mit x =
X(Y(x),S(x)). Die Abbildungen S und Y sind C2.

Proof:. Es gilt X(x0,0) = x0, X(y,0) = (y,0). Weiter

1 O 0 aplF(p()aZOaXO)
(VX)(x0,0) = |©

0 - 1 9p, ,F(po,20,%o)

0 0 - 0 6pnl_?(p07ZOaXO)7

d.h. det(VX)(xg,0) # 0 nach Voraussetzung. Die Behauptung folgt nach dem Satz tiber
die Umkehrabbildung.

Theorem II.6. Unter den Voraussetzungen wvon Lemma ([LH) setze u(x) =
2(y(x),s(x)), p(x) = p(y(x), s(x)), wobei y, s, p und z wie oben definiert sind. Dann
gilt

F(Vu(x),u(x),x) =0, x€V,
u(x) =g(x), xeVnr.

Proof:. Schritt 1: Lose ([LH), ([LG).
Die Ezistenz einer Lisung p(s) = p(y,s), z(s) = z(y,s), X(s) = X(y,s) von ([LH)
und ([LG) folgt unmittelbar aus der Theorie fiir gewéhnliche DGL.

Schritt 2: Es gilt f(y,s) = F(p(y,s), 2(y,s),X(y,s)) =0 firy e W und s € I.
Wegen p(y,0) = q(y), 2(y,0) = g(y) folgt f(y,0) = 0 firy € W. Weiter folgt mit
[TH) dann (Ubungsaufgabe)

9sf(y,8) =DpF(p, 2,X) - 0sp + V.F(p,2,X)ds2 + Vx F(p, 2, X) - 0,X
=Dp(p, 2, X)[-V.F(p,2z,X) - p— VxF(p, 2, X)| + D.F(p,z,X)p - Vp F'(p, 2, X)
+ VxF(p,2,X) - VpF(p,z,X)=0, sel.
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Schritt 3: Wir zeigen F(p(x),u(x),x) =0, x € V.. Mit Schritt 2 folgt direkt:

F(p(x),u(x),x) = F(p(Y(x)), S(x)), 2(Y (x), S(x)), X(Y (x), S(x)) = 0.
Schritt 4: Wir zeigen p(x) = Vu(x), x € V. Zundchst zeige

Osz(y, s) = ij(y,S)%(y, s) =p(y,s) - 0sX(y, s) (I1.8) |eq:thm:2
j=1

dy, (v,s) = ij(y,S)%(y, s) =p(y,s) -8ij(y, s). (I1.9) |eq:thm:2
j=1

Gleichung (L) folgt direkt aus ([[LH).
Figr ([(T3) seiy €T, i € {1,...,n — 1} und setze

ri(s) = Oy, 2(y,5) = p(y,s) - 0y, X(y, $)-

Dann gilt

thm:2.5-0d
ri(0) = 059 — qi(y) ‘@'\)fm i e‘
7i(s) = Oy, 052(y, s) — Osp(y, s) - Oy, X(y, ) — P(y,s) - Oy, 0:X(y, s).
Aus ([[LJ) folgt

ayiasz(ya 5) = (aylp(y, S)) : aSX(ya 5) + p(ya S) : asayix(ya 5)‘

(I1.10) |eq:thm:2

sowte

7i(s) = Oy, p(y;s)) - 0sX(y,5) + P(y,5)0:9y, X(y, 5)
— 0sp(y;8) - 0y, X(y,s) = p(y,s) - 9y, 0:X(y, s)

T (9y.p(y,9)) - VoF(D(y, ), (v, 5), X(y, ) — [-VxF(D(y, 5), 2(y,5), X(y, ))

- VZF(p(y7 3)7 Z(y7 8)7 X(y7 S)) ' p(Yv 3)] : aYiX(ya 3)'
Mt Schritt 2 folgt
0= 8Yif(y7 3) = VPF(p(yv 3)7 Z(y7 8)7 X(y7 S)) ' ayz'p(ya 3)

+ V.F(p(y,s), 2(y,s), X(y,s)) - Oy,2(y, )
+ VxF(p(y,s), 2(y,s),X(y,s)) - 0y, X(y,s),

Damit erhalten wir

T'Z(S) = sz(p(y7 8)7 Z(y, S),X(y, 3)) ’ [_ayiz(y7 S)) + p(yv 3)8in(y7 S)]
= _VZF(p(ya 3)7 Z(y7 S)7X(y7 S)) ) ’f'i(S).
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Aus der Theorie von ODFE folgt, dass r; =0, s € I, i=1,...,n— 1 eine Lisung von

([TIQ) ist, d.h. (L) gilt. Wir berechnen mit Hilfe von [[LY) und [L3):

D, u(x) = 0,2(Y (x), S(x)) - O, S(x) + Vy2(Y (x), S(x)) - O, Y (x)
=p(y.s) - VsX(y,s) - Ox,S(x) + p(y,s) - VyX(y,5) - Ox, Y (x)
=p(y,s) - [VSX(y, 5) - Ox;5(x) + V, X(y, s) -8X.Y(x)] .

J

Wir miissen zeigen:

0sX(y, 8)0x; S(x) + VyX(y,s) - Ox; Y(x) = 0;5 (Kronecker-Delta)

Es gilt wegen X(Y (x),S(x)) = x:
Oik, = Ox; X

=V, X(Y(x),5(x)) - [“)ij(x) + V. X(Y(x),S5(x)) - aij(x).

Insgesamt folgt Ox;u(x) = p;(y,s) und somit Vxu = p.
Beispiel I1.7. Wir betrachten eine lineare, homogene PDE, d.h.
F(Vu(x),u(x),x) = b(x) - V(u)(x) + ¢(x) - u(x), x€
Dann folgt mit
VPF(p’ Z’X) = b(X)
VZF(p7 Z,X) = C(X)
VxF(p,zx)=0.
und ([LH) (vgl. Ubungen)

—c(X(s)) - p(s)
p(s) - b(X(s)) = —c(X(s)) - 2(s)
X(s) = b(X(s)).

n. T
—
V) V2]
N—
1

Annahme: Sei ¢ = 0 und X(s) = b(X(s)) besitzt folgende Trajektorien:
INSERT PICTURE

Ly

Somit ist z = const entlang jeder Trajektorie; aber beachte Kompatibilitdtsbedingung an

g, da die Funktionswerte am Rand vorgeschrieben sind.

Annahme: Sei ¢ = 0 und X(s) = b(X(s)) besitzt folgende Trajektorien:
INSERT PICTURE

Lésung ist nur glatt, falls g konstant ist.

Bemerkung I1.8. Insbesondere folgt aus obigem Beispiel, dass i.A. keine glatte Lisung

existiert.
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11.2.6. Schwache Formulierung
Wir betrachten die PDE

ou+ 0, F(u)=0 inRxRy

(.0 =g mR (IL12)

Multiplikation mit ¢ € C2°(R,R) liefert:

o:/om/thquF(u))wp
:_/OOO/Ru.aMJrF(u)-amgo+/Rg-so(-,0)

@ heifit Testfunktion.

(11.13)

Definition I1.9. Wir sagen, dass u € L%(R x R) eine Integrallosung von ([LT2) ist,
falls ([ILT3)) fiir alle Testfunktionen ¢ € C°(R x Ry) gilt.

Wir betrachten folgende Situation:
INSERT PICTURE

Hierbei bezeichnet v die duflere Normale, u sei glatt in V; und V.. C heifit Unstetig-
keitskurve, falls w in C' nicht stetig ist (wovon wir im Folgenden ausgehen). Somit ergibt
sich

0= / u-Opp+ F(u) - Opp = —/ (Oru + 0 F(u)) o, p € C(V).
Vi Vi
Es folgt (fiir V. analog):

Ou+ 0, F(u)=0 inV

. (I1.14)
Ou~+ 0y F(u) =0 in V.

Weiter gilt fir ¢ € C°(V):

Oz/u-(?tgo%—F(u)-@xgp
v

= / (B + 0, F(u)) o + / (Fl(zlol/-(p— / (F?&»)”"P

V,UV cnv cnv
m ( ur — ty )u-ap
F(u) — F(uy) ’
cnv

wobei u; der Grenzwert von links in C NV und u, der Grenzwert von rechts ist.

Sei nun C gegeben durch {(x,t) : x = S(¢)} fiir S: [0,00) — R glatt. Dann gilt

F(w)—F(uy) =S5+ (u —u),

10

eq:schwF

eq:schwF

eq:unste
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wobel

Mit der Notation

[u]] = w — uy, (Sprung in u entlang C')
[F(uw)]] = F(u) — F(uy) (Sprung in F'(u) entlang C)
oc=S5 (,,Geschwindigkeit* von ()

lasst sich dies iiber
[F@))] = o [[u] (IL15)

entlang der Unstetigkeitskurve C' ausdriicken. Gleichung ([LT3) heiit Rankine- Hugoniot-
Bedingunyg.

Beispiel 11.10 (Burgersgleichung). Setze

2 1 <0,
Fu):=—, gx)=¢ 1—-2 0<z<1,
0 z>1

und betrachte

o+, (%) = 0inRxR,
u

(IL.16)
= g auf R x {t =0}

:burgers

Die (projizierten) Charakteristiken haben die Form [UA] Y (s) = (g(x0)s + zo, 5), also
ist die Losung iiber

1 z<t0<t<l,

u(r,t) =¢=E 1<z <1,0<t <1,
0 r>1,0<t<1.

gegeben.
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II. Die Methode der Charakteristiken

Fiir t > 1 kreuzen sich die Charakteristiken. Setzte s(t) = 3 und

(1) 1 z<s(t),t>1,
u(z,t) =
0 z>s(t),t>1.

Dann gilt entlang s:

12 1 0?
Flu)=5 =5 Flu)=5=0 w=1 u =0,
d.h. [[u]] =1, [[F(u)] = 3. Die Rankine-Hugonoit-Bedingung liefert also o =

0 =<0,

Wir betrachten nun mit g(z) =
1 z=>0.

Dann ist sowohl

0 x<t/2 Low>t,

x

ui(x,t) = " als auch ug(z,t) =< % 0<a<t,
x

eine Integrallésung von ([UA] Uberpriife Rankine-Hugoniot-Bedingung).

Problem: Eindeutigkeit.

12
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11.2. Aligemeiner Fall

Im Folgenden nehmen wir an, dass wir von einem Punkt in R x R ausgehend entlang
einer (projizierten) Charakteristik riickwérts keine andere Charakteristik treffen.

Sei nun C' wieder eine Unstetigkeitskurve und P € C, so dass P von den Charakteris-
tiken Y7 und Y5 getroffen wird.

Dann gilt wegen Y;(s) = (F'(g(x;))s+x;, 8), i = 1,2, 21 < o fiir die Charakteristiken,
dass

F'(u)s +x1 = F'(uy)s + 20 = (F'(w) — F'(u,))s = 9 — 21 > 0

041 o (11.17)

(w) > o > F'(u,).

Diese Ungleichung nennt man auch FEntropie-Bedingung. Eine Unstetigkeitskurve
nennt man Schock falls (ILT7) und die Rankine-Hugonoit-Bedingung erfiillt sind.

Sei nun F gleichmiiflig konvex, d.h. F” > © > 0 fiir ein © > 0. Dann folgt wegen
F’ streng monoton wachsend, dass ([[LT7) zu u; > u, dquivalent ist. Insbesondere ist F”
injektiv und surjektiv. Wir definieren

G:=(F) .
. . . . u < 0,
Dann ist eine Integrallosung von [LIA fiir g(x) = 0 und z € R, ¢ > 0 gegeben
Uy T >
durch
7 < _
u(z,t) = TS it o = w falls u; > u,
U >0 e
u; % < F’(ul)
bzw. u(z,t) =qG(%) F'(w) <% < F'(uy) falls u; < uy

Uy > F'(uy)
(ohne Beweis).
Bemerkung II.11.

(a) Im ersten Fall sind w; und u, durch einen Schock getrennt, im zweiten Fall durch
eine Rarefaction Wave.

13
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II. Die Methode der Charakteristiken

(b) Man kann zeigen, dass fiir F konvex und glatt hichstens eine Integrallosung exis-

tiert, welche zusdtzlich

1
u(z + z,t) — u(x,t) §C(1+z)z, r€R, z,t>0

fiir ein ¢ > 0 geniigt. Insbesondere sind diese Lisungen eindeutig.

(¢) Die Existenz einer Integrallosung lisst sich mit Variationsrechnung zeigen, vgl.

Lazx-Oleinik-Formel.

11.2.7. Inhomogenes Problem

Wir betrachten in diesem Abschnitt:
Ou+b-Vxu =f inR"” x (0,00)

u =0 auf R" x {t =0}.

Wie in Abschnitt 1 setzen wir

Dann folgt mit 0,41 = 0y, dass

£(5) = p(s)X(5)
36 = (i) (X - X(o), i = ...

() =p(e)- (}) = 700

Integration der letzten Gleichung ergibt

z(t) — z(0) = /f(X(s))ds = /0 f(x0 + bs, s)ds,
0

d.h u(xg + bt,t) = fg f(xo + bs, s)ds. Mit x := x¢ + bt folgt dann

u(x,t) = /0 f(x+Db(s—1t),s)ds.

11.3. Die Wellengleichung

11.3.1. Der Fall n =1

Wir betrachten zunéchst

OPu—02u =0 inRxRy
u =g auf Rx {t=0}
Ou =h auf Rx{t=0}

14
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I1.3. Die Wellengleichung

Wegen (0; + 0,)(0; — Op)u = 0?u — 02u lasst sich [L20 in

ou—0,u =v in Rx R4
ov+0,v =0 in R xRy
u =g auf R x {t =0}
v =h—0y9 aufRx {t=0}

umschreiben. Mit Abschnitt 1 folgt nun (b = 1)
v(z,s) = h(x —s) — (0z9)(z — s) =: a(x — s).

Mit Abschnitt 2.7 folgt analog (b= —1, f(x,s) = v(z,s))

u(z,t) = Oftv(x —(s—1t),s)ds + g(x + 1)

= fga(x +t—2s)ds + g(x +1t)
(%) T+t

= %JCL a(y)dy + g(z + 1) (1121)
1wy — 4 T 0wy + gt +1)

-+t
=3 [ h(y)dy + 3g(z +1) + 1g(z — t)
x—t

Dies ist d’Alemberts Formel. In (x) wurde die Substitution y = = +t — 2s, dy = —2ds
verwendet.

Theorem I1.12. Sei g € C%(R), h € C1(R) dann ist u € C*(R x (0,00)) definiert durch
mm:welle| WLZ2D eine Lisung von [[L20.

Proof:. Nachrechnen.

Im néchsten Schritt betrachten wir

OPu—0?u =0 inRy xRy
u =g auf Ry x{t=0}
du =h auf Ry x {t =0} (11.22)
v =0 auf {z=0} xRy

mit g(0) = h(0) = 0.
Idee: Erweitere u, g, h auf R, d.h.

15
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II. Die Methode der Charakteristiken

Falls u Gleichung ([L22)) 16st, so 16st u

Ru—0,u=0 inRxR,
u=g auf R x {t =0}
oi=h auf R x {t =0}

Nach ([[LI9) ist @ iiber

gegeben. Insbesondere folgt @(0,t) = 3(3(¢) + g(—t)) + & fit h(y)dy = 0 fiir ¢t > 0 und

(gz+t)+g(x—1) + 3 [T hy)dy ,2>t>0

u(x,t) = ( z
-

gla+t)—glt—a)+ 3 [, h(y)dy 0<z<t

N[ D=

Beachte: u ¢ C? falls ¢”(0) # 0

11.3.2. Der Fall n =3

Wir setzen

1 . ..
U(x,r,t) == ][ u(y,t) = IBx.1) / u(y,t) (Mittelwert iiber 0B(x,7)),
aB(x,r) 8B(x,r)
G(x,r,t) = ][ g(y,t), H(x,rt)= ][ h(y,t).
dB(x,r) OB(x,r)

Betrachte nun
0P — Agu =0 in R" x Ry
u=g auf R" x {t = 0} (I1.23) |eq:welle
Ou=h auf R" x {t =0}
fiir g € C2(R"), h € C*(R™).

Lemma II.13. ((Euler-Poisson-Darboux-Gleichung)

Sei x € R™ und u € C2(R™ x Ry eine Losung von ((LZ3). Dann gilt:

-1
02U — 92U — -

8TU:0 Z'TLR_FXR_F

U=G Ry x{t=0} (11.24)  [eq:EPDGL
oU=H auf Ry x {t =0}

16



I1.3. Die Wellengleichung

Proof:. Mit

U(x,rt) = ][ u(y,t)dS(y)U:A ][ u(x +rz,t)dS(z)

8B(x.r) 9B(0,1)
folgt

0,U(x,r,t) = ][ 2(Vu)(x + r2,1)dS (z) = ][ L= (Vu) (v, )dS(y)

8B(0,1) 0B(x,r)

_ v(Vu Gap 1 iv(Vu

= f menasty) g [ dnvuiy.0ase

OB(x,r)

_ 1Bt . “r L

= e | @u.nasy) B L @Quy.nase).
B(x,r) B(x,r)

Analog ergibt sich
1
2 (x, 7, 1) ][ Nufy, 1dS(y) +(~ ~1) ][ Auly, t)dS(y). (11.25)
dB(x,r) B(x,r)
Damit folgt U € C*(R™ x R, und
lir% oU(x,r,t) =0,
20

lim 02U t——A ).
lim 0,;U(x,,t) u(x,t)

Aus ([[L23) ergibt sich dann

O.U(xrt) = f ofuly.t)dy - (W—I/B( oty .

B(x,r)

wobei a(n) das Majf$ der Einheitskugel bezeichnet. Insbesondere erhalten wir

1

— Du(y, t)dy. I1.27 eq:G1U
o) o FD (11.27)

" 1o.U (x, 7, t) =

17



II. Die Methode der Charakteristiken

Mit den Gleichungen ([[(I27) und [L285) folgt dann

37"(7*"7137"U(x, r,t)) =(n
n—11

B(x,r)

nfll—T” ][ (Au)(y, t)dS(y)

B(x,r)

—+7r

n—1

- f S2uly, 1)dS(y) = r" 162U

OB(x,r)

— l)r"*QBTU(x, r,t) + r"ilan(x, r,t)

na(n) T / Ofu(y,t)dS(y) +r""" ][ (Au)(y,t)dS(y)

wobei wir im vorletzten Schritt |B(x,r)| = r"a(n) verwendet haben. Insgesamt folgt

(n — )" 20,U(x,7,t) + " 102U (x, 1, t) = v LORU

Teilt man beide Seiten der Gleichung durch ™=, so folgt die Behauptung.

Sei nun n = 3. Wir setzen U = rU, G = rG und H = rH. Dann folgt mit ([T24)

U = ro}U = r(92U + %&U) =r02U +20,U) = 0,(U + rd,U)

= 0,0,U = 0°U
und mit ([L20)
92G(0) = 0- 02G(0) + 20,G(0) = 0,
d.h. U 16st
00 —0,U =0 in Ry x Ry
U=@G auf Ry x {t =0}
U =H auf R x {t = 0}
U=0

auf {r =0} x Ry
Mit Abschnitt T3] folgt

r—+t
U(x,rt) =

DO =

r+t

18
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I1.3. Die Wellengleichung

(11.29)

und
u(x,t) =lim U(x,r,t) = im7r \, OU(X’T’ 2 =lim7r \ 0(i(é(r +8) =Gt —7)) +—
™0 T 2r
=G+ H®E = % (tG(t)) + tH(t) = % (t ][ g ds) +t ][ h ds.
8B(1;7t) 8B(X,t)
Wie oben folgt
0 0
5 awasei =5 f s+ ds@ = [ Vol ta) dS(a)
ot ot 8B(0,1)
OB(x,t) 0B(0,1)

y—X
- [ YEEe) dsta)
0B(x,t)
Mit ([L29) 16st u, definiert iber
u(x,t) = ][ th(y) +9(y) + (v = x)(Vg)(y) dS(y)

aB(x,t)
lost ([L23)) Diese Formel heisst Kirchhoff’s Formel
Theorem I1.14. Sein = 3, g € C2(R3),h € C1(R?). Dann ist die Losung von ([LZ3)

iiber
u(x,t) = ][ th(y) +9(y) + (y —x)(Vg)(y) dS(y) (I1.30)
dB(x,t)
gegeben.

Bemerkung I1.15. Obiger Ansatz kann auf beliebige, ungerade Dimension {ibertragen
werden.

11.3.3. Der Fall n =2

Leider ist keine Transformaion bekannt, welche die Euler-Poisson-Darboux-Gleichung
in eine eindimensionale Wellengleichung {iiberfithrt. Wir setzen w(z1,xs,x3,t) :=
u(x1,x9,t). Dann folgt nach Definition, dass u

% —0,u=0 inR3xR,
u=4g auf R? x {t = 0}
oy = h auf R® x {t = 0}

19
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II. Die Methode der Charakteristiken

mit (1,72, 23) = g(w1,22) und h(z1, 2, 23) = h(z1, 72) 16st. Setzen wir X = (z1, 2, 0),

so ist w nach Formel [[1.29] iiber

ﬂ(x,t):g(t ][ gdS)+t/ h dS
ot 0B(%,1)
8B (%)

gegeben.

Wegen
= 1 _—(UA) 2 1
Fooas—n [ a2 [ g
B(x,1) At JoB(x.t) 4mt* Jp(x,b)

wobei y(t) = (2 — |y — x|?)2.
Mit y € B(x,t) folgt (V4)(y) = 1(£2 — |y — x)"22(y — x)

2 _ x-y* ¢
1 + ’ny‘ — 1 + t2_‘y_x‘22 - t2—|y—x\2
— 1
= adsS = — g(y) dv — E g(y) d
S 27t 2 01 YT 5 ot 9Y
dB(x,t) T JB(xt) (t? — |y —x[7)2 B(xt) (t? — |y —x|7)2

Analog natiirlich auch ff h, sodass folgt:

1 12 h
= u(x,t) = —at(ﬁ][ 9(y) — dy) +—][ ) —
2 B(xt) (12 — )2 2 JBeen) (12 — |y —x[*)2

Weiter gilt

_ at(ﬁ][ X ttz) g
B(0,1) (12 — t%22)2

B g(x +tz) ,
_815(75][( 5 7(1_Z2)% dz)

_ ][ g(x + tzl) dz + t][ z(Vg)(x —|—1tz) iz
B(0,1) (1 —2z?)2 B(0,1) (1—22)2

y=x+ttz y) Vo) )y —x)1
a ]é(xt (1— (= X)2)% dy+t]€;(x¢) (1_(y_)2)% tdy

_ 9¥) + &y =x)(Vo)¥) o
tém I-(-xmF

Q

|
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I1.3. Die Wellengleichung

Also:

u(x,t) = 1][ tgly) + (v — X)(vg)(y)i + £2h(y) N
B(x,t) >

2 (12 = (y — x)?)

Insgesamt:

Theorem I1.16. Sein =2 ,g € C*(R?), h € C1(R?). Dann ist die Lésung von ([L20)

iber
1 tg(ly) + (y = x)(V9)(y)) + t*h(y)
u(z,t) = - . d
(@%) ]é(x,t) (t2 — (y —x)?)2 Y

2

gegeben.

Bemerkung 11.17. Obiger Ansatz ldsst sich auf beliebige gerade Dimensionen verall-
gemeinern.
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I1l. Harmonische Funktionen

Sei 2 C R™. In diesem Abschnitt betrachten wir Losungen der Laplace-Gleichung.

Au=0 inQ

fiir geeignetes g. Funktionen u € C2%(Q), welche Au = 0 in §2 geniigen heifien harmonisch.

111.1. Grundlagen

Folgende Grundlagen aus Analysis IT werden eine wichtige Rolle spielen:

Proposition III.1. Sei Q C R™ ein Gebiet mit gleichmdfligem C'-Rand. Dann gilt
/ divu = / uy, u € Cl(ﬁ)",u,ﬁju e L' Q)" j=1,...,n
Q oN
Hier bezeichnet v die dussere Normale.
Proof:. (UA)

Korollar IT1.2. (Partielle Integration)

Unter den Voraussetzungen von ([ILT)) gilt
/(@u)v +/ u;v = / wvv; su,v € CHQ),v,0v,u,0u € L(Q)
Q Q o0

Proof:. Seii € 1,...,n. Definiere U : Q — R"™ diber U = uve; Dann folgt mit ([ILT)

/(&u)v—k/uaiv:/ai(uv):/divU:/ Ul/:/ uvy;
Q Q Q Q o0 [2}9]

Korollar IT1.3. (Green’sche Formeln)

Unter den Voraussetzungen von ([IL)) gilt
(a) Jo(Au)v —ulv = [, vO,u — udyv
(b) [qVuVe=— [ Av+ [, ud;v

(c) JoAu= [3000u
fiir u,v € C?(Q) : v, v, 0;05v, u , Oju, 0;05u € L' i=1,...,n

23



ITI. Harmonische Funktionen

Proof:. Mit
(O1u)v . .
div(Vu)v = div . = Z(@fu)v + Z(@iu)(aw) = (Au)v + (VuVo)
i=1 i=1
(Opu)v
folgt
/QvAu + VuVu = /Qdiv((Vu)v) = /E)Q(Vu)vy = /BQ(&,u)v (IT1.2) |eq:green
Analog:
/QU(AU + (Vuav) = /ag udyv (ITI1.3) |eq:green
= (a), (b)
(¢c) (UA)

111.2. Eigenschaften von harmonischen Funktionen

111.2.1. Mittelwerteigenschaft
Proposition III.4. Seiu € C%*(Q)) harmonisch. Dann gilt

u(x) = ][ u= ][ u (I11.4)
OB(x,r) B(x,r)

fiir x € Q und r > 0 mit B(x,r) CcC Q. ([IL4) heifit Mittelwerteigentschaft auf Q

Proof:. Setze ®(r) = faB(x ") u(y). Dann gilt (vgl. Beweis von Lemma [[L13)

' (r) = - ]i(xm)(Au) =0

Da u stetig ist, folgt lim,~ o ®(r) = u(x), d.h.

u(x) = Jémx,r) uly)

Mit Kugelkoordinaten folgt weiter

/B(xw") ‘o /OT(/BB(X,T) W) ds = u(x) /Or na(n)s"~" ds = u(x)a(n)s" ‘2 = a(n)r"u(x)

Wobei na(n)s" =t dem Maf$ der Kugelschale und a(n)r™ dem Map der Kugel entspricht.
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I11.2. Eigenschaften von harmonischen Funktionen

Proposition II1.5. Seiu € C%(Q) mit

u(x) = ][ u
OB(x,r)

fiir jede Kugel B(x,r) CC Q. Dann ist u harmonisch.

Proof:. Annahme: (Au) > 0 fir ein xo € €.
Dann existiert ein r > 0: (Au)(x) > 0 fir x € B(x,r). Nun gilt fir ® wie im Beweis

von (L) mit x = Xo:
0=2a'(r) = ][ (Au) > 0 Widerspruch!
B(xo,r)

111.2.2. Maximumsprinzip

In diesem Abschnitt sei 2 C R"™ stets beschrankt.
thm:3.6 eorem 6. Setu € N C(Q) harmonisch. Dann gilt
Th II1.6. Seiu € C*(Q)NC(Q) h h. Dann gil

(a) max u(x) = max u(x)
xeQ x€0N

(b) falls xo € Q mit u(xp) = maxu(x) und Q zusammenhdingend
x€eQ
= u ist konstant.
Proof:. Seixg € Q: u(xo) = M =: maxu(x). Dann folgt mit ([IL4)
x€e)
M = u(xg) = ][ u<M
B(xo,r)

Gleichheit gilt genau dann wenn w = M in B(xg,r). Damit ist die Menge M =
{xeQ:u(x) =M} offen und relativ abgeschlossen in Q. Insbesondere M = ) falls
Q zusammenhdngend.

(a) folgt aus (b) (UA)
Bemerkung III.7.

(a) Analog zu [ILB) ldsst sich ein Minimumsprinzip beweisen. (UA)

(b) Betrachte eine Losung u € C?(Q)NC(Q) von [MLI) fir Q zusammenhingend und
g > 0. Dann folgt u > 0 in Q falls g # 0

indeutig| Theorem IIL.8. (Eindeutigkeit) Sei Q C R™ beschrinkt. Sei g € C(0R2), p € C(Q).
Dann existiert héchstens eine Losung u € C?(2) N C(2) von

—Au=p inQ, (IIL.5)
u =g auf 0S.
Proof:. Seien ui, ug € C%(Q) N C(Q) Losungen von [ILA. Dann gilt
—A(ug —u2) =0 in Q,
up — ug = 0 auf 09.

Mit dem Mazimums- und Minimumsprinzip folgt uy - us = 0.
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ITI. Harmonische Funktionen

111.3. Regularitat
Theorem II1.9. u € C%(Q) besitze die Mittelwertseigenschaft auf Q. = u € C®(Q).

Proof:. Sein. ein radialsymmetrischer Mollifier. Setze u¢ = ne * u in
Qe :={z € Q: dist(x, 0Q) > €}. = u® € C°(Q,). Es gilt nun

u(x) = / e (% — ylu(y) dy = / e (% — y])u(y) dy

Q B(x, €)

:/ / Ne (r)u(r, -)dSdr = /77E / (r)u(r, -)dSdr
0 8B(x,r) 0 OB(z, r)

~ [neioBG. lu@dr = [ 5o = ydyutz)
0 B(z, €)

=u(x), = € Q,

d.h. uw € C*(82). Dabei haben wir im vierten Schritt verwendet, dass 1. radialsymmetrisch
und somit konstant auf der Kugelschale ist. AufSerdem erlaubt die Mittelwertseigenschaft
von u den sechsten Schritt.

Bemerkung ITI1.10. Theorem [[IL9 sagt nichts iiber das Verhalten von u am Rand aus.

111.4. Lokale Abschadtzungen fiir harmonische Funktionen

Theorem III.11. Sei u harmonisch in Q). Dann gilt

o Ck
|(v )(X0)| < m HuHLl(B(xo,r)) (1116)
fir jede Kugel B(xg,7) CC Q und jeden Multiindex o mit || = k. Hier ist

L B (2n71nk)k
Cr = OB

Proof:. via Induktion.

Fall k = 0 folgt aus MWE (UA).

Fall k = 1: (Beachte Oyu ist harmonisch.) Mit der Mittelwerteigenschaft und Korol-
lar [[ILA folgt dann

2n
1O5u(x0)| = ][ o = | o / wi < 2 ull oo, 5
(%0, %) dB(xo, %)
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lalytisch

II1.5. Liouville

Hierbei haben wir in letzten Schritt |BB(X0, §)| = %(n") verwendet. Wegen x € 0B(xo, &)
folgt B(xg, 5) C B(xq, ) C L.

2 n
= Ju| < () TP

1
a(n) \r

5 _ o [(2)" o 2\
= | zU(X0)|_m . HUHLI(B(XO,T))—M - lull 2 (Bixo, 7)) -

Die Behauptung gelte nun fiir k-1. Dann gilt fir o mit |o| = k, dass D% = 0;DPu fiir
eini € {l,...,n} und B mit |3| = k-1. Wie oben gilt

[V¥u(xo)| < nTk HDBUHLW(aB(X07 )

und fiir x € 0B(Xo, 1) gilt B(x, %r) C B(xg, r) C Q. Wie oben folgt mit (UA)

(2" n(k —1))*!

a(n) (%T)nﬁ-k—l

(DPu)(x)| <

HuHLl(B(xo,r))’

2l )
|(V*u)(x0)| < (a(n)ﬁgk lwll 11 (B, r) -

111.5. Liouville
Theorem III1.12. Sei u : R™ — R harmonisch und beschrdinkt. Dann ist u konstant.
Proof:. Seixg € R™, r > 0. Dann folgt mit Satz [ILT]

2ty 1 2ntly 1 " C
< )Wloc(n)r [ull zoo ey = - lull oo ey

‘(VU)(X())‘ < a(n) yntl HUHLI(B(xo,T)) a(n

d.h. |(Vu)(xg)| = 0 folgt fiir r — oco. Dann ist u konstant.

111.6. Analytische versus harmonische Funktionen

Theorem III1.13. Sei u harmonisch in Q, d.h. fir alle xg € Q existiert ein x > 0,
sodass

u(x) = Z (X_n%)n(Dau)(xo), x € B(xo, 7).
n=0

Proof:. Beweisidee: Zeige mithilfe von [ILID, dass die Taylorreihe konvergiert. (UA)
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I11.7. Harnack-Ungleichung

Theorem III.14. Sei V CC Q zusammenhdngend. Dann existiert ein C > 0, welches

nur von V' abhdngt, sodass

< C inf -
)S(lelg u(x) < jnf u(x)

fiir alle nicht-negativen harmonischen Funktionen u € C?(Q) gilt. Insbesondere ist fiir
alle z,y € V erfillt:

1
o uly) Sux) < C-uly).
Proof:. Seir := 1dist(V, 0Q). Wihle z,y € V mit |x —y| < r. Dann gilt
MWE 1 1 MwE 1
u(x) "= u(z) dz > ——— u(z) dz = — u(z)dz =" —u(y).

a(n)2nrn 2n 2n
B(x, 2r) B(y,r B(y,r

1
= 2"u(y) > u(x )>2— uly), x,yeV, |x—y| <.

Uberdecke V' mit endlich vielen Kugeln mit Radius L. (V.ccQ)und BiNB;_1 # 0 fir
i=2,...,N. Dann folgt u(z) > 2,%Nu(y) fiir alle z,y € V.

In den folgenden Abschnitten werden wir eine Darstellung der Losung der Poisson-
Gleichung

Au = fin R" (IT1.7) |eq:poiss

der Form u(x f k(x — (y) dy = (k = f)(x) mit einer geeigneten Funktion k

herleiten. Die Funktlon k heifit Fundamentallosung Im n#chsten Abschnitt diskutieren
wir zunéchst einige benétigte Resultate aus der Distributionentheorie.
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renzwert

IV. Einfiihrung in die Distributionentheorie

IV.1. Der Raum der Testfunktionen D(2)
In diesem Kapitel sei €2 C R" stets offen. Wir setzen

D(Q2) = {u € C*°(Q) : supp u ist kompakt} = C°().
Eine Funktion ¢ € D(€2) heifle Testfunktion.

Beispiel IV.1. ¢ definiert iber

1
e —lel?, x| <1,
o(x) = I
0, x| = 1,

ist eine Testfunktion mit o € D(R™).

Definition & Lemma IV.2. Sei (p;) € D() und ¢ € D(2). Dann ist lim ¢; =
j—00
¢ in D(Q) =

(i) 3K € Q mit suppp; C K, j €N,

(ii) jlggo [D%(j — )|l =0, Vo € N

Theorem IV.3. Seien (p;), (¢;) C D(2) mit lim ¢; = ¢ und lim ; = fir ¢, ¥ €
D(QY). Dann gilt o e

(a) lim (ap; + ;) = ap + Ay, a, 0 € C.

(b) lim V%p; =V, fiir alle « € Nj, d.h V*: D(Q) — D(Q) ist stetig.
j—00

Definition & Lemma IV.4. Seize D'(Q) = {T: D(Q) — C: T linear und stetig},
wobei

T: D) — C stetig = lim ¢; = ¢inD(Q) = lim T'p; = Te.
J—00 Jj—00

Wir schreiben
<T, ¢ >=T(p).

T € D'(Q) heifit Distribution.
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1V. Einfithrung in die Distributionentheorie

Theorem IV.5. Sei T : D(2) — C linear. Dann sind dquivalent:
(a) Te D),

(b) VK € Q3C > 0,N(K.T): [Tg| <C- ¥ [D%|. ¢ € D(Q)
lo|<N
mit supp oy C K.

Proof:. (a) = (b):
Annahme: Die Behauptung ist falsch. Dann existiert K € § so, dass fiir alle N € N ein
oN € D(Q) mit
suppen C K und |To,| > N Z I DN || o
la|]<N

Ton
[Ton|

existiert. Setze o = on/|Tn|. Dann gilt A}im on =0, aber |Ton| = =1, was
— 00

etnen Wz’dergpruch zur Stetigkeit darstellt.
(b) = (a): (UA).

Bemerkung IV.6. In der Situation von Satz[[V.4 heifit T von der Ordnung N auf K.
Fall T von der Ordnung N ist fir alle K C Q kompakt, so heifit T von der Ordnung N
auf Q.

Beispiel IV.7. (a) Die Dirac’sche d,-Distribution. Fir a € Q setze (§q, ¢):= ¢(a),
v € D(Q). Falls 0 € Q schreiben wir dg = 0.

(b) Der Cauchy-Hauptwert.
Sei Q = R. Wir setzen

<(pv)(l)7 <P> = lim SD(CC)dac, ¢ € D(R).

e—0 T

T
|z|>0
Beachte: 2 ¢ Ly (R).
: 1 T
(c) Sei Q=R. <m, cp> = lim [ Ze(x)de.
—00

(d) Fiir f € L, (Q) ist Ty : D(Q) — C definiert iiber

(Ty, @) = /fsodw-
Q

Proof:. (b) Sei (p;) C D(Q) mit lim ¢; = 0. Dann existiert ein a > 0, sodass supp ¢ C
j—00
[—a, a], 7 € N. Es gilt nun

lim ¢(z) = lim | ¢;(0) / idw%— / —%(m)_%(o)da@

e—0 x e—0 x
|x|>e e<|z|<a e<|z|<a
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1V.2. Elemetare Operationen mit Distributionen

0
§1im/Hg0;H dwzQaHgo;Hoo — 0 fiir j — oo.
[e.e]

e—0
(d)Sei (¢j) C D(Q) mit lim ¢; = 0 in D(Q). Dann existiert ein K C Q kompakt mit
j—00
supp p; C K, j€Nund lim |¢;]| = 0. Weiter gilt
j—o00

lim (T}, )] = lim \ [ Seids
j—oo | )k

j—)

(a), (c) (UA).
Theorem IV.8. Es gilt Ty =0 in D'(Q2) genau dann, wenn f =0 fast iberall.

< lim [lg;ll / fdz = 0.
j—o0 K

Proof:. Die Riickrichtung ist klar.

"'=': Sei Ty = 0 in D’(Q). Dann gilt fir K CC Q, dass [} fedr =0, ¢ € C°(K). Da
f € D(K) folgt f =0 fast iberall (UA).

IV.2. Elemetare Operationen mit Distributionen

IV.2.1. Multiplikation mit einer Funktion
Sei a € C*(Q), T € D'(Q2). Wir definieren (aT, p) = (T, ap), p € C°(Q).
Beispiel IV.9. (a) Seia € C*(Q) mit 0 € Q. Dann gilt ad = a(0)d, denn

(ad, o) = (0,ap) = a(0)p(0) = (a(0)d,¢), ¢ € D(N).

(b) Es gilt xpu(2) =Ty, denn

(smDe) = (pi)av) =tim [ Zop=[o= [1o=1Ti o). v € DR

|z|>e€

IV.2.2. Ableitung der Distribution

Nach Satz (b) ist V¥ : D(Q2) — D() stetig. Wir definieren fiir T € D’(Q2) und
a € N7,

(V°T, ¢) = (1) (1.9}, o € D(©). )
Bemerkung IV.10. (a) Sei f € C°°(2). Dann gilt fir alle o € Ny, dass

(VOTy, o) = (=1)*(Ty, Vo) = (—1)'0"/QfV°‘90= '“/ Ve = Tvas, @) s ¢ € D(Q).

(b) V® € L(D(Q)) fir a € Ng, da V* linear und stetig ist. (UA)
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1V. Einfithrung in die Distributionentheorie

(c) Leibnitz-Regel
Seia e C°(Q), T € D'(Q). Dann gilt fir « € Nj, dass aT € D'(Q) und

VeaT) =y <g> (VBa)(VeBT).

Bl

(d) Sei f € WEP(Q). Dann gilt VOTy = Tyay, a € Ny, |a| < k.

Beispiel IV.11. (a) Die Heaviside-Funktion

ist ein Element aus D'(R). Es gilt

(e o]

(', o)== (H, ) =~ [ @)z = (o)
=¢(0) = (0, ¥), (:0 € D(R).
(b) Sei a € NZ. Dann gilt
(D6, @) = (=)l (5, D) = (=1)*|(D*¢)(0), ¥ € D(Q).

(c) (log(jz]))' = pv(3), denn

((n(z))), ) = — (in(lz]), @) = — /R In(|z])' () dx

- ~lin ( [ el @iz + m<x>so'<x>dx)

— OO €

e—0 x
— 0O €

Him (/ —@dx + / @dw — @' (—€)ln(e) + @'(e)ln(e))

MWS
ne(—ee)

(m(3) )+ lim [1(e2ee" ()] = ((3): 9)). 0 € DOV
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1V.3. Faltung

IV.2.3. Der adjungierte Operator

Sei A = > aaD" ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten a, € C und
la| <m

T € D’(2). Dann gilt
(AT, ¢) = < Z aq DT, ¢>E§ﬂ Z (=D)le(T, anD%p) = <T, Z (=1)led] aaDo‘go>
lor|<m lal<m |a|<m

= (T, A*p), ¢ € D(Q).
A*:= > aoD® heifit der zu A adjungierte Operator .

la|<m

Beispiel IV.12. A =", 9. Dann gilt A = A*.

IV.3. Faltung
Fiir a € R" sei (Ta)(x) := ¢(x — a). Wir definieren die Translation von 7' € D' (R")
(raT, ) == (T, 7-ap), ¥ € D(R").
Weiter sei ¢(x) = ¢(—x) fiir ¢ : R” — C. Dann heifit
(T,¢) == (T, @), p € D(R")
Spiegelung.
@ Definition IV.13. Sei T € D'(R"), ¢ € D(R"). Wir definieren die Faltung T * ¢ via

(T @) () := (T, 7xp)-
Fiir f € L} (R") und g € D(R") gilt (UA)

(f * 9)(x) = Ty (7x9)-
Beispiel IV.14. FEs gilt

(0 9)(x) =< 0, Txp >= (Txp)(0) = ¢(x), ¥ € D(R)

d.h. 0 xp = .

FaltDiff| Theorem IV.15. Sei T € D'(R"), o € D(R™). Dann gilt T * o € C(R") und
0;i(T*¢)=(0;T)*x=Tx(0;¢),j=1,...,n.
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1V. Einfithrung in die Distributionentheorie

Proof:. Schritt 1: T * ¢ ist stetig
Fiir x,x € R" gilt:

Fop(y) — Fxp(y) = o(x —y) —p(x—y), y €R™

Insbesondere folgt:
lim 7,9 = 7xp in D(R"), d.h.

lim (T, 7,1 @) = (T, 7x)-

!
X —X

Also
lim (T + ) (x) = (T + 9)(x).
Schritt 2:

Sei h € R™\{0}. Dann gilt fir x,x € R":

1. . 1 n
E(Tx+he¢<P — Txp) = E[w(x +hei —y)—p(x—-y), yeR
d.h.
1
}llin%) E(%:H-hei@ — Txp) = x(0ip) in DR"),i =1,...,n.
Also:
(T * p)(x) = limp, o3 < T, Fphe; — Txp >

= limy,_,o < T, %%x-i—hei@ — Txp >
<T, 7~—x(aﬁo) >
= (T*(0ip))(x), i=1,...,n,¢p € D(R"

= 0;(T *¢)(x) = (T % 0;p)(x),x € R", p € D(R").
= 0;(T x ) stetig in R™.
= T xp € C°(RM).

Schritt 8:
Wegen
By, p(x —y) = =0y, p(x—y), X,y ER"i=1,...,n
folgt
Ok, (Txp) = —Tx(Ox,p) 1 =1,...,n
und damit
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1V.4. Fundamentall6sung

IV.4. Fundamentall6sung

Sei A = Z| al<m aoD? ein Differentialoperator mit konstanten a, € C und T' € D'(R")
mit AT = . Dann gilt fiir f € D(R"):

u:=Txfe C*R")
ist eine Losung im Sinne von Distributionen, da
Au=ATx* f)= (AT« f)= (0« f) = [.

Definition IV.16. Sei A = 3", aoD®. Eine Distribution T" € D'(R") mit AT = §
heiBt Fundamentallosung von A in R™.
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V. Fundamentallésungen

In diesem Abschnitt berechnen wir einige Fundamentallosungen explizit. Im Allgemeinen
kann man allerdings nicht erwarten, dass eine Fundamentallésung explizit berechnet
werden kann.

Theorem V.1 (Laplace-Operator). Firx € R"\{0} setze

1 _
n(2—n)a(n) ‘XP " n=>3
N(x) := +log|x| n=2

x| n=1

Dann ist N € L (R"™) und es gilt

loc

AN =4 (i. S. v. Distributionen).

Proof:. Sein > 3. Fiir e > 0 setze

Ne(x) = muxﬁ +e)EE,

Dann gilt: N© € C*°(R") und

OjN¢(x) = m(lxlz + 62)2%”*1 2 ; n2xj = nal(n) (%2 + €2) %' x;
OFN(x) = n;(iz) g(|x|2 +e%) 2 Tlaxgx; + #(n)ﬂxﬁ +6é)2

- %)('XP +¢)7 g + nozl(n) (%P +e3)F

- %(n)(‘x‘2 + )T e + (xP+ )], j=1,....n

Mit Lebesgue folgt:
lir%(N — N Ap) =0, ¢ DR").
€E—

Weiter gilt

(v, 80) = [ NeAp - / (AN, ¢ € D(R™)
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V. FundamentallGsungen

und
AN¢(x) = Z@ZZNE(X)
i=1
1 —n
Zgggﬂkp+@3"ﬂ—ﬂﬂ2+nkﬁ+nﬂ
1 —n
= () F = ()
Wegen
1 4.x 11 X[ \2 1 1 2 2 1.2
- NN -~ (= 1 - = _ €
') = G (P )T = (i + F = )
und

ist f€ ist ein Mollofier. Daraus folgt:

mg/fwwwwm:h% F(=y)e(y) dy = ¢(0) = (6,¢), ¢ € DR").
€—> €—> Rn

R

Fall n=1,2 (UA).

Theorem V.2. (Wellengleichung) Sei E : R? — R definiert diber

1
E(t,r) = {2 t> el .
0 t<|x|

Dann ist E € L} (R™) und es gilt

loc

O}E — 0°E = 6.

Proof:. (UA)
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VI. Greenfunktionen

In diesem Abschnitt sei Q € R™ stets offen und beschrinkt mit 9Q € C1. Wir betrachten

—Au=f, in Q,

u=g, auf Q. (VL1)

VI.1. Herleitung der Greenfunktion

Sei u € C?(Q) beliebig und seien x € Q und € > 0 so, dass B(x,¢) C Q. Weiter sei N
die Fundamentallosung des A und V. := Q\B(z, €). Mit der Green’schen Formel folgt:

[u®@N) 5 =x) - Ny = x)8u(y) dy (VL.2)

- / u(y)9, N(y — %) — N(y — x)d,uly) dS(y) (V13)

wobei v die duflere Einheitsnormale auf 0V ist.

Wegen AN (x—y) = 0 fiir  # y ergibt sich mit der Darstellung der Fundamentallgsung

OB(x,¢€)

/ N(y —x)d,u(y) dS(y)| < ce™ ! max |N|
9B(x,e)

e " pn>3
<ce" M |loge] n=2

| n=1
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VI. Greenfunktionen

Weiterhin gilt VN (y) = fiir y # 0 (U.A.) und es folgt

()\yl

| Ny =) as@) == [ ulxty) v asly)

OB(x,¢) 8B(0,¢)
1y vy
= u(x + - ds
[ Yooyl Ty ¥
8B(0,¢)

= / U(X+y);;_ dS(y)

no(n n—1
dB(0,¢) ) Iyl

OB(x,€)

Damit kénnen wir in (VL2) zum Grenzwert € — 0 iibergehen und erhalten:

/N —x)0,u(y) —u(y)o,N(y —x) dS(y /N —x)Au(y) dy. (VIL.4)

Gleichung (VL) erlaubt uns u zu bestimmen, falls wir Au in Q und u, d,u auf 9 ken-
nen. Leider gibt uns (VLJ) keine Informationen iiber d,u auf 0Q. Wir wiirden allerdings
unsere PDE {iberbestimmen, wenn wir die Werte von d,u auf 90 zusétzlich vorschreiben
wiirden. Daher gehen wir folgender Idee nach:

Idee. Finde fiir alle x € Q eine Funktion N* = N*(y) mit den Eigenschaften

AN* =0, in Q,
N*=N(y —x), auf 0.

Angenommen wir haben eine solche Funktion bereits gefunden. Mit den Greenschen
Formeln folgt dann

— [ 8 w)8uly) dy = [ a8 ) - Nx@)du(y) dS()
Q

o0N

_ / u(y)d, N (y) — N(y — x)d,u(y) dS(y)

o0N
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.3

V1.2. Eigenschaften der Greenfunktion

und damit erhalten wir aus (VL4) die Darstellung

x) = [ Ny = x)0,u(y) - u(y), Ny — x) dS(y) - / N(y - x)Au(y) dy

oN
- [N - x00,() 456) + [ uty)a, Ny / N¥(y)Au(y
o0

onN

. / u(y)dy (N(y — x) - N*(y)) dS(y) - / (N(y - x) — N*(y)) Au(y) dy,
Q

o0N

welche den ungeliebten Term 0, u nicht mehr enthélt. Diese fithrt uns zur Definition der
Greenfunktion.

Definition VI.1. Die Funktion G(x,y) := N(y —x) — N*(y), x,y € Q, x # y, heifit
Greenfunktion in €. Setzen wir die Definition von G in obige Darstellung von w ein, so
sehen wir, dass in diesem Fall ist die Losung von (MLJ)durch

u(x):—/ (y)0,G(x,y) dS(y /ny )dy, xeQ (VL5)
o0N

gegeben ist.

Bemerkung VI1.2. Seix € Q. Dann erfillt Gx(y) := G(x —y) die Gleichung

—AGx = 0x, in,
Gx =0 auf 0S2.

Proof:. U.A.

VI.2. Eigenschaften der Greenfunktion
Theorem VI1.3. Firx,y € Q mit x #y gilt G(x,y) = G(y,x).
Proof:. Wir schreiben Gx(z) = G(x,2) und Gy(z) = G(y,z) firz € Q. Dann gilt

AGx =0, z#u,
AGy =0, z#y,
Gx(z) = Gy(z) =0, auf OS2

Setze V.= Q\ {B(x,¢) UB(y,€)} fir e > 0 klein genug. Mit den Greenschen Formeln
und obigen Figenschaften von Gy und Gy folgt:

(0,Gx) Gy — (9,Gy) G dS(z) = / (0,Gy) G — (9,G) Gy dS(2).

0B(x,€) 0B(y;e€)
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VI. Greenfunktionen

Da Gy glatt nahe bei x ist, gilt analog zu Abschnitt VL1

lim / (8,Gy) Gx dS(z)| < limce" ™' sup |Gx| =0
e—0 e—0 dB(x,¢)
B(x,€)

und da Gx = N(x—2z)— N*(z) mit N* glatt in Q gilt, erhalten wir mit der aus Abschnitt
VT bekannten Rechnung:

lig(l) (0,Gx) Gy dS(z) = lgr(l) O,N(x — z)Gy(z) dS(z) = Gy(x).

0B(x,€) 9B(x,¢€)

Insgesamt ergibt sich damit

lim [ (0,Gx) Gy — (0,Gy) Gx AS(2) = Gy (x) = Gly,x)

dB(x,¢)

und vollig analog natirlich auch

lim (0,Gy) Gx — (0,Gx) Gy dS(z) = Gx(x) = G(x,y).

e—0

9B(ye)
Erinnern wir uns jetzt noch daran, dass nach dem ersten Schritt des Beweis beide Li-

miten gleich sind, folgt wie gewiinscht G(x,y) = G(y,x).

VI1.3. Die Greenfunktion im Halbraum

In diesem Abschnitt bezeichne N wieder die Fundamentallssung von A in R™. Wie in
Abschnitt VLTl gezeigt, miissen wir fiir x € R} eine Funktion N* = N*(y) mit

AN* =0, in Ri,
N*=N(y —x), aufdR’,

bestimmen, um die Greenfunktion im Halbraum angeben zu kénnen.

Idee (Reflexion). Setze N*(y) = N(y — X), wobei X = (z1,- - ,Tn_1, —Tp) die Spiege-
lung von x an OR'} ist.

Wegen x € R™ \ R gilt damit AN*(y) = AyN(y —x ) = 0 fir y € R} und nach
Definition gilt N*(y) = N(y —X) = N(y —x) fiir y € OR’}. Diese Beobachtung liefert
uns unmittelbar

Theorem VI.4. Die Greenfunktion in R’} ist G(x,y) = N(y—y)-N(y—X), x,y € R}
mit X #y.

42



VI1.3. Die Greenfunktion im Halbraum

Proof:. U.A.

Wir betrachten nun

Au =0, inRY,

VIG - 5
u=g, aufdR’. ( ) |ea
Eine direkte Rechnung zeigt zunéchst:
0y, G(x,y) = 0y, N(y —x) — 0y, N(y — %) = — L
Yy y Yy na(n) ‘X_y’n ’y_X’n

Damit folgt

auG(X7 y) = _6}’nG(X7 y) =

2 1
on ™ y € ORY,

- na(n) [x—y

und Formel (VL) liefert und eine Darstellung der Losung u von (VLE) :

2z, 9(y)
= d R"”. I
u(x) na(n) / x—y[® Y XER+ (VLT)
oR?

Die Funktion K (x,y) := 2o L definiert fiir x € R?, y € OR™ heiBt Poissonkern.

na(n) [x—yl

Es gilt nun

Theorem VI.5. Sei g € BC(R" ') und u durch (NL) gegeben. Dann gilt
(a) ue C®RY)NL>(RY).
(b) Au=0 inR".
(¢) Jim u(x) = g(xo) fir xo € R

Proof:. Wir unterteilen den Beweis in 3 Schritte.

Schritt 1: Sei x € M fest. Dann ist y — G(x,y) harmonisch firy € R’ \ {x}. Wegen
Satz IZL3 gilt G(x,y) = G(y,x), so dass fir y € R". die Abbildung x — G(x,y)
harmonisch fiir x € R’} \ {y}. Insbesondere ist x — K(x,y) = —0y, G(x,y) harmonisch
firx e RY, y € OR}.

Schritt 2: Es gilt (U.A. fiir Freunde des Rechnens):

/ K(x,y)dy = 1.

OR"

Insbesondere erhalten wir fir x € R die Abschitzung

lu(x)| = / K(x,y)g(y) dy| < ”gHLOO(B]R1) [ K (x, ')HLl(aRg) = ”gHLOO(aRi)'
R}
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VI. Greenfunktionen

Dies liefert uns ||u||Loo(8Ri) < Hg”LOO(BRﬁ)’ Da x — K(x,y) harmonisch fir x € R,
y € OR? folgt u € C®°(R%) (U.A.). Daher gilt

Au(x) = / AcK(x,y)g(y) dy =0, xeR].
OR™

Es bleibt also nur noch (c¢) zu zeigen.

Schritt 3: Sei xog € OR"} und € > 0. Wdihle § > 0 derart, dass fiir alle |g(y) — g(xo| < €
fiiry € OR", mit [y —xo| < § gilt. Damit folgt:

Ju(x) — g(xo)| = / K(x,y) [9(y) - g(x0)] dy
pR™

IN

K(x,y)[9(y) — 9(x0)] dy

PR NB(x0,)

T / K(x,y) l9(y) — g(xo)] dy
R\ B(x0,0)
=11 + I.

Nach Wahl von § gilt

I <e / K(x,y)dy =«
OR™

Den zweiten Term schétzen wir fiir alle x € R, mit |x — xg| durch

Iy < 2||gll oo (omr / K(x,y) dy
OR™\ B(x0,6)
2x, 2m

no(n) ly — ol
OR™\ B(x0,0)

< 2|9/l oo (omn)

ab, wobei wir genutzt haben, dass fiir x wie oben undy € OR"} \ B(xo, ) nach umgekehrter
Dreiecksungleichung |y — x| > % ly — xo| gilt. Fiir x — xq folgt somit Iy + Iy — 0 und
wir haben auch (c¢) nachgewiesen.
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