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Motivation

Wir betrachten einen Stab aus Metall mit gegebener Tempeeateilung und wollen die
Warmeleitung untersuchen. Dazuftem wir folgende Annahmen:

e Der Stab (isoliert) wird parametrisiert durch das Interf@ 1] undu(x, t) ist die Tem-
peratur an der Stelle zum Zeitpunkt.

e Konstantenp Dichte,c spezifische Warme
e f:[0,1] - R Warmequelle
e Energie in Segmenk|, Xo] : E(X1, X2, t) & Co(X2 — X1)u(Xq, t)

e SeiQ(x,t) die thermische Energie durch den Purldum Zeitpunkt undKg die ther-
male Konduktivitat. Dann gilt

Qxt) ~ Qx tr) _

0
—Ko—u(x, t1).
r— Oax( 1)

e Energieerhaltung:
co(Xe — X1)(U(Xa, t2) — U(X1, ta)) =

(t2 — t1) (X2 — X1) F(X1) — Ko(t2 — t1) ((% (U(x1, t1) = u(xz, tl)))-

Daraus folgt

U(Xl, '[2) - U(Xl, tl) _ f(Xl) N &g U(Xl, tl) - U(Xg, '[1)
-1 Co  CpOX X1 =X

und somit

f(x1) N Ko 62

OU(xq, 1) = & aﬁu(xb t1), (1)

wobeix = % die Konstante der thermischenflisivitat ist. Gleichungl{l1) hei3t Warmelei-
tungsgleichung. Bei stationarer Temperaturverteiluli@g= d:u(x, t) und damit

62
0=f(xX) + ﬁu(x, t).

Partielle Diferentialgleichungen tauchen also in natirlicher Weisriwendungen auf. Im
Rahmen dieser Vorlesung sind partielléiBientialgleichungen immer ohne Herleitung gege-
ben.






|. EinfUhrung

In diesem Abschnitt se2 ¢ R" stets ein Gebiet.
Definition I.1.
F(D*u(x), DX Mu(x), ..., Du(x), u(x), X) = 0, x€Q (1.1)

heil3t partielle Diferentialgleichung (PDE) k-ter Ordnung.
HieristF : R™ x R™" x--- x R"x R x Q — R gegeben und : Q — R gesucht.

Wir untersuchen folgende Typen von PDE’s.
Definition I.2. PDE [ heil3t

(a) linear, falls
F(D*U(X), ...,X) = Z a,(X)Du — f(X),

Jal<k

(b) semi-linear falls

F(D*u(x),...,X) = Z a,(X)D% + ap(DX 1y, . ..., X)
lal=k

fira, : Q > Rundag : R™" x--- x R" xR x Q — R gegeben,
(c) quasi-lineat falls

F(D*u(x),...,X) = Z a,(D¥u,...,X)D + ag(D* 'y, ..., X)
lal=k

fira,, ap : R™" x - XR"x R x Q — R gegeben und
(d) voll nicht-linear, falls in der Situation von (c, auch vonD¥u abhangt.

Spater werden wir sehen, dass sich der semi- und der dnearé Fall mit Hilfe eines Fix-
punktarguments auf den linearen Fall reduzieren lassemevder quasi-lineare Fall technisch
schwieriger ist. Spater werden wir auch weitere Typerdine PDE’s diskutieren.

Definition 1.3.
F(D*u(x),...,x) =0, xeQ (1.2)

heil3t System von PDE’s k-ter Ordnung. Hierlist R™ x - .. x R x Q — R™ gegeben und
u: Q — R™gesucht.
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Beispiel 1.4.

(a) Laplace Gleichung:

(b) Transportgleichung:

U + Zn: b'diu=0
i=1
(c) Warmeleitungsgleichung:
u—-Au=0
(d) Wellengleichung:
Ut — Au=0

(e) SeiQooR". Navier-Stokes-Gleichung:
W—Au+u-Vu+Vp=f
divu=0
U(', O) = Up

Hierist u: Q — R" das gesucht&eschwindigkeitsfeldind p: Q — R der gesuchte
(Druck). Das Anfangsgeschwindigkeitsfeld:u2 — R" ist gegeben.

Damit die PDE’s eindeutig l6sbar sind, missen noch eetdpende Randbedingungen gefor-
dert werden.

Typische Fragestellungen, die im Rahmen dieser Vorlesateysucht werden sind:
(a) Existenz

(b) Eindeutigkeit

(c) Regularitat

(d) Abbildungsverhalten der Gleichung (Beispielsweisgtzeu — Au = f genau dann eine
eindeutige Losung € X, wennf €Y, d.h. (1- A) : X — Y ist ein Isomorphismus.)

(e) Weitere Eigenschaften der Losung

In den folgenden Kapiteln diskutieren wir unterschieddictugange zur Beantwortung dieser
Fragen. Leider lasst sich in nur wenigen Fallen die Lgsamer PDE explizit berechnen.

Daher werden im Rahmen dieser Vorlesung sowohl “expliale”auch abstrakte Methoden
(welche zumindest erlauben, einige Aussagen uber diengzu tréfen) vorgestellt.



Il. Die Methode der Charakteristiken

[I.1. Motivation anhand der Transportgleichung

Firg: R" — R undb € R" betrachten wir

du+bDu=0, inR"x(0,c0), (1.1)
u=g, aufR"x{t=0}. (1.2)
Idee Finde WegX,, : | — R™! entlang dem sich u durch Losen einer gewohnlichen

Differentialgleichung (ODE) berechnen lasst. Um die Notatton erleichten setze im
FolgenderXy,(s) = X(s) unddn,1 = ;. Weiter sei

29 = UX(9),  P(9 = (3:;‘) (X(9). %0) = gxo).

Dann folgt mit der Kettenregel

%9 = (3;;‘) (X(9) - X(9 = P9 - X(9). (11.3)

Die Ableitung vonP(s) ergibt komponentenweise erneut mit der Kettenregel
ivs _ [Dxdiu N .
(PY(9) = (ataiu X(9)-X(9), i=1,..., n+1.
Aus ({[I1) folgt d;0:u + bDdju = 0 oder als Skalarprodukt

(o o) =2

SetzeX(s) = (kl)) d.h.

X(s) = (XO ; Sb).
Somit gilt p'(s) = 0. Mit
P0)= (4] 6.0
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Dyxu

folgt P(s) = (6 u)(XO’ 0). Gleichung[[ILB) impliziert nun
|

19 = P(9 1) = B0 0+ @) 0.0) D0

Z(0) = 9(xo)
Daraus ergibt sich
u(x0.0) 2 g(x0) = Z(9) = UX(9) = u(xo + bs 9,

=X
d.h.u(x, s) = u(x— bs 0) = g(x — bs). Insgesamt erhalten wir
Theorem II.1. Sei ke N, g e CX(R"). Dann lost

u(x, s) = g(x — bs) € CKR" x (0, ))
die Transportgleichun@LT)).

Bemerkung II.2. uist nicht glatter als g.

[1.2. Allgemeiner Fall

Betrachte nun beliebige PDE 1. Ordnung:

F(Du(x), u(x),x) = 0inQ

.4
u=gaufl (11-4)

Hierbeiistt c 0Q,g: T - R, F : R"x R x Q gegeben und glatt.

[1.2.1. Herleitung einer ODE f Ur z(s), p(s), X(s)
Wir definieren:

Z(s) = u(x(s))

P(s) = (Du)(X(s))
und berechnen:

Z(s) = (DU)(X(s)) - X(8) = P(9) - dotX(s)
P'(9) = (DaU)(X(9) - X(8), i=1,.,n

Ziel: Elimiere Ableitungen 2. Ordnung. AugTll.4) folgt

Zn: dp,F(p(9), Z(9), X(9))di0ju + 9;F (P(s), (s), X(s))diu
=1

+ 0iF(P(s),Z(9),X(8) =0, i=1,...,n
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Also setze
Xi(s) = dp,F(P(5). 29, X(9)), j=1..n
Dann gilt
P'(9) = —dp, F(P(S), Z9), X(9)P'(9) — diF(P(9),Z9), X(9), i=1,.,n
Insgesamt erhalten wir:

P(s) = —D,F (P(s), %(9), X(9)) - P(8) — DxF(P(9), Z(9), X(9))
-2(s) = P()(DpF)(P(9). A(5). X(9)) (11.5)
- X(8) = (DeF)(P(9). A3). X(9))

Insbesondere erfillt jede Losung: C?(2) von {IL4) das Systeni{Ill5) solanggs) € Q.

11.2.2. OBdA Rand von Q ’lokal flach’

Rand vonQ flach bedeutef = R". In einer Umgebundy c I" von xg € T lasst sichl" durch
Schieben und Drehen in den Graph einer glatten 'kleinenkBan ¢ : R"! — R iberfuhrt.
Setze nun

V(Y) = UYL, - Yn-1, Yn + @Y1, -0 Yn-1))s
u(xX) = (X1, .., Xn-1, Xn — &(X1, ..., Xn-1)),
D(X) = (X1, -» Xn-1, Xn — P(X1, ..., Xn-1)),
W(X) = (Xt5 » Xn-15 Xn + G(X1, .. Xn-1))-

Dann gilt wegenDu)(x) = (DV)(y)(D®)(X) die Gleichung
0 = F((Du)(®), u(x),¥) = F((DV(Y)(DP)(X), W(y), ¥(¥)), Y = D(x),
d.h. fur ein geeignetes undQ. c ©(Q):
G(Ov(y), v(y).y) =0, yeQ..
Auflerdenv = h aufT’, c ®(T') mit h(y) = g(¥(y)), d.h. [[L3) ist lokal aquivalent zu
G(Dv(y), v(y).y) = 0in Q.

v = haufl,

[1.2.3. Bestimmung der Anfangsdaten f r Q mit glatten Rand
Definierexo = X(0), zo = Z(0) = g(Xo), Po = P(0). Wie in Sectiofi . IL1L gilt dann

dju(x0) = Poj = (0j9)(x0), J=1,.,n-1),
F(Po, 20, Xo) = 0.
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Insgesamt erhalten wir somit die Kompatibilitatsbedingen:

X(0) = %o,
Z(0) = 2,
Pi(0) = (9j9)(%), j=1.,n-1
F(P(0), 2(0), X(0)) = 0.

(11.6)

Der Punkt &, Zo, Po) € R?™! heilRtzulassig falls {ILH) erfillt ist. Beachte, dasg durch die
Wahl vonxg festgelegt ist. Existenz und Eindeutigkeit vBgist nicht klar.

11.2.4. Nicht charakteristische Randdaten

In diesem Abschnitt wollen wir stets annehmen, dagszg, Po) € R>™! zulassig ist. Wir
wollen {ILG) jedoch nicht nur ing € T, sondern in einer Umgebung vom betrachten. Dies
fuhrt auf folgende Erweiterung vobL.{l.6):

X(@0) =y,
P(0) = a(y),
Z0) = 9(y), (1.7)
ay) =09y, j=1.,n-1,
F(a(y),.9(y),y) =0, ye Uy,

wobeiUy, eine Umgebung vorp in T ist.

Lemma 11.3. Sei B, (Po, 20, Xo) # 0. Dann existiert eine eindeutige Losung q @) fur
y € T nahe bei ¥. In diesem Fall heil3tPy, zy, Xo) nicht charakteristisch

Proof:. Definiere G: R" x Uy, — R"

Gi(Ry) =Pi-ag(y), i=1,.,n-1
Gn(P.y) = F(P.9(X),y).

Dann folgt GPo, X9) = 0 und

1 0 e 0 0
DpG(Po, X0) = : K :
0 0 e 1 0
6P1F(P01 ZO: XO) 6P2F(P01 ZO: XO) e 6n—1F(PO» ZO» XO) aPnF(P()? ZO? XO)

Insbesondere gilt alsdetG(Po, Xo) = dp,F(Po, 20, Xo) # 0. Die Existenz von g in einer Um-
gebung von xin I folgt aus dem Satz Uber implizite Funktionen m{g®),y) = 0 und

q(Xo) = Po.

Bemerkung 11.4. Falls T" nicht flach ¥ € I' ist, so ist ¥ € T nicht charakteristisch falls
DpF(Po, 20, X0)v(Xo) # 0, wobeiv die aul3ere Normale bezeichnet.
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11.2.5. Lokale L 6sungen
OBdA seil” in diesem Abschnitt flach. Wir setzen

P(S) = P(y’ S) = P(ylv - Yn-1, S)»
Z(S) = dy» S) = dylv - Yn-1, S)’
X(9) = x(y, 9) = X(Y1, --» ¥n-1, ).

Dann existiert eine eindeutige Losung v@n{ll.5) mit Ardadaten[{ILI7) {bungsaufgabe).
Wie im Anschnit{Il] miissen wiK invertieren.

Lemma II.5. Sei(Py, 2o, Xo) nicht charakteristisch. Dann existiert eiffenes Intervall Ic R
um 0 und Umgebungen W I ¢ R™* von % sowie Vc R" von ¥, sodass fiir alle x V
eindeutige s | und y e W existieren mit x= X(y(x), S(x)). Die Abbildungen ¥ s, Xy
sind C.

Proof:. Es gilt X(xo, 0) = Xo, X(Y, 0) = (y, 0). Weiter

1 0 -+ 0 8p,F(Po,2,Xo)
OX) (0,0 =|" =

0 0 ce 1 6pn71F(P0, 2, Xo)

0 0 --- 0 0p,F(Po,2,x0),

d.h. detDX)(x, 0) # 0 nach Voraussetzung. Die Behauptung folgt nach dem Satzdibe
Umkehrabbildung.

Theorem I1.6. Unter den Voraussetzungen von Len(fi&) setze (x) = z(y(x), (X)), p(x) =
P(y(x), (X)), wobei z, s, P und z wie oben definiert sind. Dann gilt
F(Du(x),u(x),x)=0, xeV,
uix) =g(x), xeVvnr.
Proof:. Schritt 1:Lose([LS), (LE).

Die Existenz einer Losung(B) = P(y, s), Zs) = z(y, s), X(s) = X(y, s) von ([L5) und (L)
folgt unmittelbar aus der Theorie fur gewdhnliche DGL.

Schritt 2:Es gilt f(y, s) = F(P(Y, 9), Z(y, 9), X(y, 9)) = 0fury e W und se I.

Wegen Ry, 0) = q(y), Zy,0) = g(y) folgt f(y,0) = Ofury e W. Weiter folgt mif[L3) dann
(Ubungsaufgabe und)

dsf(y,s) =DpF(P,z X) - dsP + D,F (P, z X)dsz + DxF(P, z X) - dsX
=DpF(P,z X)[-DF(P,z X) - P — DyF (P, X)] + D,F(P,z X)P- DpF(P, z, X)
+ DxF(P,z X)DpF(P,.z X) =0, sel.

Schritt 3: Wir zeigen KP(X), u(x), X) = 0, x € V. Mit Schritt 2 folgt direkt:

F(P(X). u(x), X) = F(P(y(x)). $(x)). Zy(X). (X)) X(¥(X). (X)) = O.
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Schritt 4: Wir zeigen Rx) = Du(x), x € V. Zunachst zeige

- 9X;
0y.9 = ) Pi(y. 95 (v 9) = P(y.9 - X(y. 9 (11.8)
j=1
- AX;
019 = D Pil95 0:9) = P9 - 0y X(. 9, (11.9)
=1 !
Gleichung(IL.8) folgt direkt aus([LY).

Fur (TY) seiyeT, i e{l,...,n-1} und setze

ri(s) = dy 2y, s) — P(y, s) - 9y, X(y, 9).
Dann gilt
r(0)=aig - a(y) = 0
I.‘i(s) = 5yi552(y, S) - 33P(y7 S) : ayix(y’ S) - P(y’ S) : 6)’iasx(y’ S)'
Aus([8) folgt

(11.10)

0y, 052y, S) = (9y,P(y, 9)) - dsX(y, 9) + P(Y. 5) - 9sdy, X(Y, 9).
sowie
f'i (S) = (3yi P(y’ S)) . 6SX(y7 S) + P(y» S)asayi X(y» S)

- 6SP(y’ S) : 6)’i X(y7 S) - P(y7 S) . GYiasx(y7 S)

(3yi P(y» S)) . DPF(P(y» S)’ Z(y7 S)» X(y7 S)) - [_DXF(P(yv S)» dy» S)’ X(y» S))

- DZF(P(y7 S)» dy» S)’ X(y» S)) : P(y» S)] : 6Yi X(y» S)'
Mit Schritt 2 folgt
0=4dy t(y,s) = DpF(P(y, 9), 2y, ), X(¥. 9)) - 9y, P(Y, 9)
+ DZF(P(y7 S)» dy» S)’ X(y» S)) ' ayi Z(y7 S)
+ DXF(P(y7 S)’ Z(y’ S)? X(y’ S)) : GYiX(y’ S)?

Damit erhalten wir
fi(9) = DF(P(Y. 9. 20y, 9. X(y. 9) - [0y Zy. 9)) + P(y. )y X(y. 9|
= —DzF(P(y. 9), Zy. 5), X(¥. 9)) - i(9).
Aus der Theorie von ODE folgt, dass 0, se |, i =1,...,n—1eine Losung vo I0) ist,
d.h.([@3) gilt. Wir berechnen mit Hilfe vofL.8) und ([LI):
Def.
B UO) =" IY(X), () - B, S(X) + DyZ(Y(X), (X)) - O, y(X)
= P(y, 9) - DsX(Y, 5) - 05, 5(X) + P(y, 5) - DyX(y, 9) - 0xY(X)
= P(y, 9) - | DsX(¥: 9) - 3 S(X) + DyX(y. §) - 3, y(¥)] -
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Wir missen zeigen:
DsX(Y, 9)0x, S(X) + DyX(Y, 8) - 9 Y(X) = 6ij (Kronecker-Delta)

Es gilt wegen Xy(X), S(X)) = x:

Oik = Ox; Xk
= DyX(Y(X), S(X)) - 9x,Y(X) + DsX(Y(X), S(X)) - 9x; S(X).-

Insgesamt folgéy, u(x) = Pj(y, ) und somit Du= p.
Example I.7. Wir betrachten eine lineare, homogene PDE, d.h.

F(Du(x), u(x), X) = b(x) - (DU)(X) + c(X) - u(x),, x € Q (.11
Dann folgt mit

DpF (P, z X) = b(X)
D,F(P,z x) = c(X)
DxF(P,z x) = 0.

und (ICH) (vgl. Ubungen)

P(9) = —c(X(9) - P(9)

As) = P(s) - b(X(9) = —c(X(9)) - A9)
X(9) = b(X(9).

AnnahmeSei c= 0 und X(s) = b(X(s)) besitzt folgende Trajektorien:
INSERT PICTURE
Somit ist z= const entlang jeder Trajektorie; aber beachte Kompati#itibedingung an g,
da die Funktionswerte am Rand vorgeschrieben sind.
AnnahmeSei c= 0 und X(s) = b(X(s)) besitzt folgende Trajektorien:
INSERT PICTURE
Losung ist nur glatt, falls g konstant ist.

Bemerkung 11.8. Insbesondere folgt aus obigem Beispiel, dass i.A. keirttedlésung exis-
tiert.
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I1.2.6. Schwache Formulierung
Wir betrachten die PDE
U+ 0xF(U)=0 INRxR,

.12
u-,0)=g InR ( )
Multiplikation mit ¢ € CX(R, R,) liefert:
0= [ [@u+aFw ¢
0 JE (1.13)

:_fowjl;u-att,o+F(u)-8x<p+ng-90('»0)

Definition 11.9. Wir sagen, dass € L¥(R x R,) eineIntegralldsungvon {ILI3) ist, falls
(I3 fur alle Testfunktionerp € CX(R x R,) gilt.

¢ heil3tTestfunktion

Wir betrachten folgende Situation:
INSERT PICTURE

Hierbei bezeichnet die aul3ere Normale, sei glatt inV, undV,. C hei3tUnstetigkeitskurve
falls uin C nicht stetig ist (wovon wir im Folgenden ausgehen). Songitersich

0= f\;l u- 6t‘p + F(U) . (9x¢,0 == j\;l (6tu + axF(U)) ®, pe CEO(VI)

Es folgt (furV, analog):

ou+ dxF(U)=0 inV,

. (1.14)
Ou+ dxF(u)y=0 inV,.

Weiter gilt firg € CZ(V):

O=fu-6t1,0+ F(u) - 0xe
v

. f(&tu+6XF(u))tp+ I(FI(JL,))V"P‘I(F&))V"”

ViUV, CcnVv CnVv

P [ (e rw) e
CcnVv

wobeiu, der Grenzwert von links i€ NV undu, der Grenzwert von rechts ist.

Sei nunC gegeben durck(x, t) : x = s(t)} fur s: [0, o) — R glatt. Dann gilt

F(u) —F(u) =5 (u - u),

10
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wobei
O 1 (s
o1+ 92\ 1)

Mit der Notation

([ull =u —u (Sprung inu entlangC)
[[FWIl = F(w) - F(u) (Sprung inF(u) entlangC)
oc=5§ (,Geschwindigkeit* vorC)

lasst sich dies uber
[[FWI =o-[[u]l (1.15)

entlang der Unstetigkeitskurv@ ausdriicken. Gleichund{ILIL5) hei®ankine-Hugoniot-
Bedingung

Beispiel 11.10 (Burgersgleichung) Setze

) 1x <0,
F(u) := UE gx)=1-x0<x<1,
Ox > 1.

und betrachte

8tu+6x(”—22) = 0INRxR,

u = gaufRx{t=0} (11.16)

Die (projizierten) Charakteristiken haben die Fort] Y(s) = (g(xo)s + Xo, S), also ist
die Losung uber

1 X<t,0<t<1,

u(x,t) =4 t<x<10<t<l,
0 x>1,0<t<1l

gegeben.

11
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Furt > 1 kreuzen sich die Charakteristiken. Sets(ty = & und

Ux.1) = 1 x<s{t),t>1,
10 x> S(t),t> 1

Dann gilt entlangs:

1?2 1 0?
F(UI):E:E, F(uf):Ezov U|=1, ur:O7

d.h.[[u]] =1, [[F(u]] = ; Die Rankine-Hugonoit-Bedingung liefert also= % =S

0 x<0,

Wir betrachten nupIL0 mig(x) =
1 x>0

Dann ist sowohl

0 x<t/2 Lox>t
ur(x t) = " alsauchu(x,t)={%¥ 0<x<t,
1 x>t/2 t

0 x<0

eine Integrallosung vdaIL10{A] Uberpriife Rankine-Hugoniot-Bedingung).

12
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Problem: Eindeutigkeit.

Im Folgenden nehmen wir an, dass wir von einem Punkt¥R, ausgehend entlang einer
(projizierten) Charakteristikiickwarts keine andere Charakteristik ffen.

Sei nunC wieder eine Unstetigkeitskurve uitle C, so das$® von den Charakteristiken
Y; undY; getrdfen wird.

Dann gilt wegerY;(s) = (F'(g(x))s+ X, 9), i = 1,2, X1 < X fur die Charakteristiken, dass

F'(u)s+x. = F'(u)s+ X% = (F'(u) - F'(w)s=X—x >0

UA]
[:] F'(w) > o> F'(u).

(11.17)

Diese Ungleichung nennt man auElmtropie-BedingungEine Unstetigkeitskurve nennt
manSchocKalls (IL.14) und die Rankine-Hugonoit-Bedingung erfigind.

Sei nunF gleichmaRig konvex, d.lk” > © > 0 fur ein® > 0. Dann folgt wegetr’ streng
monoton wachsend, dags(Il117) au> u, aquivalent ist. Insbesondere Bt injektiv und
surjektiv. Wir definieren

G:=(F)L
L i N Uy x<0,
Dann ist eine Integralldsung ven 10 fgx) = {u 0 undx € R, t > 0 gegeben durch

T

u- it o = FU)F@W)
uxt) = t mit o = 2 fallsy > u
( ) Ur )f( >0 u—Uy | r
u T <F'(w)
bzw.u(x,t) =4.G({) F'(u)<f<F'(u) fallsu < ur

Uy I>F(u)
(ohne Beweis).

Bemerkung I1.11.

(@) Im ersten Fall sind uund y durch einen Schock getrennt, im zweiten Fall durch eine
Rarefaction Wave.

13



II. Die Methode der Charakteristiken

(b) Man kann zeigen, dass fur F konvex und glatt hdchstergslategralldsung existiert,
welche zusatzlich

1
u(x+zt) —u(xt) <c(l+ T)Z’ XeR, zt>0

fur ein c> 0 gentigt. Insbesondere sind diese Losungen eindeutig.

(c) Die Existenz einer Integralldsung lasst sich mit innsrechnung zeigen, vgl. Lax-
Oleinik-Formel.

[1.2.7. Inhomogenes Problem

Wir betrachten in diesem Abschnitt:
du+b-Dyu =f inR"x (0, )

u =0 aufR"x{t=0). (11.18)
Wie in Abschnitt 1 setzen wir
29 = wx(s). P9 = (4] xco). X9 = 3]
Dann folgt mitd,,1 = d;, dass
2(s) = P(9X'(9),
B)(9) = (3{*35) X(9)-X(9), i=1....n+1
19 = P9 ;) = 1x(9)
Integration der letzten Gleichung ergibt
t
t
Z(t) — z0) = Off(X(s))dszj(; f(xo + bs s)ds
d.hu(xo + bt,t) = fot f(xo + bs s)ds Mit x := X + bt folgt dann
u(x,t) = ft f(x+ b(s-1),s)ds (11.29)
0

[1.3. Die Wellengleichung

11.L3.1. DerFall n=1

Wir betrachten zunachst

du-02u =0 INRxR,
u =g aufRx{t=0} (11.20)
ou =h aufRx{t=0}

14
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Wegen §; + dx)(0; — 0x)u = 02U — 92u lasst siclIL2D in

oU—0xu =V iNR xR,
Oov+0yw =0 iNnR xR,
u =g aufR x {t = 0}
v =h-0sg aufRx{t=0}

umschreiben. Mit Abschnitt 1 folgt nui & 1)
V(X, ) = h(X— 8) — (0x9)(X — 9) =: a(x— 9).

Mit Abschnitt 2.7 folgt analoglf = -1, f(x, S) = (X, 9))

u(x,t) = ftv(x— (s—t),9ds+g(x+1)
0

= fota(x+ t—29)ds+g(x+1)

X+t
Q1 [ay)dy+ glx+1) 121)
)>(<T+tt X+t
=1 [ hiy)dy- 2 [(9x0)(y)dy+g(x+1t)
b X—t
X+t
=1 [ h(y)dy+ Jg(x+1) + g(x - 1)
x—t

Dies istd’Alemberts Formelln (x) wurde die Substitutiog = x+t—2s, dy = —2dsverwendet.

Theorem 11.12. Sei ge C?(R), h € CL(R) dann ist ue C2(R x (0, o)) definiert durcHILZL
eine Losung voR IL20.

Proof:. Nachrechnen.

Im nachsten Schritt betrachten wir

Au-0u =0 inRy xR,
u =g aufR, x{t=0}
ou =h aufR, x{t=0) (1.22)
u =0 auf{x=0}xR,

mit g(0) = h(0) = 0.
Idee:Erweitereu, g, h aufR, d.h.

[t
1

~_ J9(¥) , x>0 . h(x) , x>0 u(x) ,X>0
-g(-x) ,x<0’ —h(-x) ,x<0’ —u(-x) ,x<0’

15



II. Die Methode der Charakteristiken

Fallsu Gleichung [IL.ZR) lost, so loat ~

FlU—d=0 INRxR,
=9 aufRx{t=0}
h aufRx{t=0}

Nach [ILI9) istutiber

1 1 X+t
x ) = 5@+ 0+ 8-+ 5 [Py
x-t
gegeben. Insbesondere folg6;t) = (g(t) + §(-t)) + 3 fft h(y)dy = 0 furt > 0 und

:_L _ Z_L X+t
ux.t) = {z(g(x+t) Fgx-1)+ )y x> 120

2@+ -gt-x)+3 [, h(dy .0<x<t

Beachte:u ¢ C? falls g”(0) # 0

11.3.2. DerFall n=3

Wir setzen

uxr,t) = J[u(y,t)— ! fu(y,t) (Mittelwert UberdB(x, r)),

-~ 0B(x,1)
9B(x,r) aB(x,r)
G(x,r,t) = J[g(y,t), H(xr,t) = J[h(y,t).
dB(x,r) IB(x,r)

Betrachte nun

#u—-du=0 IinR"xR,
u=g aufR"x{t=0} (1.23)
du=h aufR"x{t=0}

fur g € C?(R"), h e CY(R").

Lemma 11.13. ((Euler-Poisson-Darboux-Gleichung)
Sei xe R" und ue C?(R" x R,) eine Losung voiLZ3). Dann gilt:

1 .
nr aU=0 inR,xR,

d?U - 92U —

U=G aufR, x{t=0} (11.24)
oU=H aufR, x{t=0}

16
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Proof:. Mit

Uxrt) = J[ u(y, ds(y) 2 f u(x+ rz,t)dS(2)
AB(x,r) dB(0,1)

folgt

B U(X T, 1) = JC 2VU)(X + 12, 1)dS(2) = JC %X(Vu)(y,t)dS(y)
9B(0,1) 9B(x,r)

) Gaun 1
_ Jf YTU9dS0) = men s

IB(x,r)
_ IBx1)
10B(x, )|

div(Vu)(y, t)dS(y)

£ @undse) L L @u.dso).

B(x.r) B(x,r)

Analog ergibt sich

PU(x,1,1) = JC Au(y,t)dS(y)+(%—1) JC Au(y, t)dS(y). (11.25)
AB(xr) B(xr)

Damit folgt U € C?(R" x R,,) und

lim o, U(xr,t) =0,
r\,0

o 1 (11.26)
1@) ouU(x,r,t) = ﬁAu(x, t).
Aus([LZ3) ergibt sich dann
B Ut = - Jf a2u(y, Hydy = Lif a2u(y, Hd
r i - n t y’ y_ na(n) rn_l B(xr) t y’ y’
B(x,r)
wobeia(n) das Mal3 der Einheitskugel bezeichnet. Insbesondere erhair
n-1 1 2
"o, u(x,r,t) = aru(y, tydy. (1.27)

na(n) Jexr)
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II. Die Methode der Charakteristiken

Mit den GleichungeLZ4) und ([L.25) folgt dann
A (r" o, U r, 1) =(n— 1)r"29,U(x, r, t) + r"1a2U(x, r, 1)

_nh-11 f A2u(y, t)dS(y) + r"? JC (Au)(y, )dS(y)

T ne(n) r
B(x,r) aB(x,r)

e f (AU)(y, DAS(y)

B(x,r)

=r"1 J[ d2u(y, t)dS(y) = r"-1a2u,
IB(x,r)

wobei wir im vorletzten SchritB(x, r)| = r"a(n) verwendet haben. Insgesamt folgt

(n=)r"25,U(x,r,t) + r"ta2u(x,r,t) = r" 192U

Teilt man beide Seiten der Gleichung duréh't so folgt die Behauptung.

Sei nunn = 3. Wir setzerlJ = rU, G = rG undH = rH. Dann folgt mit [IL.73)

~ 2
820 =ro2U = r(0?U + F0:U) = ro?U + 20,U) = 6;(U + ro,U)

= 9,0,0 = 820
und und mit[ILZ6)
92G(0) = 0- 32G(0) + 26,G(0) = O,
d.h.U lost
#0-9U=0 inR, xR,
U=0 auffr=0xR,
Mit AbschnittlT:37] folgt

I+t

U(x,r,t)z%(C:(r+t)—é(t—r))+%f II:|(y)dy

-r

18
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und

J(x,r,1)

A i . 1 - . 1 r+t -
U(x,t)=ygg)U(x,r,t)—1@) —!'LT(‘)(Z(G(r+t)—G(t—r))+EI H(y)dy

r+t

o D P
“EO+AD = = (tGM) +tHO) ==t 4+ gdg+t + hds
(11.29)

Wie oben folgt
0 0
9 f o) ds@) = 2 f o(x+ 2) dS(2) = f 2Vg)(x + t2) dS(2)
ot ot 4B(0,1)
IB(x.1) dB(0,1)

- [ e dse
IB(x.t)

Mit (IL29) 16st u, definiert Uber
u(x.t) = f th(y) +g(y) + (y = X)(Vg)(y) dS(y)
dB(xt)
[6st (ILZ3) Diese Formel heisgtirchhgff’s Formel
Theorem I1.14. Sein= 3, g e C?(R®), h e C1(R®). Dann ist die Losung vofZ3) uiber
u(x,t) = f th(y) + g(y) + (y = \)(Va)(y) dS(y) (1.30)
dB(xt)
gegeben.

Bemerkung 11.15. Obiger Ansatz kann auf beliebigengerade Dimension Ubertragen
werden.

11.L3.3. DerFall n=2

Leider ist keine Transformaion bekannt, welche die Eulgisgon-Darboux-Gleichungin eine
eindimensionale Wellengleichung Uberfihrt. Wir setz€ry, xo, X3,t) := u(Xy, X2, t). Dann
folgt nach Definition, dasg

FU—-du=0 InR3xR,
U=g aufR3x{t=0)
du=h aufR®x{t=0}
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II. Die Methode der Charakteristiken

mit g(Xq, X2, X3) = g(Xz, X2) und r_l(xl, X2, X3) = h(Xy, X2) l0st. Setzen wix = (X, X2, 0), S0 ist
u nach FormdIL2P Uiber

J(x,t):ﬁ(t Jf §d§)+tf__ h dS
ot OB(XY)

IB(X1)

gegeben.
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