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Aufgabe 1 Q-R-Zerlegung

Sei K = {R,C} und B € M, ,,(K) mit rank(B) = m, d.h. die Spalten by, b,, -, b,, € K" von B sind linear unabhéngig.

a) Beweisen Sie: B hat eine Zerlegung
B =QR,

wobei Q eine n X m-Matrix ist, deren Spalten uy,---,u,, ein Orthonormalsystem bilden und R eine obere
m X m-Dreiecksmatrix ist.

Hinweis: GRAM-SCHMIDTsches Orthogonalisierungsverfahren

b) Gegeben sei die Matrix
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Bestimmen Sie die QR-Zerlegung von A.

¢) Warum erleichtert die QR-Zerlegung das Losen von Gleichungssystemen Ax = b (insbesondere wenn man sie fiir
verschiedene rechte Seiten 16sen muf3)?

Aufgabe 2 Cholesky-Zerlegung

a) Beweisen Sie: Fiir jede positiv definite, reellwertige, symmetrische Matrix A gibt es eine obere Dreiecksmatrix R

mit
A=R'R
und positiven Diagonaleintrdgen r; > 0.
b) Sei
1 2 3
A=1[2 5 8
3 8 14

Finden Sie eine obere Dreicksmatrix R, so dass A= RR gilt.
Berechnen Sie damit auch die Inverse von A.

Aufgabe 3 Wurzel einer Matrix

Als Wurzel einer Matrix A € M, (K) bezeichnen wir alle Matrizen B, fiir die A= BB gilt.
a) Bestimmen Sie eine Wurzel einer Diagonalmatrix mit nichtnegativen, reellen Diagonaleintragen.
b) Bestimmen Sie eine Wurzel einer diagonalisierbaren Matrix A € M,,(R).
¢) Finden Sie eine Matrix, die unendlich viele Wurzeln hat.

d) Zeigen Sie: Ist A symmetrisch und positiv semidefinit, so hat A genau eine symmetrische und positiv semidefinite
Wurzel.




Singularwert

Sei A eine komplexe m x n-Matrix. Die Wurzeln 4/A; > 0 der Eigenwerte von AT A heilen Singuldrwerte von A.

Aufgabe 4 Singuldrwert- und Polarzerlegung

a) SeiAe€ M,(R). Wir setzten 0; := 4/A; und D :=diag (o, ,0,).
Beweisen Sie, dass dann orthogonale Matrizen U,V € O(n) existieren, so dass

A=UDV.

b) Sei A€ M,(R) invertierbar. Zeigen Sie mit a), dass eine orthogonale Matrix U € O(n) und eine positiv semidefinite
Matrix S existiert mit

A=US,
wobei in jeder solcher Zerlegung S = VATA gilt.
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¢) Berechnen Sie flir A= (O 3

) die Singularwertzerlegung aus a) und die Polarzerlegung aus b).

Aufgabe 5 Pseudoinverse

Sei A eine komplexe m x n-Matrix. Eine Matrix A™ hei3t pseudoinverse Matrix, wenn A A™ und A*A hermitesch sind und
A=AA*A und A" =ATAA"
gilt.
a) Sei A eine komplexe m x n-Matrix und A*A invertierbar. Zeigen Sie, dass gilt:
AT =(A"A) A"

b) Sei A€ M,(R) und A= UDV die Singuldrwertzerlegung von A. Bestimmen Sie die pseudoinverse Matrix A" von
A

Bemerkung: Bei einer invertierbaren Matrix A gilt natiirlich AT = AL,
Die pseudoinverse Matrix ist z.B. bei der Betrachtung von mehrdeutig 16sbaren bzw. unlésbaren linearen Gleichungssys-
temen niitzlich.




