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Aufgabe 1 Quadratische Polynome in mehreren Variablen

Ein quadratisches Polynom auf R" ist eine Abbildung f : R"™ — R der Form
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f : R" — R heit homogen vom Grad d € N, falls f (Ax) = A4 f (x) fiir alle x € R" gilt.
a) Machen Sie sich klar, dass 2,(R") ein linearer Teilraum des Vektorraumes & (R", R) aller Funktionen f : R" — R
ist.
b) Sei d € N. Zeigen Sie, dass die Menge aller homogenen Funktionen vom Grad d ein linearer Teilraum vom
Z(R",R) ist.

¢) Finden Sie eine Basis von 2,(RR?). Finden Sie eine Basis des Teilraums aller quadratischen Polynome, die homogen
vom Grad 2 sind.

d) Zeigen Sie allgemein: Die quadratischen Formen auf R" sind genau die quadratischen Polynome in %,(R"), die
homogen vom Grad 2 sind.

Aufgabe 2 Orthogonale Aquivalenz

Fiir eine orthogonale Abbildung ¢ : R" — R" definieren wir
p(@) : Z(RY) = Z(R"), p(e)(f):=fop .
a) Zeigen Sie, dass p(¢) eine wohldefinierte, lineare Abbildung ist und dass p : O, (R") — Aut(Z%,(R")) eine Darstel-

lung der Gruppe O,(R) der orthogonalen Abbildungen auf R" ist.

Wir nennen zwei quadratische Polynome f,g € %,(R") orthogonal dquivalent, falls es eine orthogonale Abbildung
¢ :R" = R" mit f = p(¢)(g) gibt.
b) Zeigen Sie, dass die so definierte Relation auf % (R") eine Aquivalenzrelation ist.

¢) Finden Sie zwei quadratische Polynome f, g € 2,(IR?), die nicht orthogonal dquivalent sind.

d) Zeigen Sie, dass die folgenden polynomialen Funktionen orthogonal dquivalent sind:

fle,y)=x*=y%, glx,y) =y —x?, h(x,y):=2xy .

e) Zeigen Sie, dass jedes quadratische Polynom, das homogen vom Grad 2 ist, orthogonal dquivalent zu einem Poly-
nom f der Form

f(xl""’xn):kle'f‘"'-i-lnxf

mit A,..., A, €ERist.




Aufgabe 3 Wiederholung: Affine Abbildungen

Die folgenden Aufgabe dient der Wiederholung elementarer Eigenschaften affiner Teilrdume und Abbildungen. Ggf.
konnen Sie diese Aufgabe auch tiberspringen.

Zur Frinnerung: Sei V ein Vektorraum. Eine Teilmenge der Form a + U mit einem Vektor a € V und einem Unter-
vektorraum U C V heil’t affiner Teilraum. Eine Funktion v : V — V heif3t affine Abbildung, falls sie von der Form
Y(x) = ¢(x)+ a mit einer linearen Abbildung ¢ : V — V und einem festen Vektor a € V ist.

a) Zeigen Sie, dass zwei affine Teilrdume a; + U; und a, + U, genau dann gleich sind, wenn U; = U, und a; —a, € U,
gilt.

b) Sei : V — V eine affine Abbildung. Zeigen Sie, dass fiir jeden affinen Teilraum W C V auch das Bild (W) ein
affiner Teilraum ist.

c) Zeigen Sie, dass fiir zwei affine Abbildungen 1;,%, : V — V auch die Komposition 1); o ¢, wieder eine affine
Abbildung ist.

Aufgabe 4 Die Gruppe der Affinitaten

a) Seiy :V =V, Y(x) = ¢(x)+a eine affine Abbildung mit einer linearen Abbildung ¢ : V — V und a € V. Zeigen
Sie, dass v genau dann bijektiv ist, wenn ¢ bijektiv ist. Bestimmen Sie die Umkehrabbildung v ! und zeigen Sie,
dass 1! wieder eine affine Abbildung ist.

Eine bijektive, affine Abbildung heil3t auch Affinitdt. Folgern Sie, dass die Menge Aff(V) aller Affinitdten eine
Gruppe bildet.

b) Welche Untergruppen von Aff(R") kennen Sie?

Aufgabe 5 Affine Aquivalenz

Fiir eine Affinitét ¢ : R"™ — R" definieren wir
p(Y): Z(R") = Z,(RY), p()(f):=foyp".
a) Zeigen Sie, das p(v) eine wohldefinierte, linear Abbildung ist und dass p : Aff(R") — Aut(Z,(R")) eine Darstel-

lung der Gruppe der Affinitdten auf R" ist.

Wir nennen zwei quadratische Polynome f,g € #,(R") affin dquivalent, falls es eine Affinitat ¢ € Aff(R") mit f =
p(¥)(g) gibt.

b) Zeigen Sie, dass die so definierte Relation auf 22,(R") eine Aquivalenzrelation ist.
c) Zeigen Sie, dass alle orthogoanl dquivalenten Polynome auch affin dquivalent sind.
d) Finden Sie zwei quadratische Polynome f, g € %,(R?), die nicht affin dquivalent sind.

e) Nutzen Sie quadratische Ergdnzung, um zu zeigen, dass jedes quadratisches Polynom f € #,(R") affine &quivalent
zu einem Polynom f der Form
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mit 0 <n; <n, <ns <n oder

mit0<n; <n,<nundc€R.

Hinweis: Versuchen Sie sich ggf. zuerst das Verfahren an ein paar Beispielen klar zu machen.




