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Darstellungen

Sei G eine Gruppe. Eine Darstellung von G auf einem Vektorraum V ist ein Gruppenhomomorphismus
p:G— Aut(V).

Ist V endlich-dimensional, so sprechen wir von einer endlich-dimensionalen Darstellung. Ist V ein reeller / komplexer
Vektorraum , so heif3t p auch reelle / komplexe Darstellung von G. Ist V ein euklidischer / unitarer Vektorraum, so heif3t
die Darstellung orthogonal / unitdr, falls p(g) fiir jedes g € G eine orthogonale / unitare Abbildung ist.

Ein linearer Teilraum U C V heif3t invariant fiir p, falls fiir jedes g € G die Abbildung p(g) : V — V den Teilraum U
invariant lasst, d.h. es gilt p(g)(U) € U fiir jedes g € G. Die Darstellung heil3t irreduzibel, falls es aufler U = V und
U = {0} keine invarianten Teilrdume gibt.

Aufgabe 1 Wirkungen und Darstellungen

In dieser Aufgabe stellen wir den Zusammenhang zu dem Tutorium zum Thema Gruppenwirkungen her. Fiir die weiteren
Aufgaben dieses Tutoriums ist die Bearbeitung von Aufgabe 1 nicht notwendig. Sie konnen Aufgabe 1 also ggf. auch
iiberspringen oder spéter bearbeiten.

Zur Erinnerung: Eine Wirkung der Gruppe G auf einer Menge X ist eine Abbildung y : G X X — X mit y(1,x) = x und
y(gh,x) =1v(g,y(h,x)) fiir alle g,h € G,x € X. Wir betrachten hier speziell den Fall, dass X =V ein Vektorraum ist. Wir
nennen die Wirkung linear, falls die Abbildung V — V, x — y(g, x) fiir jedes g € G linear ist.

a) Sei V ein Vektorraum, und sei p : G — Aut(V) eine Darstellung von G auf V. Zeigen Sie, dass die folgende
Abbildung eine lineare Wirkung von G auf V ist:

Tp:GXV =V, 7v,(g,x):=p(g)x).
b) Sei nun umgekehrt y : G X V — V eine lineare Wirkung der Gruppe G auf dem Vektorraum V. Zeigen Sie, dass die
folgende Abbildung eine Darstellung von G auf V ist
py:G—Aut(V), p,(g)x):=7(g,x).
c) Zeigen Sie, dass es eine Bijektion zwischen den Darstellungen von G auf V und den linearen Wirkungen von G auf
V gibt.

Im Fall V = K" kann man sich das Gruppenelement g € G durch die Matrix p(g) ,dargestellt“ denken. Die Multiplikation
in der Gruppe ist dann durch das Produkt der entsprechenden Matrizen gegeben.

Aufgabe 2 Adjungierte Darstellung

a) Sei G € GL,(R) eine Untergruppe. Machen Sie sich klar, dass die folgende Abbildung eine Darstellung von G auf
dem reellen Vektorraum M, (R) ist:

p: G — Aut(M,(R)), p(S)(A):=SAS™'.
b) Zeigen Sie, dass diese Darstellung nicht irreduzibel ist.

¢) Wir statten M, (R) mit dem Spur-Skalarprodukt (A, B) := Tr(BTA) aus. Zeigen Sie, dass diese Darstellung fiir die
Gruppe G = O,(R) der orthogonalen Matrizen eine orthogonale Darstellung ist.

d) Finden Sie fiir die Darstellung von O,(R) mindestens zwei nicht-triviale, invariante Teilrdume.




Aufgabe 3 Zerlegung endlich-dimensionaler, orthogonaler Darstellungen

a)

b)

c)

d)

e)

Ps 1 G — Aut(U,) zwei Darstellungen einer Gruppe G. Zeigen Sie, dass

Sei V ein Vektorraum und U;,U, € V lineare Teilrdume mit V = U; @ U,. Seien p; : G — Aut(U;) und

p:G—Aut(V), p(g)(uy+uy)=p1(g)(ur)+ pa(g)(uz), u; €Up,uy €U,
eine Darstellung von G ist. Die Darstellung p heif3t die direkte Summe der Darstellungen p; und p,. Wir schreiben
auch p =p; @ p,.

Sei p : G — Aut(V) eine Darstellung und v € V. Zeigen Sie, dass es einen kleinsten, invarianten Teilraum gibt,
der v enthillt. Zeigen Sie weiter, dass dieser Teilraum der von den Vektoren p(g)(v) mit g € G erzeugte, lineare
Teilraum ist.

Sei p : G — Aut(V) eine orthogonale Darstellung einer Gruppe G auf einem euklidischen Vektorraum V. Sei U € V
ein invarianter Teilraum. Zeigen Sie, dass dann auch der Orthogonalraum U~ invariant ist.

Folgern Sie, dass p die direkte Summe der eingeschrdnkten Darstellungen p;, : G — Aut(U) und
pyL:G — Aut(U7) ist.

Sei p : G — Aut(V) eine orthogonale Darstellung einer Gruppe G auf einem endlich-dimensionalen, euklidischen
Vektorraum. Zeigen Sie, dass p die direkte Summe p = p; @ --- ® p,, von irreduziblen Darstellungen p; ist.

Zerlegen Sie die obige Darstellung der Gruppe O,(R) in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen.

Aufgabe 4 Darstellungen endlicher Gruppen

a)
b)

c¥)

Zeigen Sie, dass jede irreduzible Darstellung einer endlichen Gruppe endlich-dimensional ist.

Sei G eine endliche Gruppe und p : G — Aut(V) eine (u.U. nicht orthogonale) Darstellung auf einem euklidischen
Vektorraum. Zeigen Sie, dass durch

(V,why =D {p(&)V), ()W)

geG

ein Skalarprodukt auf V gegeben ist, so dass p beziiglich (-,-), eine orthogonale Darstellung ist. In diesem Sinne
koénnen wir uns bei endlichen Gruppen auf das Studium orthogonaler Darstellungen beschranken.

Finden Sie eine irreduzible, orthogonale Darstellung der Permutationsgruppe S,, mit n > 3 auf einem Vektorraum
mit Dimension grof3er gleich 2. Hinweis: Finden Sie zuerst eine Darstellung auf R".




