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Zur Bearbeitung

Es wird nicht erwartet, dass Sie alle Aufgaben dieses Tutoriums losen. Bearbeiten Sie die Aufgaben am besten nach ihrer
Reihenfolge.

Definition der Norm

Zur Erinnerung:
Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K der reellen oder komplexen Zahlen. Eine Norm || - || ist eine Abbildung
[|- ]| : V. — [0, 00) mit den folgenden Eigenschaften:

a) VxeV: ||x]|=0x=0 (Definitheit)
b) VA€KVxeV: ||[A-x||=]|Al-|lx]] (Homogenitit)

o Vx,yeV:|lx+yll <llxll+1yll (Dreiecksungleichung)

Aufgabe 1 Aquivalenz von Normen

Es sei || -], : R" — R die durch ||x||, = %’/2;;1 |x;|P gegebene p-Norm. Fiir p = oo setzt man ||x||,, = max;<;<,{|x;[}.
a) Zeigen Sie, dass || - ||, fiir p = 1,2, 00 eine Norm ist.

b) Mit E; :={x € K" | ||x|| <1} bezeichnet man die Einheitskugel (beziiglich der Norm || - ||).
Skizzieren Sie fiir n = 2 die Einheitskugeln beziiglich der 1-Norm, der 2-Norm und der Norm || - || .

¢) Beweisen Sie, dass die obigen drei Normen dquivalent sind.

Bemerkung: Zwei Normen || - ||, und || - ||, heillen &quivalent, wenn es positive Konstanten c¢; und c, gibt
mit
allxlly < flxllg < callxlly fir allexeV.

Aufgabe 2 Norm und Skalarprodukt

Zeigen Sie, dass fiir n = 2 auf dem R" durch ||x||,, eine Norm definiert ist, fiir die kein Skalarprodukt {, ) auf R" existiert

mit [|x|[ = 1/ {x, x).

Aufgabe 3 Skalarprodukt und Winkel

a) Zeigen Sie, dass durch (A4,B) := tr (BTA) der Raum M,(R) mit einem euklidischen Skalarprodukt ausgestattet
wird.
Bestimmen Sie den Winkel zwischen der Einheitsmatrix E, und der Matrix

Azz(; j)

Bestimmen Sie alle Matrizen, die orthogonal zur Einheitsmatrix sind.




b) Betrachten Sie den reellen Vektorraum V := #(R) der Polynomfunktionen auf R. Wer Analysis hort kann auch
den reellen Vektorraum V := %6([0, 1]) aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R betrachten. Zeigen Sie, dass auf V
durch

1
(f.8) ==J f(x)-g(x)dx
0

ein Skalarprodukt auf V definiert ist. Bestimmen Sie den Winkel zwischen den Polynomfunktionen f (x) := x> und
g(x) = x*.

Aufgabe 4

Sei V ein euklidischer Vektorraum. Zeigen Sie, dass
a) ||lul| =]lv]| dann und nur dann, wenn (u+v,u —v) = 0 gilt;
b) |lu+v|]? =|ul|> +||v||* genau dann, wenn {u,v) = O gilt.

Gelten diese Aussagen auch fiir unitdre Vektorrdume?




