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Lésung 1 Wirkungen auf Quadriken

Sei Q : R™ — R eine quadratische Form.

a) Zeigen Sie, dass die folgende Menge G, eine Untergruppe von GL,(R) ist:
Gq :={S€GL,(R) | Vx € R". Q(Sx)=Q(x)}.
b) Zeigen Sie, dass G, die Quadrik M, := {x € R" | Q(x) = 1} invariant ldsst, d.h. G, wirkt auf der Menge M, durch
r(S,x) :=Sx.

c*) Bestimmen Sie die Gruppe G, fiir die quadratische Form Q : R* — R mit Q(x, y) := x* — y*.

a) Es gilt Q(x) = Q(Ex) fiir alle x € R", d.h. die Einheitsmatrix E liegt in G,. Fiir S, T € G, liegt auch S - T in Gy,
denn fiir alle x € R gilt

Q(STx) =Q(Tx) =Q(x) .

b) Ist x € My, d.h. Q(x) =1, und S € G, so gilt auch Q(Sx) = Q(x) =1, also Sx € M.

Lésung 2 Matrizen-Darstellung von Bilinearformen

Sei V ein Vektorraum. Eine Abbildung F : R" x R™ — V heif3t bilinear, falls

F(v+v/ w)=F(,w)+F',w), F(Av,w)=AF(v,w),
Fiv,w+w)=F(v,w)+F(v,w), F(v,Aw)=AF(v,w).

fiir alle v,v’ € R", w,w’ € R™ und A € R gilt. Eine bilineare Abbildung F : R" x R™ — R heif3t auch Bilinearform.

a) Zeigen Sie analog zur Vorlesung, dass es fiir jede Bilinearform F : R" X R™ — R genau eine n X m-Matrix A gibt,
so dass fiir alle x e R",w € R™ gilt:

Fiv,w)=vTAw.
b) Fiir zwei Vektoren x € R" und y € R™ definieren wir eine Bilinearform Fyy: R™ x R™ — R durch
Foy(v,w):=(x,v)-(y,w). (@D)

Bestimmen Sie die Matrix zu F, .

a) Bezeichneey,...,e, die kanonische Basis von R" und fi,..., f,, € R™ die kanonische Basis von R™. Setze A := (q; ;)
mit a; ; := F(e;, f;). Mittels Bilinearitit rechnet man dann leicht nach, dass F(x,y) = xTAy fiir alle x € R" und
y € R™ gilt.

Ist B = (b;;);; eine andere Matrix mit F(x,y) = x"By fiir alle x € R™,y € R™, so folgt insbesondere b; =
e/ Bf; = F(e;,f;) = a; j und somit A= B.

b) Fiir alle x € R",y € R™ gilt
_ T T, _yT T T(yyT
Fo,(v,iw)=vix-wiy=vix-y'w=v (xy)w,

T = . .
d.h. xy* ist die Matrix von F, .




Lésung 3 Das Tensorprodukt R" ® R™

a) Machen Sie sich klar, dass die Menge aller Bilinearformen F : R" x R™ — R mit der punktweisen Addition und
Skalarmultiplikation einen Vektorraum bildet.

Den Vektorraum aller Bilinearformen F : R" x R™ — R nennen wir das Tensorprodukt von R" und R™ und schreiben
dafiir R" ® R™. Die Bilinearformen F,, aus Gleichung (2) nennen wir elementare Tensoren und schreiben hierfiir jeweils
xX®y.

b) Zeigen Sie, dass fiir alle x,x’ € R", y,y’ € R™ und A € R die folgenden Rechenregeln mit elementaren Tensoren
gelten:
(x+x)®y=x®y)+(x'®y), )@y =Ax®Yy),
x®(y+y)=(xe®y)+xey), x®Ay)=Ax®Yy).

c) Seiey,...,e, die kanonische Basis von R" und f, ..., f,, die kanonische Basis von R™. Zeigen Sie, dass es fiir jedes
F € R"® R™ eindeutig bestimmte Koeffizienten a; ; € R fiir 1 <i <n,1 < j < m gibt mit

n m
F = ZZai’jei ®fj .
i=1 j=1

Insbesondere ist jedes Element F € R" ® R™ eine Linearkombination elementarer Tensoren. Welche Dimension hat
R"® R™?

¢) Fiir jede Bilinearform F € R"®R™ gibt es genau eine Matrix A, so dass F(v,w) = v Aw fiir allev € R* und w € R™
gilt. Die Matrix A =: (q; ;); ; ist eine Linearkombination der kanonischen Einheitsmatrizen E; ; = e; f T genauer

n m
A= D by =D aef]
i=1 j=1 i,j
Fiir die Bilinearform F gilt also

n m
F(V,W) = VTAW = Zzai,jVTeiijW = Zai,eri,fj(V,W) = Zai’j €; ®f] .
Lj

i=1 j=1 i
Sind b, ; Koeffizienten mit F = Zi,j b je; ® f;, so gilt a; ; = F(e;, f;) = b; ;, denn fiir alle i, j, k, £ gilt

1 Lfallsi=k,j=1¢,
0 ,sonst.

Fei,ej (ek, €g) = {

Lésung 4 Zusatzaufgabe: Lineare Abbildungen auf dem Tensorprodukt

Oft ist einfacher, eine lineare Abbildung auf den elementaren Tensoren, statt auf ganz R" ® R™ zu definieren. Weil nicht
alle elementaren Tensoren linear unabhéngig sind, muss dabei auf Wohldefiniertheit geachtet werden.

a) Die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes: Sei ¢ : R" x R™ — V eine bilineare Abbildung in einen
Vektorraum V. Zeigen Sie, dass es dann genau eine lineare Abbildung ¢ : R" ® R™ — V gibt, so dass fiir alle
x €eR",y e R™ gilt:

Px®y)=p(x,y)
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass fiir ), x; ® y; = 0 auch auch Y, ¢(x;, ;) =0 gilt.

b) Seien ¢ : R" — R" und v : R™ — R™ lineare Abbildungen. Zeigen Sie, dass dann eine lineare Abbildung definiert
ist durch:

@Y :R"OR™" > R"®R", (p®Y)Ix®Yy):=p(x)®YP(y).




a)

b)

Wir zeigen zuerst den Hinweis: Seien x; € R", y; € R™ mit ). x; ® y; = 0. Wir zerlegen x; und y; jeweils bzgl. der
kanonischen Basis, d.h. es gibt Koefﬁmenten a; j,b; ; € R mit
xiZZai,jei: inZbi,jfj~
J J
Somit gilt
0= ZX ®Y; = ZZ Qi jy 1J2 J1®f12 Z(Zai,hbi,jz)eh@sz'
i Ji.j2 Jij2 i

Weil die Elemente e;, ® f;, eine Basis bilden, folgt ), a;
Bilinearitit von ¢

ij, b j, = O fur alle Indizes jy, j,. Somit gilt auch wegen der

Z@(xuyl)_zz 111 112@(61:,6) Z(Zai,jlbi,jz)so(ebfj)zo
i Ji.j2 Juj2
Widmen wir uns nun der allg. Behauptung: Wir definieren ¢ durch

¢ (Z @x;®Y;) = 2 (ki)

fiir alle a; € R und x; € R", y; € R™ und miissen nun zeigen, dass dies eine wohldefinierte Abbildung ergibt. Wir
haben zuvor gesehen, dass jeder Vektor F € R" ® R™ eine Linearkombination elementarer Tensoren ist. Somit ist
¢ auf jeden Vektor in R" @ R™ definiert. Um zu zeigen, dass die Definition nicht mehrdeutig ist, seien «;, a; €ER,

x;,x; €R" und y;, y; € R™ mit Diax;®y; = Z]. ajx;®y;, dh.
0= Z(aixi) @y — Z(a;xj) ®Yyj-
i j
Dann folgt aus den Vorbetrachtungen mit Bilinearitét von ¢

0= plax;,y)— ) ¢la;x) ] )—Za (xi, y1) = Za o (X, ¥,
i j

dh Zi ai(p(xi: yl) = Z] a;‘('p(x;’ .y]/)
folgt aus dem vorherigen Aufgabenteil, denn (x, y) — ¢(x) ® 1(y) ist bilinear.

Lésung 5 Zusatzaufgabe: Das kanonische Skalarprodukt auf R" ® R™

a)

b)

Zeigen Sie, dass durch
(x®@y,x'®y"):=(x,x")y-(y,¥")
ein Skalarprodukt auf R" ® R™ gegeben ist. Finden Sie eine Orthonormalbasis von R" @ R™.

Sei n = m. Zeigen Sie, dass die Menge U € R" ® R" der symmetrischen Bilinearformen ein linearer Teilraum von
R" ® R™ ist. Finden Sie eine Orthonormalbasis von U. Wann liegt eine Bilinearform im Orthogonalraum U+?

a)

Fiir feste Vektoren x € R",y € R™ ist die Abbildung (x’,y’) — (x,x") - (y,y’) bilinear. Aus der universellen
Eigenschaft folgt dann, dass es eine lineare Fortsetzung von x’ ® y’ — ( x,x’ ) (y,y’) auf das Tensorprodukt gibt,
dh.firF =) a/x/®y eR"®@R" gilt

<x®y,Za§xlf®yi’>=Za§<x®y,xlf®y{>. (2)

13

Sei nun F/ = ) ajx/ ® y/ € R" ® R™ ein fester Vektor. Man rechnet mit (2) leicht nach, dass die Abbildung
(x,y) — (x®y,F") bilinear ist. Nach der universellen Eigenschaft gibt es dann eine lineare Fortsetzung von
x®y — (x®y,F ) auf das Tensorprodukt. Das Skalarprodukt ist somit linear in der ersten Komponente.

Betrachtet man (x’, y’) — ( F,x’ ® y’ ), so folgt analog, dass das Skalarprodukt in der zweiten Komponente linear
ist.

Fiir die Definitheit sei F = Zij ij€; ® f; ein Vektor in R" ® R™. Dann gilt

F) = <Zai,jei®szzak,lek ®fl> Z al]akf euek f]:fe Zal]al] Zal} =
i,j (4

i,j,k,l
Auflerdem gilt (F, F ) = 0 genau dann wenn a, ; = O fiir alle 7, j gilt, d.h. F =0.




