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Lésung 2 Ubergangsgraphen
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Lésung 3

a) Seizuerst T = (t; ;) eine stochastische Matrix und x € R" ein W-Vektor. Setze y := Tx. Da alle Eintrége von
x und von T positiv sind, ist auch jeder Eintrag y; = > j tijX;j positiv. AulRerdem gilt
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weil die sowohl die Spaltensummen von T als auch die Summe der Eintrége von x jeweils 1 ist.

Sei nun umgekehrt T eine Matrix, so dass fiir jeden W-Vektor x auch Tx wieder ein W-Vektor ist. Dies gilt
insbesondere fiir die W-Vektoren e, ...,e,, d.h. die Spalten Te,,..., Te, sind W-Vektoren. Also ist T eine
stochastische Matrix.




b)

Es gilt
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Der Summand ¢;;  ...t;; - t; ; ldsst sich interpretieren als Wahrscheinlichkeit vom Zustand j in den

Zustand s; , danach in s, danach in s;, usw. in den Zustand s; | und schlieflich nach s; tibergeht. In diesem

Sinne entspricht der Summand dem Pfad s, s;,,...,s; ,,s;-
Losung 4 Der PageRank
Die Ubergangsmatrix zu dem angegebenen Netzwerk ist
0 12 1/2 11 1 1 4 4
T=p|1l 0 Y2|+QQ-p)3-|1 1 1]|=5|7 1 4
0 12 0 1 11 1 41

Der invariante W-Vektor ist x = 3%(4’ 17,9)7.

Losung 5 Invariante Wahrscheinlichkeitsvektoren
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)

d)

Der Vektor (1,...,1) ist ein Linkseigenvektor von T, d.h. diir die transponierte Matrix ist (1,...,1)7 ein
Eigenvektor. Damit hat die Transponierte und somit auch T den Eigenwert 1.

Wegen Tx = x gilt
0 =(Tx); —(Tx)y =ty1Xx7 + t1oXy — to1 X7 — toaXy = (ty7 — t21)x7 — (tan — t12)%5 .

Weil T stochastisch ist, liegen die Differenzen t;; — t5; und ty — t;, zwischen —1 und 1. Wiirde t;, > 0
gelten, so folgt sogar —1 < tyy — t15, < 1 und somit

0 <(ty;—ty)x; =Xy <X;—X,=0,

ein Widerspruch. Also muss t;, = 0 gelte.

Die Beweisfithrung ist verlauft analog zu 2, indem man die Differenz & = D}, x; — Do X = Do (Tx); —
Zi>k(Tx)i ordnet und geeignet abschétzt.

Nach 1 gibt es einen Vektor x = (x1,...,x,)T € R" mit Tx = x. Wir kénnen wieder 0.B.d.A. x1,...,Xx; >0 >
Xi41s--->X, annehmen. Setze y := ({xl ,..os|x,|)T. Fiir alle i < k mit gilt dann nach 2 t;; =0 fiir alle j > k

und somit
Tx=x
(Ty)i =D tylx| = D tlxs| = Dot = Dty = xi= i
; j

j<k j<k
Da auch T(—x) = (—x) gilt und (—x) den gleichen Betragsvektor y liefert, folgt analog (Ty); = y; fiir alle
i >k, d.h. insgesammt Ty = y.




