Kap. 2: Endliche Automaten endliche Automaten 2.2

Abschlusseigenschaften

Durchschnitt und Vereinigung (fiir DFA)

2 A = (Z, QW, q(()l)’(;(l)’A(l))
Ay = (z’ Q®, q(()2)75(2>’,4<2))
Produktautomat A = (¥, Q, qo, 9, A) mit
Q= QW x Q®
q0 = (95", d5")
§((q1, q2), a) := (69(q1, a),6@(qo, a))

simuliert A; /Ay parallel in erster/zweiter Komponente

AW x AB) fur Durchschnitt
(AD x Q) U (QW x AP) fiir Vereinigung
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Kap. 2: Endliche Automaten endliche Automaten 2.2
Abschlusseigenschaften Korollar 2.2.16

alle regularen Sprachen von NFA/DFA erkannt

per Induktion lber regulare Ausdriicke zeige:
(Vo € REG(X)) L(«) Automaten-erkennbar

Induktionsanfang: o = () und a = a flr ae€ ¥.

L(?) = 0 und L(a) = {a} Automaten-erkennbar. (Ubung!)
o1 + g,
Induktionsschritte: von ai,ap zu a0,
051*

wenn L(a1), L(az) Automaten-erkennbar sind,
so auch
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Kap. 2: Endliche Automaten endliche Automaten 2.2

Abschlusseigenschaften

Konkatenation (fiir NFA)

aus NFA  A; = (Z,QY, gy, AD, AD)
Ay = (z’ Q(2)’ qg)’ A® A(2))
mit Q¥ N Q? = und ¢’ ¢ A® (%)
gewinne Hintereinanderschaltung als NFA A = (Z, Q, 90,9, A)

Q= QWU Q®
(1)

do ‘= qp

A= A®

A= AD U A U AD-O)
AO-0 = {(q,2,q5"): g € QY,(q,2,9') € A fiir ein ¢’ € AV}

(%): was ist andernfalls zu tun?
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Kap. 2: Endliche Automaten Kleene 23
Satz von Kleene — Abschnitt 2.3

Satz 2.3.1 (Kleene’s Theorem)
L regular < L DFA/NFA-erkennbar

regulare Ausdriicke — Automaten-Berechnung
erzeugen (Sprache) — erkennen (Zugehorigkeit)
deskriptiv. —  prozedural
Syntax — Semantik
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Kap.

2: Endliche Automaten Kleene 23
Ubersicht
reguldare X-Sprachen NFA/DFA erkennbare
Y -Sprachen
L=L(a): o€ REG(X) L=1L(A): X-NFA/DFA A

~
—~
=
~
Il

0, L(a) = {a}, ... 0, {a}, ...
abgeschlossen unter
Vereinigung U ja (triv
Konkatenation j
Stern-Operation  *  ja (triv
Durchschnitt
Komplement

abgeschlossen unter
Vereinigung U ja
Konkatenation - ja
Stern-Operation ja
Durchschnitt N ja
Komplement ja

—
5]
—~~
(=g
0 b 0
<
~— — ~—

Satz von Kleene: dies sind alternative Beschreibungen
derselben Sprachklasse
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Kap. 2: Endliche Automaten Kleene 23

FGdl |

zum Beweis vom Satz von Kleene

DFA A = (%, Q. g0, 4, A)

zu0< k<nund 1<, m< nsei

[k {W c ¥ A hat Lauf von Zustand ¢ nach Zustand m }

ot " auf w iiber Zwischenzustande q € {1,..., k}

o _ [ {aex:d(ta)=m} falls £ # m .
Lom = { {JUlacT:5(6,a)=¢} fallse=m (endlich)
sznl = LZm U LZkJrl . (L£+1,k+1)* . Lﬁﬂ,m

~— —— ——— ——
1) 2 3) (4)
(1) Laufe ohne Zustand k + 1;
(2) Laufe von Zustand ¢ zum ersten k + 1;
(3) Schleifen durch Zustand k + 1;
(4) Laufe vom letzten k + 1 nach m.
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Kap.

2: Endliche Automaten Kleene 258

DFA/NFA erkennbare Sprachen sind regular

zum Beweis vom Satz von Kleene (Satz 2.3.1)

Aufgabe: | gewinne systematisch zu X-DFA/NFA A
regularen Ausdruck a € REG(X) mit L(a) = L(.A)
Idee: sukzessive Berechnung von o’ fur Hilfssprachen L’ so,

dass kompliziertere o’/L’ sich einfach
aus einfacheren zusammensetzen
(algorithmisch vgl. Idee des dynamischen Programmierens)

0.B.d.A. betrachte DFA A = (¥, Q, 0,0, A) mit Q ={1,...,n}
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Kap. 2: Endliche Automaten Kleene 23

FGdl |

Folgerungen aus dem Satz von Kleene Korollar 2.3.2

die Klasse der regularen Sprachen ist abgeschlossen unter allen
Booleschen Operationen sowie Konkatenation und Stern

alle Automaten-erkennbaren Sprachen lassen sich allein mit

e \ereinigung,
e Konkatenation und
e Stern

aus (einfachsten) endlichen Sprachen gewinnen
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Kap. 2: Endliche Automaten Myhill-Nerode 2.4

Kap. 2: Endliche Automaten Myhill-Nerode 2.4
wieviele Zustande sind notwendig? — Abschnitt 2.4 die Aquivalenzrelation ~
Zustandszahlen von DFA A mit L = L(A) LCY* DFA A= (X%, Q,qo,0,A)

als MaB fiir Komplexitat von L ~pzu L C T
Grundidee zu minimalem DFA fir L:

jeder Zustand beschreibt notwendige Information
verschiedene Zustande : notwendige Unterscheidungen

wr~pw' ogdw (WxeXf) (wxelewxel)

.. ~ A A A g *.
Methode:  betrachte induzierte Aquivalenzrelationen auf ** ® ~ ist Aquivalenzrelation auf 2.":

_ . reflexiv, symmetrisch, transitiv
~y zu gegebenem L w ¢, w': “notwendige Unterscheidung”

. _ ; e ~ ist rechts-invariant: w ~; w' = wu ~; w'u
~ 4 zu gegebenem A w £ 4 w': “verschiedene Berechnungen =
e [ besteht aus ganzen ~;-Aquivalenzklassen
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Kap. 2: Endliche Automaten Myhill-Nerode 2.4 Kap. 2: Endliche Automaten Myhill-Nerode 2.4
die Aquivalenzrelation ~ 4 ~L und ~ 4 Korollare 2.4.5/6
LCY* DFA A= (%, Q,q0,9,A) fir L =L(A): ~_4 Verfeinerung von ~:

~zu DFA A= (X, Q, qo,0,A) (Yw,w' €T Yw~qgw = wepw

w e~ w o gdw S(qo, w) = S(qo, w')

index(~) < index(~4) < |Q|

e ~ 4 ist Aquivalenzrelation auf X*:

) ] .. Korollare aus dem Vergleich von ~ und ~ 4
reflexiv, symmetrisch, transitiv
) ] ) , , e [ regular = ~ hat endlichen Index
e ~ 4 ist rechts-invariant. w ~4 w' = wu~4 w'u
. . o fiir regulares L:  jeder DFA, der L erkennt, hat
e ~ 4 hat endlichen Index: index(~4) < |Q]. = .

mindestens index(~ ) viele Zustande

Ziel: Satz von Myhill-Nerode

e ~; hat endlichen Index = L regular

o fiir reguldres L:  ex. DFA mit index(~) Zustanden fiir L
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Kap. 2: Endliche Automaten Myhill-Nerode 2.4

Myhill-Nerode — Abschnitt 2.4.1

der Aquivalenzklassen-Automat

Idee: assoziiere je einen Zustand mit jeder ~;-Aquivalenzklasse
und erhalte minimalen DFA, der L erkennt

[w]:=={veX*: v~ w} die~;-Aquivalenzklasse von w

A= (%, Q, 0,9, A) Q:i=X*/~y
qo0 := [€]
d([w], a) := [wa] (wohldefiniert!)
A:={[w]: weL}

A

L=L(A) folgtaus: (Yw € X*)d(qo0,w) = [w] (Induktion!)
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Kap. 2: Endliche Automaten Myhill-Nerode 2.4
das syntaktische Monoid — Abschnitt 2.4.2

anstelle von ~; betrachte die Verfeinerung ~;:

wapw' o ogdw (Vx,y € XF) (xwy € L& xw'y € L)

e = ist Aquivalenzrelation auf X*
e ~, ist Verfeinerung von ~;: w=; w = w~; w
index(~) < index(~)
index(~;) < n" wenn L von DFA mit n Zustanden erkennbar
e = ist vertrdglich mit Konkatenation (Kongruenzrelation):

ur~p v und vV = uv g dV

(Z*/=L1, -, [e]l~,) heisst syntaktisches Monoid zu L
RIS S/

ist Monoid-Homomorphismus
W = [W]%L
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Kap. 2: Endliche Automaten Myhill-Nerode 2.4

Satz von Myhill-Nerode Satz 2.4.7

fur L C X* sind aquivalent:
(i) ~ hat endlichen Index.

(i) L ist regular.

Korollar aus dem Beweis:

kleinste DFA fiir reguldre L mit genau index(~) vielen Zusténden

Folgerung aus dem Satz:

L C ¥* nicht-regular <
es gibt eine Folge (W,)nen in ¥ mit wy, o4p wy, fir n # m

Beispiel: L = {a"b": n € N} C {a, b}* nicht regular
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Kap. 2: Endliche Automaten Myhill-Nerode 2.4

Minimalautomat fiir regulare Sprache — Abschnitt 2.4.3

L C X* regular

= der AquivaIenzkIassen-Automat Zu ~y ist
ein DFA mit minimaler Zustandszahl (= index(~/))
unter allen DFA, die L akzeptieren

Satz (Lemma 2.4.13)

Jeder DFA mit index(~) Zustdnden, der L erkennt,
ist isomorph zum Aquivalenzklassen-Automat zu ~;

AquivaIenzklassen—Automat zu ~y : der Minimalautomat zu L
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Kap. 2: Endliche Automaten Myhill-Nerode 2.4 Kap. 2: Endliche Automaten pumping lemma 2.5

Minimierung eines gegebenen DFA Das “pumping lemma” — Abschnitt 2.5
wie kann man redundante Zustande erkennen/eliminieren? Pumping Lemma (Lemma 2.5.2)
e zunachst eliminiere alle nicht erreichbaren Zustande L C X" regular =
e dann: g # g’ wesentlich verschieden, wenn existiert n € N sodass sich jedes x € L mit |x| > n zerlegen lasst in
fiir ein x € X*  nicht (8(q,x) € A) < (§(q', x) € A) x=uww, v #¢, |uv| < nund fiir alle m e N
e Zusammenfassung von ~-Klassen von Zustanden liefert u-vm - w=u-v---vwel
——

minimierten DFA, isomorph zum Minimalautomat

m mal

algorithmisch: induktive Verfeinerung

Beweis: [ = L(A)' DFA A = (Zv Q> QO,d,A), n:= ‘Q‘

|x| > n: existiert Zustandswiederholung g; = q; = g im Lauf auf x:

Tests fir x der Lange i =0,1,...
g %o 4 gdw. nicht(qe A)<(q €A)

q #i+1 q gdw. q#iq oder (3a€X)d(q,a)%id(q,a) X= ap .-~ a a1l ... 3 a1 .- ag
T T T ~-
sobald ~j 1=~ (=: ~), fasse Zustande in ~-Klassen zusammen 9 u q v q w
lasst sich pumpen
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Kap. 2: Endliche Automaten pumping lemma 2.5 Kap. 2: Endliche Automaten Effektivitat 2.6
Beispiele nicht-regularer Sprachen Algorithmische Entscheidungsprobleme — Abschnitt 2.6
L={a"b": neN}firabeX a#b Entscheidungsproblem (ja/nein Problem)
L={w € {(,)}*: w korrekte Klammerschachtelung } spezifiert durch
1 . e Menge von zugelassenen Eingaben x € | (Instanzen)
PALINDROM = {w e X*: w=w""} fur |X| > 2

e Teilmenge D C | der positiven Instanzen (Antwort “ja")

L= {u#v#w: u,v,w € {0,1}*,u+ v = w (bindre Addition) } d.h.: wohldefinierte ja/nein Antwort fiir alle x € /

Nachweis: Pumping Lemmal! \ /
D I\ D
Entscheidungsproblem:
o _ gegeben x € /
Ja “nein” entscheide, ob x € D
\

FGdI | Sommer 2010 M Otto 79/136 FGdI | Sommer 2010 M Otto 80/136



Kap. 2: Endliche Automaten Effektivitat

Entscheidungsprobleme fiir regulare Sprachen

2.6

Beispiele

Wortproblem zu Sprache L C ¥*:

fur w € X* entscheide ob w € L

fir DFA A entscheide ob L(A) =0
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=¥ D=L

Leerheitsproblem:

I={A: ADFA}, D = {A: L(A) = 0}
analog mit / = REG(X)

Sprachgleichheit/Automatendquivalenz:
fur a, f € REG(X) entscheide ob L(a) = L(f)
I = (REG(Y))*, D = {(a, B) € (REG(X))?: L(ar) = L(B)}

analog fiir DFA/NFA

Sommer 2010 M Otto

Kapitel 3: Grammatiken

Chomsky Hierarchie: Komplexitatsniveaus

fir formale Sprachen

Noam Chomsky (geb. 1928)

Kap. 2: Endliche Automaten Effektivitat 2.6

das Wichtigste aus Kapitel 2

reguldre Sprachen

REG DFA NFA
Abschlusseigenschaften / Automatenkonstruktionen

Satz von Kleene
Satz von Myhill-Nerode

Pumping Lemma fiir regulare Sprachen

Minimalautomat
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Kap. 3: Grammatiken Grammatiken 3.1

Grammatiken — Abschnitt 3.1

Idee: Spezifikation einer Sprache durch Erzeugungsprozess
G=(%,V,P,X)

Y Terminalalphabet,

74 endliche Menge von Variablen, VNL = ()
XoeV Startvariable/ Startsymbol

P endliche Menge von Produktionen/Regeln

PC(VUD)T x (VUI)*
(v,Vv’) € P eine Produktion/Regel von G

Regel linke Seite: v e (VUX)T =(VUX)*\ {e}
v— v rechte Seite: v/ € (VUX)*

. Erset durch v'
erlaubt in (V UE)-Wartern { - - ng Vo v aureh v ,
Ubergang von uvw nach uv'w
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