Kap 1: Grundbegriffe Relationen 1.1.2

Aquivalenzklassen:

Kap 1: Grundbegriffe Relationen 1.1.2

Aquivalenzrelationen: Quotient, natiirliche Projektion

fur Aquivalenzrelation R C A% auf A, a € A:
[a]r := {b € A: aRb}
die Aquivalenzklasse von a

wichtig: A wird durch die Aquivalenzklassen in
disjunkte Teilmengen zerlegt (Lemma 1.1.8), sodass

aRb gdw [alr = [blr

Quotient A/R : die Menge aller Aquivalenzklassen von R,
A/R = {[alr: a € A}

die natiirliche Projektion 7z: A — A/R
a +— [alg={bec A:aRb}

ordnet jedem Element seine Aquivalenzklasse zu
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Kap 1: Grundbegriffe Funktionen 1.1.3 Kap 1: Grundbegriffe Funktionen 1.13
Funktionen und Operationen — Abschnitt 1.1.3 Funktionen, Operationen, Beispiele
Funktion f von A nach B: f:A — B n-stellige Funktion auf A: Funktion f: A” — B.
a — f(a) . . :
n-stellige Operation auf A: Funktion f: A" — A.
_ _ Beispiele: Addition, Multiplikation auf N, Z, ...
f(a) ist das Bild von a unter f;
a ein Urbild von b = f(a). Beispiel Konkatenation auf X*:
SXF XYY — X
wesentlich: eindeutig definierter Funktionswert f(a) € B (h,v) — u-v(=uw)
fiir jedes a € A Firu=ay...ap; v=by...by,, ist uv:=aj...ap,b1...bn
A:  Definitionsbereich u v
B: Zielbereich
f(a) Bild von a unter f.
f[A] :={f(a): a € A} C B Bild(menge) von f.
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Kap 1: Grundbegriffe Funktionen 113 Kap 1: Grundbegriffe Strukturen 1.1.4

Eigenschaften von zweistelligen Operationen (algebraische) Strukturen — Abschnitt 1.1.4
fur 2-stellige Operation *: AXA — A Struktur =
a,b —— axb (infixe Notation) Konstanten,
Tragermenge mit ausgezeichneten Operationen,
assoziativ, falls fiir alle a,b,c € A: (a* b)xc=ax(bxc). Relationen

kommutativ, falls fiir alle a,b € A: ax b= b a.
typische Beispiele:

neutrales Element: e € A neutrales Element fur

N Y Ty " e Standardstrukturen der Algebra

inverse Elemente (bzgl. « mit neutralem Element e): (N, +,0). (N,+,-,<,0,1). (Z,+,-0,1),
a’ € A inverses Element zu a € A, falls e Graphen (Transitionssysteme)

/A _ .
axa =a *xa=e. e Wortmonoide

Beispiel Konkatenation: assoziativ, neutrales Element ¢, * Boolesche Algebren

w # ¢ hat kein inverses Element e spater: Wortstrukturen, relationale Datenbanken, u.v.a.m.
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Kap 1: Grundbegriffe Strukturen 1.1.4 Kap 1: Grundbegriffe Strukturen 1.1.4
Strukturtypen: Beispiele Beispiel: Boolesche Algebren

. o . ’ .
Graphen (Transitionssysteme) als relationale Strukturen Axiome fuir BooleschefAlzebral(B::55 110 1):

(V, E) mit Knotenmenge V/, Kantenrelation E 2148 3 SR EIE S EEer T K T E

E C V x V eine 2-stellige Relation Firalle x,y,z: (x+y)+z=x+(y+2) X+y=y+x

(a,b) € E zu deuten als a — b (x-y)-z=x-(y-2) X-y=y-x

BA2: + und - distributiv.

Firalle x,y,zz  x-(y+2z)=(x-y)+(x-2)
x+(y-z2)=(x+y) (x+2)

BA3: 0 und 1 als neutrale Elemente.

Firalle x: x-1=x x+0=x

BA4: Komplement.

0#1 undfirallex: x-x'=0 x+x' =1

Monoide als algebraische Strukturen
Monoid: assoziative 2-stellige Operation mit neutralem Element
Beispiel Wort-Monoid

das Wort-Monoid (X*, -, €) iiber X
-, Konkatenation, als 2-stellige Operation
€, das leere Wort, als Konstante

Beispiele: (P(M),N, U, ,0,M) fir M #0; (B,A,V,—,0,1)
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Kap 1: Grundbegriffe Homomorphismen 1.15

Homomorphismen — Abschnitt 1.1.5

strukturerhaltende Abbildungen zw. Strukturen desselben Typs

z.B. fiir Strukturen (A, +*, ) und (B, %8, eB)
mit einer zweistelligen Operation * und einer Konstanten e

F:A — B

2 f(a)} Homomorphismus, falls

(i) F(e?) =e® (vertraglich mit Konstante e)

(i) F(ar #* a2) = F(a1) B F(as)  (vertriglich mit Operation *)

$A
A AxA A
FL F‘ lF FJ
«B
eB BxB ——— B
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Kap 1: Grundbegriffe Homomorphismen 1.1.5

Isomorphie — Isomorphismen

Kap 1: Grundbegriffe Homomorphismen 1.15

Homomorphismen: Beispiele

Isomorphismus: bijektiver Homomorphismus, dessen
Umkehrung auch ein Homomorphismus ist.

Beispiel

Fur eine Bijektion f:¥; — 3>

a — f(a)=:4

A

st Foxr o T3
w=aj...a, —— aj...a,

ein Isomorphismus zwischen (X7, -,¢) und (X3, -, €).

Schreibweise: f : (X3, -,6) ~ (X3, -,¢)

Beobachtung: (X7,-,¢) >~ (X5,-,¢) gdw. |%1] =|X]
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(1) h:¥ — N
w o—  |w|
Homomorphismus von (£*, -, ¢) nach (N, +,0).
(2) foxr — 3
w=aj...a, — aj...a,
wobei ai = f(a;) fiir eine vorgeg. Funktion f: ¥; — >
Homomorphismus von (X3, -, €) nach (X3, -, ¢).

(3) analog zu (2), zu f: X; — X3:
ersetze a € ¥ durch ein Wort f(a) € ¥3.

Bemerkung: f in (2) und (3) eindeutig bestimmt durch f und die
Forderung, dass f: (X},-,€) = (X3,-€)

~

und dass 7 Fortsetzung von f ist: 7(a) := f(a) f.a. a € X;.
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Kap 1: Grundbegriffe Aussagenlogik 1.2.1
elementare Beweistechniken — Abschnitt 1.2

teilweise Vorgriff auf Teil Il (Logik)

primares Anliegen hier:

e normierte Verkniipfung von Aussagen, Aussagenlogik (AL)
e mathematische Prazision fiir Quantoren, Quantorenlogik

e Beweistechniken/-muster, insbesondere: Induktionsbeweise

Prazision des Ausdrucks / Strenge des Argumentierens
mathematische Grunddisziplin fiir den Werkzeugkasten
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Kap 1: Grundbegriffe Aussagenlogik 1.2.1 Kap 1: Grundbegriffe Aussagenlogik 1.2.1

aussagenlogische Junktoren — Abschnitt 1.2.1 weitere aussagenlogische Verkniipfungen

normierte Wahrheitswerte fiir aussagenlogische Operationen abgeleitete Junktoren, z.B.

Wahheitswerte (wahr bzw. falsch; 1 bzw. 0) zusammengesetzter

Aussagen als Funktion der Wahrheitswerte der Teilaussagen Implikation —:BxB—B ;“ﬂi
0 1|1

und AN:BxB—DB AJO0|1 1lol1

(1’ 8 ‘1) Biimplikation —:BxB— B : (1) é
oder V:BxB—B V0|1l 1101

001

111 sodass (p—q) = (-p)Vg
Negation - B—B 01 (pe=aq) = (pPAQ)V((=p)A(—9))

BBE = (p= 9 A(qg—p)
vgl. Boolesche Algebra (B, A, V,—,0,1)
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Kap 1: Grundbegriffe Aussagenlogik 1.2.1 Kap 1: Grundbegriffe Quantoren 1.2.2
aussagenlogische Aquivalenzen und Schlussregeln Quantoren: All- und Existenzaussagen — Abschnitt 1.2.2
Kontraposition: (p— q) = ((—q) — (—p)) (Vn € N)A(n) fiir die Allaussage “fiir alle n € N gilt A(n)"
e beweise “A = B" iiber “~B = -A" (3n € N)A(n) fiir die Existenzaussage “A(n) gilt fiir
mindestens ein n € N"
Indirekter Beweis/Widerspruchsbeweis: p=(-p—0) Negationen von Allaussagen sind aquivalent zu Existenzaussagen
e beweise “A” iber *“(—A) unmoglich” und umgekehrt.
. Beispiel
Biimplikation /Aquivalenz: = A
limplikation/Aquivalenz (p=a)=(p—a)r(a—r) —("“alle Schnurze beissen”) = ‘“es gibt mindestens einen

o beweise “A< B” lber “A= Bund B= A" Schnurz, der nicht beisst”

Implikationsketten: beachte: “alle Schnurze beissen” ist wahr,wenn es keine Schnurze gibt!

o beweise "A = B" z.B. iiber “A=> C und C = B" A
(Zwischenbehauptungen) Allaussagen kann man durch ein Gegenbeispiel widerlegen,
aber nicht durch Beispiele beweisen!
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Kap 1: Grundbegriffe Induktion 123

Induktionsbeweise — Abschnitt 1.2.3

Prinzip der vollstandigen Induktion iiber N:

beweise die Allaussage (Vn € N)A(n) anhand von

(i) Induktionsanfang: A(0).
(ii) Induktionsschritt: fiir alle n € N gilt: A(n) = A(n+1)

Rechtfertigung:
fiir jedes feste n ergibt sich aus (ii) eine Implikationskette

A0) = A(l) = A(2)=...= A(n—1) = A(n)
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Kap 1: Grundbegriffe Induktion 1.2.3
Induktionsprinzipien fiir andere Bereiche Beispiel 1.2.4

betrachte Menge M der Terme mit 2-st. Fktn * und Konst. ¢
als Menge von Wortern iiber ¥ = {x,¢,(,)}, M C &*

M= {c,cxc,cx(cx*c),...,(cxc)x(cx(cx*c))),...}

systematische Erzeugung aller t € M:

ausgehend vom Startelement c € M
mit Operation F: M x M — M

(tl) * (tg) fur t1,t) # ¢

) cx(t) flirti =c,th # ¢
Al )= (t1) % c firti Zc,th=c
c*xcC furty = th = ¢

Beweise damit z.B.: | (Vt € M)([t]c = [t]. + 1)
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Kap 1: Grundbegriffe Induktion 123

Beispiel: Induktionsbeweis uiber N Beispiel 1.2.2

A(n): n Scheiben lassen sich in 27 — 1 Schritten
gemaB der Regeln umschichten, und nicht
in weniger Schritten

Induktionsanfang: A(0)
Induktionsschritt: fiir alle n € N gilt: A(n) = A(n+1)
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Kap 1: Grundbegriffe Induktion 123

Induktionsprinzipien fiir andere Bereiche

M werde, ausgehend von My C M,
durch Operationen F € F erzeugt; dann lasst sich

(Vx € M) A(x)
beweisen anhand von

(i) Induktionsanfang: A(x) gilt fiir alle x € Mp.

(ii) Induktionsschritt(e) fiir F € F (n-stellig):
aus A(x;) fir i = 1,..., n folgt, dass auch A(F(xi,...,Xn)).
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Kap 1: Grundbegriffe Induktion 123 Kap 1: Grundbegriffe Induktion 123

Induktionsprinzipien fiir andere Bereiche falscher Induktionsbeweis tiber N Ubung 1.2.7
Beispiele A(n): jede Gruppe von n Personen besteht aus
: : gleichaltrigen Personen.
] Bereich M | Mo C M| erzeugende Operationen
N (0} S n—ndil Induktionsanfang: A(n) wahr fir n =0 und n=1.
3 {e} (wr—— wa)firaecx Induktionsschritt: A(n) = A(n+ 1).
{*,c}-Terme {c} (t1, o) — (t1 * to) Sein>1, |P| = n+1; p1 # p2 beliebig aus P ausgewahlt.
endl. Teilmengen von A {0} (B—BU{a})firac A Betrachte Py := P\ {p1} und P2 := P\ {p2}. |P1[ = |P2| = n.
Nach Induktionsannahme A(n) bestehen also P; und P,
jeweils aus gleichaltrigen Personen.
Jedes p € P\ {p1,p2} ist in P1 und in P, vorhanden.
Also sind alle in P gleichaltrig. Also gilt auch A(n+ 1).
Also gilt (Vn € N)A(n) ?
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Kap. 2: Endliche Automaten reguldre Sprachen 2.1
Regulare X -Sprachen — Abschnitt 2.1
Operationen auf X-Sprachen
Komplement L— L:=%*\L
Kapitel 2: Endliche Automaten ) Boolesche
Reguldre Sprachen SchuiL: OB GRS Operationen

Vereinigung (L1, Lp) — L1 ULy

Konkatenation von Sprachen
(Ll,Lz) — L Ly = {U-V: uely,ve L2}

Stern-Operation

L — L[*:= {ul-...-u,,: ul,...,uneL,neN}
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