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Kapitel 0: Einfiihrung und Beispiele

Kap. 0: Einfiihrung

FGdl |

Transitionssysteme: Beispiel

Beispiel 0.0.2

Mann/Wolf/Hase/Kohl

Zustande:

Verteilungen von {m, w, h, k} rechts/links
symbolisiert durch Objekte [m, w, h, k|| ],...,[m, w|/h, k],...

“erlaubte” Zustande:
rechte und linke Seiten # [w, h|, [h, k], [w, h, k]

Transitionen: Anderung der Verteilung durch Bootsfahrten, z.B.

[m, w, h, k]| ] k. [w, h||m, k] m transportiert k

O

[m,w, h, k|| | ——— [w, h, k||m] m fahrt ohne Passagier
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Kap. 0: Einfiihrung

Transitionssysteme: Beispiel Beispiel 0.0.1

Weckzeit-Kontrolle eines Weckers

heH={0,...,23}
meM={0,...,59}

g € {SETH, SETM, NIL, ERROR}

Aktionen/Operationen: seth, setm, +, —, set, reset

Zustande: (h, m, q)

Typische Transitionen z.B.:
(h,m,NIL) =2 (h, m,SETH) )
(h, m;SETH) (h, m,NIL) (Ende H-Setzen Modus)
(h,m,SETH) (h, m, ERROR) (bereits in H-Setzen Modus)
(h,m,NIL) —— (h,m,ERROR) (da nicht in Setzen Modus)
) ( )
) ( )

(in den H-Setzen Modus

set

seth

(h,m, SETH (h+1)mod24, m,SETH)  (H vorstellen
(h, m, ERROR 0,0,NIL) (reset
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Kap. 0: Einfiihrung

Mann/Wolf/Hase/Kohl
das vollstandige [m,w, h, k]| ]
Transitionssystem auf nl )h
den erlaubten Zustanden [w, k||m, h]
D’( )/D
[m, w, k|| h]
NN
[kl|m, w, h] [wl[m, h, K]
nl )n nl )h
[m, h, k||w] [m, w, h||k]
SO S
[Al[m, w, K]
\:!1 )/D
[m, h|jw, k]
n{ )h
[ [|m, w, h, k]
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[m, w, h, k|| ][m,w, h k[ ] START
h/( \h :
[, k[|m, ] |
D/( \J/D |
y |
[m7 W7th] I
T TN |
[Kllm, w. h] [wlm, b K] |
ht lh h( lh :
[m’ h’kHW] [mv W’th] I
\\x // |
I
[hl|m, w, K] |
I
() \
[m, hjw, k] }

1\

h.\ }/h ‘V

[ Hm,w,h,k][ Hm,w,h,k] Ziel

Kap. 0: Einfiihrung
Beispiel Ubung 0.0.4

> Alphabet, a € ¥.

Aufgabe: finde ein moglichst einfaches System, das auf einen
(online fortlaufenden) Strom von Signalen aus X zu jedem
Zeitpunkt die Information bereithalt, ob die Anzahl der bisher
eingetroffenen a durch 3 teilbar ist.

e a-Zahler mit Teilbarkeitstest?

e Reichen endlich viele Zustande?
Wieviele mindestens?

o Wie verhalt sich “Rest bzgl. Division durch 3"
unter Konkatenation?
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Kap. 0: Einfiihrung

Alphabete/Warter/Sprachen Definition 0.0.3

Alphabet: nicht-leere, endliche Menge X;
a € X: Buchstabe/Zeichen/Symbol

3 -Wort: endliche Sequenz von Buchstaben aus ¥,
W=aj...a, mta; € X

Menge aller X-Worter: **

leeres X-Wort: ¢ € X*

Y -Sprache: Teilmenge L C X*, eine Menge von X-Woértern
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Kapitel 1: Mathematische Grundbegriffe

Mengen, Relationen, Funktionen, Strukturen, ...

elementare Beweistechniken




Kap 1: Grundbegriffe Mengen 1.1.1 Kap 1: Grundbegriffe Mengen 1.1.1

Georg Cantor (1845-1918) Mengenbegriff (Cantor)

o unstrukturierte Sammlung von Objekten (Elementen);
Eine Menge ist eine Zusammenfassung von zB. A= {a,b,c} = {b,a,a,c}
bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten
unserer Anschauung oder unseres Denkens,
welche Elemente der Menge genannt wer-
den, zu einem Ganzen

e die Gesamtheit ihrer Elemente legt die Menge fest
(Extensionalitat)

e liber naiv aufzahlende Spezifikation und
die einfachsten Operationen hinausgehende Prinzipien
(v.a. fiir die Existenz unendlicher Mengen)

— axiomatische Mengenlehre (Zermelo, Fraenkel, ZFC)

Beispiele/Standardmengen

D={} die leere Menge
B ={0,1} Menge der Booleschen (Wahrheits)werte
N={0,1,2,...} Menge der natiirlichen Zahlen (mit 0)
Z/Q/R Mengen der ganzen/rationalen/reellen Zahlen
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Kap 1: Grundbegriffe Mengen 1.1.1 Kap 1: Grundbegriffe Mengen 1.1.1
Mengen /Mengenoperationen — Abschnitt 1.1.1 Boolesche Mengenoperationen
Mengen 4, 5,... Durchschnitt: ANB = {c: c€ Aund c € B}
Elementbeziehung: a € A bzw. a &€ A fiir “nicht a € A” A, B disjunkt gdw AN B =)
Teilmengenbeziehung (Inklusion): BCA Vereinigung: AU B = {CZ c € Aoder c e B}
zB. 0 C{0,1}CNCZ Mengendifferenz: A\ B={ac A: a¢ B}

Komplement:
fir Teilmengen einer festen Menge M, d.h. in P(M):

B:=M\ B [Komplement bzgl. M]

Potenzmenge: P(A) = {B: B C A}
die Menge aller Teilmengen von A

Mengengleichheit: A= B gdw (A C B und B C A)
[genau dieselben Elemente]
Extensionalitat

Definition von Teilmengen: B := {a € A: p(a)}
fuir eine Eigenschaft p
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Kap 1: Grundbegriffe Mengen 1.1.1 Kap 1: Grundbegriffe Mengen 1.1.1

Boolesche Mengenoperationen, Bemerkungen

groBe Vereinigungen /Durchschnitte liber beliebige
Familien von Mengen (A;)ies:

o U, Ai={a: a € A fiir mindestens ein i € | }
o ﬂielA,-:{a: ac A firalleie /}

Beispiele: X" = J,cn Z”
=" \{e}={wer:|w[>1} =, X"

Tupel und Mengenprodukte

geordnete Paare: (a,b) mit erster Komponente a,
zweiter Komponente b

n-Tupel: (a1,...,a,) mit n Komponenten (n€ N,n > 2)

Kreuzprodukt (kartesisches Produkt):

Ax B={(a,b): ac A be B}

AL X Ay x -+ x Ay ={(a1,...,an): aj € A fiir 1 <i < n}
AT=AXAX---xA Menge aller n-Tupel iiber A.

n mal

Bemerkung:
wir identifizieren n-Tupel iiber ¥ mit X-Wortern der Lange n
und Worter der Linge 1 mit Buchstaben, ¥! = ¥.
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Kap 1: Grundbegriffe Relationen 1.1.2 Kap 1: Grundbegriffe Relationen 1.1.2
Relationen uber einer Menge A — Abschnitt 1.1.2 Aquivalenzrelationen

n-stellige Relation: RCA"
Menge von n-Tupeln iiber A

Beispiele: Kantenrelation eines Graphen, Prafixrelation auf X*,
Ordnungsrelationen, Aquivalenzrelationen, ...

Kantenrelationen in Graph/Transitionssystem:
E

18/136

wichtige potentielle Eigenschaften fiir 2-stelliges R C A?:
Reflexivitat: fiir alle a € A gilt: aRa.
Symmetrie: fur alle a, b € A gilt: aRb < bRa.

Transitivitat: fir alle a, b, c € A gilt: (aRb und bRc) = aRc.

z.B. Prafixrelation: reflexiv und transitiv, nicht symmetrisch

(u,v) € E beschreibt E-Kante v ——— v

Prafixrelation auf X*:

Aquivalenzrelation auf R C AZ:
reflexiv, symmetrisch und transitiv

u < v gdw. u Anfangsabschnitt (Prafix) von v
<= {(u,uw): u,w e T*} C T* x T*

oft auch infixe Notation: aRb statt (a,b) € R
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Beispiele: Gleichheit (iiber A), Langengleichheit liber £*,

gleicher Rest bei Division durch n liber N oder Z, ...

Idee: Aquivalenzrelationen als verallgemeinerte Gleichheiten
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Kap 1: Grundbegriffe Relationen 1.1.2

Aquivalenzklassen:

Kap 1: Grundbegriffe Relationen 1.1.2

Aquivalenzrelationen: Quotient, natiirliche Projektion

fur Aquivalenzrelation R C A% auf A, a € A:
[a]r := {b € A: aRb}
die Aquivalenzklasse von a

wichtig: A wird durch die Aquivalenzklassen in
disjunkte Teilmengen zerlegt (Lemma 1.1.8), sodass

aRb gdw [alr = [blr

Quotient A/R : die Menge aller Aquivalenzklassen von R,
A/R = {[alr: a € A}

die natiirliche Projektion 7z: A — A/R
a +— [alg={bec A:aRb}

ordnet jedem Element seine Aquivalenzklasse zu

T T
! | a j o |
a ‘ | A 18 7 o p o o
A |28 7 tebo P o ¢ LN N A R
\ BN |2 | I
: | | |
T T
A/R *[a] °[b] *[c] A/R *la] ! °lb] | °I]
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Kap 1: Grundbegriffe Funktionen 1.1.3 Kap 1: Grundbegriffe Funktionen 1.13
Funktionen und Operationen — Abschnitt 1.1.3 Funktionen, Operationen, Beispiele
Funktion f von A nach B: f:A — B n-stellige Funktion auf A: Funktion f: A” — B.
a — f(a) . . :
n-stellige Operation auf A: Funktion f: A" — A.
_ _ Beispiele: Addition, Multiplikation auf N, Z, ...
f(a) ist das Bild von a unter f;
a ein Urbild von b = f(a). Beispiel Konkatenation auf X*:
SXF XYY — X
wesentlich: eindeutig definierter Funktionswert f(a) € B (h,v) — u-v(=uw)
fiir jedes a € A Firu=ay...ap; v=by...by,, ist uv:=aj...ap,b1...bn
A:  Definitionsbereich u v
B: Zielbereich
f(a) Bild von a unter f.
f[A] :={f(a): a € A} C B Bild(menge) von f.
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