Teil 2: FO Beweiskalkiile

Logik-Kalkiile

syntaktische Beweiskalkiile
Beweise der Unerfiillbarkeit bzw. der Allgemeingiiltigkeit
Resolution Sequenzenkalkiil

vergleiche Kalkiile fiir AL

Resolution

Widerlegungskalkiil: Unerfiillbarkeitsbeweise

wir behandeln:  Grundinstanzen-Resolution (Gl-Resolution)

Gegenstand: FO7-Klauselmengen K
(universelle FO#-Satzmengen &)

Beweisziel: Ableitung der (unerfiillbaren) leeren Klausel O

Korrektheit: 0O ableitbar aus K = K unerfullbar.
Volistandigkeit: K unerfiillbar = O ableitbar aus K.

FGdI 1l Sommer 2010 M Otto

Teil 2: FO Resolution FO 5

Klauselmengen und universell-pranexe Satze

89/150

semantisch identifiziere Klauselmenge mit Satzmenge:

K = {Vxl...Vx,,\/C:CEK}
alle Variablen in C
(= Yxa...¥xy Acex V C fiir endliches K )

alle Variablen in K

Korrespondenzen:

endliche universell-pranexe
02 2d ..

FO” Klauselmengen FO7-Satze

universell-pranexe

#
FO” Klauselmengen  «~s FO”-Satzmengen
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FO-Klauselmengen —  Abschnitt 5.1

universelle (skolemisierte) FO7-Satze in Klauselform:

VXl...Vka = VXl...VXk /\ \/C

Cek
——

q-fr. Kern in KNF

& = K fiir endliche Klauselmenge K iiber FO7-Literalen

Terminologie

FO7-Literale:
relationale Atome oder negierte relationale Atome A, A = =\

FO7-Klauseln:
endliche Mengen C von FO7-Literalen
fur C = {)\1, ce ey /\k}: C= \/ C= Vizl,...,k /\,‘

FO7-Klauselmengen:
Mengen K von FO7-Klauseln
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Ubersetzungs—Beispiel

= VXVy(ny — (Qx < ﬁQy))
relevante Atome: «a = Rxy, /1 = Qx und B2 = Qy

@ = VxVy(a — (B1 « —f2))

Kern von ¢ in KNF (z.B.):

(maV BV =p) A (maV BV B)
=1

VAN (—|Oé\/—|ﬁ2\/—|ﬁ1) AN (ﬁav—'ﬁz\/ﬁz)
=1

liefert K = {{ﬁa,ﬂbﬂﬂm{ﬁaaﬁﬁlaﬁﬁﬂ‘}
= {{—\RXy, QX, Q}/}7 {_‘RXy7 _‘ny _'QX}}
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Grundinstanzen-Resolution (Gl) — Abschnitt 5.2

Idee: Ubertragung von AL-Resolution gemiB Reduktionsansatz
ahnlich wie schon fiir andere Erfullbarkeitsargumente

Grundinstanzen einer Klausel C iiber Literalen A € FO7:
C(tr/x1, - tn/xn) = {Mt1/x1, .-, th/Xn): A € C}
mit t; € To(S)

Grundinstanzenmenge einer Klauselmenge K:
GI(K) := {C(ta/x1,...): C€ K, ti € To(S)}

o esgilt K = GI(K).
und aus dem Satz von Herbrand:

e K und GI(K) erfiillbarkeitsaquivalent.
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Beispiel

iber Grundinstanzen von
{=Rxy, @x, Qy}, {—~Rxy,~Qx,~Qy} und {Rxx, Rxffx}:

{=Rcc, Qc} {=Rcc,=Qc}
\ /
{=Rcc} {Rcc, Reffc}
\{Rcffc}/

VxVy (=Rxy V Qx V Qy)
VxVy(ﬂny V —Qx V —\Qy) = Rcffc
VX(RXX V Rxffx)
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GI-Resolution: Resolventen
C1, Gy, C Klauseln von variablenfreien FO7(S)-Literalen

C ist Resolvente von C; und G
(beziiglich des Literals A), wenn

ANeC, Ae(G, undC= (Cl\{)\})U(Cz\{X})

Cl:{)\lw'w)\k)A} C2:{)\€|_77)\2;z}

~

C={A, 0 Ao N, ALY

zu Klauselmenge K lber variablenfreien FO7(S)-Literalen:

Res*(K) = AbschluB von K unter Resolventenbildung
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Gl-Resolution: Resolutionssatz (Satz 5.7)

Korrektheit und Vollstandigkeit von Gl-Resolution
fur die Unerfiillbarkeit von universell-pranexen FO7(S)-Satzmengen
in Klauselform

Resolutionssatz

Fir FO7(S)-Klauselmengen K sind dquivalent:
(1) K unerfiillbar.

(i)  GI(K) unerfillbar.

(i) O € Res*(GI(K)).

(iif) = (i): C € Res*(GI(K)) impliziert, dass K = C
O = 0 unerfiillbar.

(i) < (ii): Erfillbarkeitsaquivalenz (Herbrand).
(i) = (iii): Vollstandigkeit von AL Resolution + Reduktion.
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allgemeinere Resolution — Abschnitt 5.3

Idee: nicht notwendig zu Grundinstanzen absteigen
Resolution nach Substitution von Termen mit Variablen

Substitutionsinstanz zu o = (t1,...,t,) € T(S)":
Co={N:AeC}={Ntr/x1,...,ta/xn): A€ C}

Resolution von C; und G, zu C falls fiir geeignete o1 und o5:

AeGhAe G C=(\{AH UG\ {A})
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Sequenzenkalkiile — Abschnitt 6.1

vgl. AL Sequenzenkalkiil
Allgemeingiiltigkeitsbeweise (fiir bel. FO-Formeln/Satze)

Gegenstand: FO-Sequenzen I = A
fir endliche I'; A C FOg(S)

'+ A allgemeingiiltig wenn AT =\/ A
Beweisziel: Ableitung allgemeingiiltiger Sequenzen
Ableitungsschritte: Anwendung von Regeln
(zur Erzeugung von Sequenzen)
Korrektheit: jede ableitbare Sequenz ist allgemeingiiltig.

Volistandigkeit: jede allgemeingiiltige Sequenz ist ableitbar.
(schwache Form, wird spater verscharft)
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allgemeinere Resolution: Beispiel

{=Rxy, Qx, Qy} {=Rxy, ~Qx,~Qy} {Rxx, Rxffx}
s s
{~Roox, Qx) {~Roox, 7Qx}
- [=Rxx} -~ {Ruxx, Rt}
[ Rxffx}

VxVy(ﬁny V @Qx V Qy) , VxVy(ﬁny V aQx Vv ﬁQy) , Vx(Rxx \% Rxffx)

= VxRxffx
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Sequenzenkalkiil: Regeln und Korrektheit

Pramissen

Format von Sequenzenregeln (wie in AL): Konklus
onklusion

Konklusionen von Regeln ohne Pramisssen: Axiome

ableitbare Sequenzen:
ausgehend von Axiomen (in endlich vielen Schritten) durch
Anwendung von Sequenzenregeln erzeugte Sequenzen

Korrektheit: jede ableitbare Sequenz ist allgemeingijltig‘

folgt aus der Korrektheit der einzelnen Regeln:
e die Axiome sind allgemeingiiltige Sequenzen;

o fiir Regeln mit Pramissen:
Pramissen allgemeingililtig = Konklusion allgemeingiiltig.
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Sequenzenkalkiil: Regeln

FO Sequenzenkalkil SKC, drei Gruppen von Regeln:
o AL Regeln (analog zum AL-Sequenzenkalkiil).

e Quantorenregeln: Einfiihrung von V oder 3 links/rechts.
(VL), (VR), (3L), (3R).

o Gleichheitsregeln: Umgang mit Term-Gleichheiten.
(=), (Sub-L), (Sub-R).

’AL + Quantorenregeln: vollstandiger Beweiskalkiil SK7 fir FO7

SK” + Gleichheitsregeln: vollstandiger Beweiskalkiil SK fiir FO

Zusitzlich (nicht notwendig aber natiirlich) in SK™:

e Schnittregeln: Kettenschliisse und Beweise durch Widerspruch.
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Sequenzenkalkiil: Gleichheitsregeln

- '-A

Mo(t/x)F A e A, o(t/x)
Nt=tp{t'/x)FA Mt=tFA p(t/x)

und analoge Regeln mit t’ = ¢t statt t = t/

(Sub-L) (Sub-R)

Korrektheit priifen!
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Sequenzenkalkiil: Quantorenregeln

M o(t/x)F A = A o(c/x)
(VL) I Vxp(x) FA (o) I A, Vxp(x)
falls ¢ nicht in T, A, o(x)
I o(c/x)F A M= A, o(t/x)
L) FergFE A GR) F A S
falls ¢ nicht in ', A, p(x)
Korrektheit priifen!
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Sequenzenkalkiil: Schnittregeln (optional)

Mok A ")
LUFA

(modus ponens)

") E -

(Kontradiktion) T FQ

Korrektheit priifen!

Bem.: Kontradiktionsregel (lokal) mit modus ponens simulierbar
beide Regeln lassen sich (nicht lokal) eliminieren
(vgl. AL-Sequenzenkalkiil)

unterscheide schnittfreie Kalkiile wie SKC
von solchen mit Schnittregeln wir SKC™
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Ziel: Vollstandigkeit — Abschnitt 6.3

Definitionen:
Ableitbarkeit aus Theorie ® C FOq:
o ableitbar aus ® [® | ¢] gdw.

fir geeignetes [y C & (Voraussetzungen) ist g F ¢ ableitbar.
® konsistent (widerspruchsfrei) gdw. nicht ¢ (.

Teil 2: FO Vollstandigkeit FO 6.2/3

Kurt Gédel (1906-1978)

Vollstandigkeit (starke Form) e Korrektheit
PEp = bty Oy = dEp
& konsistent = ® erfillbar ® erfillbar = & konsistent
alles, was wahr ist, alles, was ableitbar ist,
ist ableitbar ist wahr
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Godelscher Vollstandigkeitssatz (Satz 6.7)

mit Albert Einstein

der Logiker des 20. Jahrhunderts

(Vollstandigkeit & Korrektheit des Sequenzenkalkiils)

Fiir jede Satzmenge ® C FOq(S)
und jeden Satz ¢ € FOq(S) gelten:

e Dy gdw. Ok .
o & erfiillbar gdw. @ konsistent.

Zentrale Folgerungen

Kompaktheitssatz  (wesentlich neuer Zugang)

Allgemeingiiltigkeit rekursiv aufzahlbar
(spater: nicht entscheidbar)
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Volistandigkeitsbeweise — Abschnitt 6.3
zu zeigen: Konsistenz = Erfiillbarkeit

nicht-Ableitbarkeit

= Existenz eines Modells
best. Sequenzen

dazu

Ableitbarkeit von Sequenzen aus einer Satzmenge

Ableitbarkeit unter gegebenen Voraussetzungen:

= A ableitbar aus ® gdw. fiir geeignetes [f C ®
Mo, = A ableitbar ist.
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Volistandigkeitsbeweise (Grundideen)

Hintikka-Konstruktion (Vollstandigkeit von SK7 bzw. SK)
zeige: I = A nicht ableitbar aus @ = ®UT UA™ erfiillbar

Man findet Modell einer induktiv geeignet gewahlten
Obermenge von ® UT U A™ (— Hintikka-Menge).

Henkin-Konstruktion (Vollstindigkeit von SK, einfacher)

zeige: ® konsistent = & erfullbar

Man findet Modell einer induktiv geeignet gewahlten
vollstindigen Obermenge von ® (— Henkin-Menge).
in beiden Fallen: Modelle (als Quotient) einer Herbrand-Struktur
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Henkin-Mengen: vollstandig mit Existenzbeispielen
® C FOu(S) Henkin-Menge, falls konsistent und:
o fiir jedes ¢ € FOo(S): pe® < —p¢d.
(maximale Konsistenz; Vollstandigkeit)
o fiir jedes 1(x) € FO(S) existiert t € To(S) mit
(Vx=9(x) V 9 (t/x)) € &. (vel. Ixy(x) — ¢(t/x))

(Existenzbeispiele, vgl. Skolemfunktionen)

Henkin-Methode:
Zu konsistentem ® finde Henkin-Menge ® D
FO7 (ohne Gleichheit): Herbrand-Modell aus Henkin-Menge .

FO (mit Gleichheit): Quotienten bzgl. der in & postulierten
Gleichheitsrelation auf To(S).
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im Sequenzenkalkiil mit Schnittregeln:

Satz

Fir konsistentes &:
® U {—¢p} konsistent gdw. nicht ® F o.

Begriindung:
(1) Falls T + ¢ ableitbar ist, so auch ', =@ F () mit (—L)
(2) Falls ', = = () ableitbar, so auch T i ¢:

— (Ax)
ko (=R)
Moo k0 DE =,
(-R) ———— — 77 (4L)

d. :
(mod. pon.) o

Bem: Ebenso auch ® U {¢} konsistent gdw. nicht ® - —p.
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Unentscheidbarkeit Church—Turing

4 f k" i £ ’E‘}ﬁ,
Church (1903-1995) Turing (1912-1954)

FGdI 1l Sommer 2010 M Otto 112/150



