Teil 2: FO Syntax und Semantik FO 2

Spielsemantik — Semantik-Spiel

Satz:

A |Evla] & V hat Gewinnstrategie in Position (¢, a).

reduziert Auswertung auf Spielanalyse
oft mit algorithmisch optimaler Komplexitat

Frage: Spiel fiir ¢, das nicht in NNF ist?

FGdI 1l Sommer 2010 M Otto 69/150
Teil 2: FO Syntax und Semantik FO 2
FO mit oder ohne = ? —  Abschnitt 2.5
FO und FO7?

e Gleichheit ist Bestandteil der Logik in FO;
anders als interpretierte Relationen R € S.

e natiirliche Formalisierungen brauchen oft =,
z.B.: Injektivitat, algebraische Identitaten, ...

e dennoch moglich: Reduktion von FO auf FO7;
Idee: modelliere = durch interpretierte Relation ~.

S=Su{~}

Vertraglichkeitsbedingungen:

~ Kongruenzrelation bzgl. aller R, f € S

erhalte Modelle Ay mit echter Gleichheit als ~-Quotientien:
Ao__z .A/NA = (A/NA, oy [€) oy FA AL RA/NA)
~-Aquivalenzklassen als Elemente
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Teil 2: FO Syntax und Semantik FO 2

das Konzept der Gleichung in der Algebra Robert Recorde

Arzt und frither Popularisierer der “Algebra”

der Erfinder des Gleichheitszeichens!
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Teil 2: FO PNF FO 3.1
Pranexe Normalform — Abschnitt 3.1

¢ € FO(S) in pranexer Normalform (PNF):

© = @1X;, ... Quxi Y,
Qi € {V,3}, k € N, v quantorenfrei.

Beispiele
Jy(Exy AVx(Eyx — x =y)) = EIsz(Exy A(Eyz — z = y))
JyVxExy V —3yExy = E|y1Vy2Vy3(Ey2y1 \% —\Exy3)

Satz uber PNF

Jede FO-Formel ist logisch dquivalent zu einer Formel in PNF.
Beweis durch Induktion iiber ¢ € FO(S).

FGdI 1l Sommer 2010 M Otto 72/150



Teil 2: FO Substitution FO 3.2

Substitution — Abschnitt 3.2

das semantisch korrekte Einsetzen von Termen

gesucht: fiir t € T(S) und ¢(x) € FO(S),
¢ = p(t/x) € FO(S) so, dass:

kY & ket Fo.

Vorsicht! Naives Ersetzen von x durch t tut's nicht!

e beachte, dass x frei und gebunden auftreten kann.

e beachte, dass Variablen in t nicht falschlich gebunden werden.

Methode
Induktive Definition, die intern gebundene Variablen so
umbenennt, dass Konflikte vermieden werden.

Beispiel: ¢(x) = Vy(Exy A 3x—Exy)

o(fy/x) =7
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Teil 2: FO Skolemisierung FO 3.3
Skolemisierung: alles universell ? — Abschnitt 3.3

universell-pranexe Formeln: Vx; ...Vx; v, 1 quantorenfrei

e nicht jede Formel ist logisch aquivalent
zu universell-pranexer Formel, z.B. ¢ = Vx3dy Exy

e aber jede Formel ist erfiillbarkeitsaquivalent
zu universell-pranexer Formel.

Idee: neue Funktionen, die ggf. Existenzbeispiele liefern
[vgl. 3-Ziige fiir V im Semantik Spiel]
Beispiel

o =VxIy Exy +—— ¢ =VxExfx  (flir neues f)
dann gilt:
VA =(AEA ..., M) EY => A=(AEA .. )=

(i A= (A EA..)Ep = esgibt fA iiber A, sodass
A =(AEA,... . fFA)Y E¢
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Thoralf Skolem (1887-1963)

Logik, Modelltheorie, Mengenlehre
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Teil 2: FO Skolemisierung FO 3.3
Skolemnormalform (Satz 3.6)

Satz uber die Skolemnormalform

Jedes ¢ € FO ist erfiillbarkeitsaquivalent zu einer
universell-pranexen Formel ¢’ (in einer erweiterten Signatur).

Man erhalt ¢’ aus einer zu ¢ logisch dquivalenten Formel in PNF
durch Substitution von Skolemfunktionstermen fiir existentiell
abquantifizierte Variablen.

Zur Erfiillbarkeitsaquivalenz gilt sogar:
e ¢ Eo

e jedes Modell von ¢ l3sst sich zu Modell von ¢’ erweitern.
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Teil 2: FO Herbrand FO 3.4

Jacques Herbrand (1908-1931)

Logiker und Algebraiker

FGdI 1l Sommer 2010 M Otto 77/150
Teil 2: FO Herbrand FO 3.4
Satz von Herbrand (Satz 3.10)

Satz von Herbrand

Sei & C FOB‘(S) Menge von universellen, gleichheitsfreien Satzen;
S habe mindestens ein Konstantensymbol.

Dann gilt: ® erfiillbar < es existiert ein Herbrand-Modell
H = (To(S), (R™)res) = .

Beweis

“<": offensichtlich.
“=": geeignete Interpretationen R’ aus geg. Modell A |= ®.
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Teil 2: FO Herbrand FO 3.4

FGdI |

Teil 2:

Satz von Herbrand —  Abschnitt 3.4

zur Erfullbarkeit von universellen
FO7-Satzen in Herbrand-Modellen

e S enthalte mindestens ein Konstantensymbol
o geg. ® C FOR(S): Satzmenge, universell & gleichheitsfrei

Herbrand-Struktur (Erinnerung):
die Sg-Termstruktur 7o(S) tber To(S) (variablenfreie S-Terme)

Herbrand-Modell:

Expansion der Termstruktur 7o(S) zu S-Struktur,

— durch Interpretation von R (n-st.) als Teilmenge von To(S)" —
zu einem Modell von ¢

Gleichheitsfreiheit notwendig!
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FO SAT(FO)/SAT(AL) FO 3.5

Erfuilllbarkeit: Reduktion auf AL — Abschnitt 3.5

Reduktions-ldee: ¢ C FO(S) (bel. Formelmenge)
§ erf.-aquiv.

®’ C FOq(51) (Satzmenge)
{

5 erf.-aquiv.
!
" C FOL(S2) (gleichheitsfrei)

!
§ erf.-aquiv.

!
" C FOZ(S3) (universell(-pranex))

o erfiillbar < ®” erfiillbar < ®" in Herbrand-Modell erf'LiIIbarl

und Bedingungen an Herbrand-Modell lassen sich in AL kodieren!
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Teil 2: FO SAT(FO)/SAT(AL) FO 3.5 Teil 2: FO SAT(FO)/SAT(AL) FO 3.5

Erfuillbarkeit: Reduktion auf AL Erfullbarkeit: Reduktion auf AL
fiir universell-pranexes ® C FOZ(S) iiber S mit Konstanten fiir o = Vxq...Vxn&(x, . .., %) = Vx&(x), & quantorenfrei
® erfiillbar < & hat ein Herbrand-Modell und H = H(J) gilt:

H = (T0(S), (R™)res) @
& fiir alle R € S (n-st.) existieren R* C To(S)",
_ H
sodass H = (70(S), (R")res) = ® gdw. T E )AL firalle t = (f, ..., ty) € To(S)"

V := {p.: « relationales Atom iiber To(S) }

Hi o gdw. H =&t fiiralle t = (t1,...,tn) € To(S)"

dabei erhilt man £(t)A € AL(V) aus £(t)
a=Rty...ty; RES;ty,...,t, € To(S), R € S (n-stellig) durch Ersetzen von Atomen o =R...

V-Interpretationen J beschreiben dann mogliche H: iy L=eitalblen 2;

bijektive Korrepondenz 'H < J:
! P = fiir [O]AL = U {E()AL: tin To(S)} gilt:
von J zu H =H(J): R" ={(t1,...,tn) € To(5)": I(Pasy..t) = 1} Vxé € @
von HzuJ=3(H): 3:V — B - AL - e
B 1 falls H = o, & erfiillbar gdw. [®]*" erfiillbar
Pk 0 falls M = —a.
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Teil 2: FO SAT(FO)/SAT(AL) FO 3.5 Teil 2: FO SAT(FO)/SAT(AL) FO 3.5
Erfullbarkeit: Reduktion auf AL Beispiel

S={R,Q,f} R (2-st.), Q (1-st.), Relationssymbole

Beispiel £(t)Al € AL
eispiel £(t)* € V) f (1-st.), Funktionssymbol

§ fo(fy \f{ (Z;Xf—} (nyfzi} liefert 1 = VXVy(ny — (Qx « —|Qy))
= W& NS Behauptung: b w2 = Vx(Rxfx V Rfxx)
g(C, fC, d)AL = Pressc \ (prc = pWCfcfd) Y3 = VXV)/(_'RX)/ — RXffy)

ist unerfillbar

€= Ry — (Qx = ~Qy)| |
. liefert
t = (f"c, fmc) fiir (x,y)
Sc:=Su{c} To(Sc) = {c, fe, ffe, fffc,...} = {f"c: n € N}
AL-Variablen fiir die Reduktion:

an (= poe) fir die Atome Qf"c, (neN),

om (= Pogtm,)  fiir die Atome Rffcf™c, (¢, m € N).

f(f”c, fmC)AL = Prenene — (Panc g _‘PQfmc)

wir erhalten z.B. fiir p; die AL-Formelmenge
[o1]*" = {rm — (q¢ < —qm) : £,m € N}
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Teil 2: FO SAT(FO)/SAT(AL) FO 3.5 Teil 2: FO Kompaktheit FO 4

FO Kompaktheit (Satz 4.1)

Kompaktheitssatz (Endlichkeitssatz)

Beispiel (fortges.)

zugeh. AL-Formelmenegen zu @1, @2, p3:
ﬂ[\IJ —

[1 {rem — (g = —qm) : £, m € N} Version 1: (Erfiillbarkeit)
[[902]]AL = {ru+1 \ASWERAS N} Fir ® C FO sind aquivalent:
[os]*t = {-rem — rems2 : £, m € N} (i) @ erfiillbar.

. _ . _ (ii)  Jede endliche Teilmenge ®¢ C ® ist erfiillbar.
Unerfiillbarkeit von & folgt daher z.B. aus AL-Unerfiillbarkeit von

ro.0 — (o < —qo), Version 2: (Folgerungsbeziehung)

n1 — (qo < —=q1), Fir & C FO, ¢ € FO sind aquivalent:
ro — (g1 < —qo) :
’ (i) ®kEo

r,2 — (g0 < —q2), . o . .

na2— (g1« —q2), o1V o, (i)  ®o = o fiir eine endliche Teilmenge ®¢ C ®.

rn1— (g2 < q1), na2Vmri, "no— N2

clor]AL cloa AL CloaAL Version 1 < Version 2 (zur Ubung!)
Version 1 fiir universell-pranexes ¢ C FOé: Reduktion auf AL
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FO Kompaktheit —  Abschnitt 4 FO Kompaktheit

Konsequenzen: die Starken des Endlichkeitssatzes
die Schwachen von FO

mit Kompaktheit findet man:

beliebig groBe endliche Modelle = unendliche Modelle

zu @ betrachte ® U {3x1...3Ixy A\1icjc, X = X1 n > 1}

unendliche Modelle = beliebig groBBe unendliche Modelle

zu ® betrachte QU {—ci=c;:i#j;i,jel}
flir neue Konstanten (¢;)iey

= keine unendliche Struktur in FO
bis auf Isomorphie charakterisierbar
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Konsequenzen: die Starken des Endlichkeitssatzes
die Schwachen von FO

mit Kompaktheitsargumenten findet man:

Nichtstandardmodelle

von (unendlichen) Standardmodellen
in FO ununterscheidbare Strukturen

zB. N*zu N = (N,+, -,0,1,<)
Nichtstandardmodell der Arithmetik mit
‘unendlich groBen natiirlichen Zahlen’
zur vollstandigen FO-Theorie von NV, ¢ := {p € FO: N = ¢}

betrachte ®U{l+---+1< c: n > 2} fir neue Konstante ¢
—_———

n
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