
II Holomorphe Funktionen
In diesem Kapitel entwikeln wir die grundlegende Theorie der holomorphen Funktio-nen. Zentral hierf�ur ist die Cauhyshe Integraldarstellung f�ur holomorphe Funktionenf der Form f(z) = 12�i Z�D f(�)� � zd�; z 2 Dauf geeigenten Gebieten D � C . Diese Darstellung beruht ihrerseits auf dem Cauhy-shen Integralsatz f�ur konvexe Gebiete, d.h. auf der uns bereits bekannten Tatsahe,dass R f(z)dz = 0 gilt f�ur alle auf einem konvexen Gebiet G holomorphe Funktionenf und einen geshlossenen Integrationsweg  in G.Die obige Darstellung hat viele Konsequenzen: wir zeigen zun�ahst, dass eine holomor-phe Funktion beliebig oft komplex di�erenzierbar ist und erhalten als weitere Folgerungden klassishen Satz von Liouville. Letzterer erlaubt es uns insbesondere einen einfa-hen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra zu geben. Weitergehend werden wirsehen, dass holomorphe Funktionen dadurh harakterisiert werden k�onnen, dass sielokal in Potenzreihen der Form f(z) = 1Xn=0 an(z � z0)nentwikelbar sind. Die KoeÆzienten an sind hierbei durhan := 1n!f (n)(z0)f�ur alle n 2 N [f0g bestimmt. Viele klassishe S�atze, wie etwa der Nullstellensatz, derIdentit�atssatz, der Satz von der Gebietstreue sowie das Maximumsprinzip folgen ausdiesem Ansatz.Eine Diskussion der elementaren Funktionen und ihrer Umkehrfunktionen (Exponen-tialfunktion, Logarithmus, Potenz, Wurzel) beshlie�t dieses Kapitel.1 Der Cauhyshe Integralsatz f�ur konvexe GebieteDer Cauhyshe Integralsatz, welher grob gesprohen besagt, dass das Integral einerholomorphen Funktion �uber einen geshlossenen Integrationsweg vershwindet, ist von13



14 Kapitel II Holomorphe Funktionengrundlegender Bedeteung f�ur die Funktionentheorie. Unser Zugang zu diesem Theoremberuht auf dem sogenannten Lemma von Goursat und Resultaten �uber Stammfunktio-nen holomorpher Funktionen aus dem vorherigen Abshnitt.Wir beginnen mit dem Lemma von Goursat.1.1 Satz. (Lemma von Goursat). Es sei G � C ein Gebiet und f : G ! C eineholomorphe Funktion. Dann gilt f�ur jedes abgeshlossene Dreiek 4 � GZ�4 f(z)dz = 0:Beweis. Wir zerlegen 4 in 4 Teildreieke,
die durh die Seitenmitten von 4 gebildet werden. Dann gilt��� Z�4 f(z)dz��� = ��� Z�41 f(z)dz+ Z�42 f(z)dz+ Z�43 f(z)dz+ Z�44 f(z)dz��� � 4 maxj=1;:::;4 ��� Z�4j f(z)dz���:Das obige Maximum werde oBdA im Dreiek 41 angenommen. Wir wenden nun dasVerfahren auf 41 an und erhalten��� Z�41 f(z)dzj � 4 maxj=1;:::;4 j Z�42j f(z)dz���mit 4 Teildreieken 42j , j = 1; : : : ; 4. Iterieren wir dieses Verfahren, so erhalten wireine Folge von Dreieken (4n)n2N mit��� Z�4 f(z)dzj � 4n ��� Z�4n f(z)dz���:F�ur die Summe der Seitenl�angen giltj�4nj = 12 j�4n�1j = � � � = 12n j�4j:Da die Dreieke 4n f�ur jedes n 2 N kompakt sind, existiert ein z0 2 4 mit T1n=14n =fz0g. Ferner ist f nah Voraussetzung in z0 holomorph und somit giltf(z) = f(z0) + (z � z0)[f 0(z0) + g(z)℄



1 Der Cauhyshe Integralsatz f�ur konvexe Gebiete 15f�ur eine stetige Funktion g mit g(z0) = 0. Weiter besitzt die lineare Funktion z 7!f(z0) + (z � z0)f 0(z0) eine Stammfunktion und daher gilt nah Korollar I.3.9Z�4n f(z0) + (z � z0)f 0(z0)dz = 0:Somit erhalten wir ��� Z�4n f(z)dz��� = ��� Z�4n (z � z0)g(z)dz���� j�4nj maxz2�4n j(z � z0)jjg(z)j� j�4nj2 maxz2�4n jg(z)j:Insgesamt ergibt sih somit��� Z�4 f(z)dz�� � 4n ��� Z�4n f(z)dz��� � 4n j�4nj2 maxz2�4n jg(z)j � j�4j2 maxz2�4n jg(z)j:Da g(z0) = 0 ist, konvergiert die rehte Seite der obigen Ungleihung f�ur z ! z0 gegen0. �Es wird sih im Folgenden als n�utzlih erweisen, das obige Lemma von Goursat aufsolhe Situation zu verallgemeinern, in denen f in einem Punkt z0 2 G niht mehrholomorph ist.1.2 Satz. Es seien G � C ein Gebiet, 4 � G ein abgeshlossenes Dreiek und z0 2 4.Ist f : G! C holomorph in G n fz0g und stetig in z0, so giltZ�4 f(z)dz = 0:Beweis. Wir unterteilen den Beweis in drei F�alle.Fall 1: z0 sei ein Ekpunkt von 4.Wir zerlegen 4 wie im Bild
in 3 Teildreike 41;42;43. Nah dem Lemma von Goursat 1.1 gilt dannZ�42 f(z)dz = Z�43 f(z)dz = 0:



16 Kapitel II Holomorphe FunktionenAlso folgt j R�4 f(z)dzj = j R�41 f(z)dzj und somit��� Z�4 f(z)dz��� � j�41j maxz2�41 jf(z)j;also limz1!z0 ��� Z�41 f(z)dz��� = 0:Fall 2: z0 liege auf einer Seite von 4.Zerlegt man 4 wie im Bild
so folgt wegen der Ergebnisse aus Fall 1Z�4 f(z)dz = Z�41 f(z)dz + Z�42 f(z)dz = 0:Fall 3: z0 liege im Inneren von 4.In disem Fall zerlegen wir 4 wie im Bild
und erhalten mit den Ergebnissen aus Fall 2Z�4 f(z)dz = Z�41 f(z)dz + Z�42 f(z)dz = 0: �Verbinden wir die Aussage diesen Satzes mit dem im vorigen Abshnitt gegebenenKriterium f�ur die Existenz einer Stammfunktion, so erhalten wir folgendes Resultat.1.3 Satz. Es sei G � C ein konvexes Gebiet und f : G ! C eine stetige Funktion,welhe bis auf eventuelle Ausnahme eines Punktes auf G holomorph ist. Dann besitztf eine Stammfunktion auf G.Die folgende Aussage ist ein unmittelbare Konsequenz aus dem obigen Satz 1.3 undden Resultaten aus Abshnitt I.3.1.4 Theorem. (Cauhysher Integralsatz f�ur konvexe Gebiete). Es sei G � C einkonvexes Gebiet und f : G! C eine stetige Funktion, welhe mit eventueller Ausnahme



1 Der Cauhyshe Integralsatz f�ur konvexe Gebiete 17eines Punktes holomorph auf G ist. Dann gilt f�ur jeden geshlossenen Integrationsweg � G Z f(z)dz = 0:Beweis. Der vorherige Satz 1.3 impliziert, dass f eine Stammfunktion auf G besitzt.Nah Korollar I.3.9 vershwinden alle Integrale �uber f �uber geshlossene Integrations-wege und das Theorem ist somit shon bewiesen. �



18 Kapitel II Holomorphe Funktionen2 Die Cauhyshe IntegralformelAusgehend vom Cauhyshen Integralsatz f�ur konvexe Gebiete wenden wir uns imFolgenden einer Integraldarstellung holomorpher Funktionen zu. Diese Darstellung,die sogenannte Cauhyshe Integralformel der Formf(z) = 12�i Z�D f(�)� � zd�; z 2 D;ist f�ur den weiteren Aufbau der Funktionentheorie von fundamentaler Bedeutung. Sieimpliziert unter anderem, dass holomorphe Funktionen unendlih oft komplex di�e-renzierbar sind und dass auf ganz C holomorphe Funktionen niht beshr�ankt seink�onnen, es sei denn, sie sind konstant. Dies ist die Aussage des klassishen Satzes vonLiouville. Als Folgerung dieses Satzes geben wir anshlie�end einen einfahen Beweisdes Fundamentalsatzes der Algebra.Wir beginnen mit einem Lemma �uber die Vertaushbarkeit von Integration und Di�e-rentation.2.1 Lemma. Es sei D � C o�en,  ein Integrationsweg und f : Sp()�D ! C einestetige Funktion. Ferner sei f(�; �) f�ur jedes � 2 Sp() nah z komplex di�erenzierbarmit stetiger Ableitung fz(�; �) und F sei gegeben durh F (z) := R f(�; z)d�. Dann istF auf D holomorph und es gilt F 0(z) = Z fz(�; z)d�:Beweis. Wir erinnern an die analoge Situation aus der Analysis II, d.h. es sei D � R2o�en und f : Sp ()�D ! C eine stetige Funktion, welhe stetig partiell di�erenzierbarnah xi f�ur i = 1; 2 ist. Setzt manF (x) := Z f(�; x)d�;so ist F stetig partiell nah xi di�erenzierbar und es gilt�F�xi (x) = Z �f�xi (�; x)d�:Somit folgt die Behauptung, da ��z = 12( ��x � i ��y ) gilt. �Wir sind nun in der Lage die folgende Cauhyshe Integralformel herzuleiten und zubeweisen.



2 Die Cauhyshe Integralformel 192.2 Theorem. (Cauhyshe Integralformel).Es seien G � C ein Gebiet, f : G! C eine holomorphe Funktion und D := Br(z0) :=fz 2 C : jz � z0j < rg � G f�ur ein z0 2 G und r > 0. Dann giltf(z) = 12�i Z�D f(�)� � z d�; z 2 D:Beweis. Es sei Br+"(z0) eine konvexe Umgebung von Br(z0) derart, dass Br+"(z0) � Ggilt. F�ur z 2 D = Br(z0) betrahte auf Br+"(z0) die Funktion g de�niert durhg(�) := � f(�)�f(z)��z ; � 6= zf 0(z); � = z:Dann ist g stetig auf Br+�(z0) und auh holomorph auf Br+"(z0)nfz0g. Der CauhysheIntegralsatz f�ur konvexe Gebiete, Theorem 1.4, impliziert dann0 = Z�D g(�)d� = Z�D f(�)� f(z)� � z d� = Z�D f(�)� � zd� � f(z) Z�D 1� � zd�| {z }!=2�i :
Setzt man f�ur z 2 D, h(z) := R�D 1��zd�, so ist h auf D holomorph und es gilth0(z) = Z�D 1(� � z)2d� = 0;aufgrund von Lemma 2.1 und da die Funktion � 7! 1��z 2 eine Stammfunktion besitzt.Daher ist h auf D konstant und wir bestimmen den Wert der Konstanten nah BeispielI.3.3 a) zu h(z) = h(z0) = Z�D 1� � z0d� = 2�i:Der Satz ist somit bewiesen. �Das folgende Ergenbnis ist auf den ersten Blik ziemlih �uberrashend.2.3 Korollar. Eine auf einem Gebiet G � C holomorphe Funktion ist beliebig oftkomplex di�erenzierbar und jede ihre Ableitungen ist wiederum holomorph.Beweis. In der Cauhyshen Integralformelf(z) = 12�i Z�D f(�)� � zd�; z 2 D



20 Kapitel II Holomorphe Funktionenist der Integrand stetig nah z di�erenzierbar. Somit d�urfen wir nah Lemma 2.1 Dif-ferentation und Integration vertaushen und erhalten somitf 0(z) = 12�i Z�D f(�)(� � z)2d�; z 2 D:Das rehts stehende Integral ist als Integral einer holomorphen Funktionen wiederumeine in z holomorphe Funktion. Ferner, da jedes z 2 G in einer Kreissheibe D gew�ahltwerden kann, gilt die obige Darstellung f�ur f 0(z) f�ur alle z 2 G. Durh Iterieren desobigen Arguments erhalten wir shlie�lih die Behauptung. �Das obige Korollar 2.3 zeigt insbesondere wie stark sih reelle und komplexe Di�e-renzierbarkeit untersheiden! Aus der Analysis I wissen wir, dass die Ableitung einerdi�erenzierbaren Funktion niht einmal stetig sein muss.Di�erenzieren wir eine holomorphe Funktion f n-mal, so impliziert die CauhysheIntegralformel die folgende Darstellung f�ur die n-te Ableitung f (n) von f . Im Folgendenshreiben wir D �� G f�ur zwei o�ene Mengen D;G � C , falls D kompakt ist undD � G gilt. In diesem Fall hei�t D kompakt o�en in G.2.4 Satz. (Cauhyshe Integralformel f�ur die Ableitungen). Es sei G � C ein Gebiet,f : G! C eine holomorphe Funktion und es gelte D �� G f�ur eine o�ene KreissheibeD. Dann gilt f�ur jedes n 2 Nf (n)(z) = n!2�i Z�D f(�)(� � z)n+1d�; z 2 D:Als weitere Folgerung erhalten wir den Satz von Morera, welher in gewisser Weise eineUmkehrung des Lemmas von Goursat darstellt.2.5 Korollar. (Satz von Morera). F�ur ein Gebiet G � C und eine stetige Funktionf : G! C sind die folgenden Aussagen �aquivalent:a) R�4 f(z)dz = 0 f�ur alle abgeshlossenen Dreieke 4 in G.b) f ist holomorph auf G.Beweis. Die Aussage b))a) wurde bereits in Satz 1.1 bewiesen.a))b): Diese Aussage haben wir ebenfalls shon in Satz I.3.11 bewiesen unter derzus�atzlihen Annahme, dass G konvex sei. Falls G niht konvex ist, so besitzt jedesz 2 G jedoh eine konvexe in G enthaltene Umgebung U . Nah Satz I.3.11 besitzt fdaher eine lokale Stammfunktion, d.h. es gilt F 0 = f in U . Wir folgern aus Korollar2.3 weiter, dass f holomorph ist. �



2 Die Cauhyshe Integralformel 212.6 Korollar. Es seien D � C o�en, Br(z0) := fz 2 C : jz � z0j < rg � D f�ur einr > 0 und ein z0 2 D, sowie f : D! C eine holomorphe Funktion.Gilt ��f(z)�� �M f�ur alle z 2 D, so folgt��f (n)(z0)�� � n!rnM; n 2 N :Beweis. Die Cauhyshe Integralformel besagt, dassf (n)(z0) = n!2�i Zjz�z0j=% f(z)(z � z0)n+1dzf�ur jedes % mit 0 < % < r gilt. Daher gilt��f (n)(z0)�� � n!2� (2�%) M%n+1 = n!M%n ; 0 < % < r:F�ur %! r folgt die Behauptung. �2.7 Korollar. (Satz von Liouville).Jede beshr�ankte holomorphe Funktion auf C ist konstant.Beweis. Es gelte jf(z)j �M f�ur alle z 2 C . Dann gilt nah Korollar 2.6��f 0(z)�� � Mr f�ur alle r > 0;was jf 0(z)j = 0 f�ur alle z 2 C und somit f � onst impliziert. �Der Satz von Liouville hat viele Anwendungen in der Mathematik. Wir wollen mitseiner Hilfe hier einen einfahen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra geben.2.8 Satz. (Fundamentalsatz der Algebra).Jedes Polynom p vom Grade n � 1 �uber C besitzt genau n Nullstellen in C (mitVielfahheit gez�ahlt).Beweis. a) Wir zeigen zun�ahst, dass p mindestens eine Nullstelle besitzt. Hierzu seip(z) = anzn + an�1zn�1 + : : :+ a0mit an 6= 0 und n � 1. Wir nehmen an, dass p keine Nullstelle besitzt, d.h. dassp(z) 6= 0 f�ur alle z 2 C gilt.



22 Kapitel II Holomorphe FunktionenIn diesem Fall ist f = 1p eine auf ganz C holomorphe Funktion. Wir zeigen, dass fbeshr�ankt ist. Der Satz von Liouville impliziert dann, dass f konstant sein muss imWiderspruh zur Voraussetzung.Setzt man r := max0�k�n(2n�� akan ��), so ist r > 1. F�ur jedes z 2 C mit jzj � r und k < ngilt dann ���akan zk�n��� � r2nrk�n = rk�n+12n � 12n;und somit gilt f�ur alle z 2 C mit jzj � rjp(z)j = ���anzn(1 + n�1Xk=0 akan zk�n)��� � janjrn�1� n�1Xk=0 12n� = 12 janjrn =: M:Daher gilt jf(z)j � 1M f�ur alle z 2 C mit jzj � r. Ferner gilt jf(z)j � ~M f�ur allez 2 C mit jzj � r f�ur eine ~M � 0, da f stetig ist auf der kompakten Menge fz 2 C :jzj � r. Daher ist f auf ganz C beshr�ankt und der Satz von Liouville impliziert einenWiderspruh.b) Nah a) besitzt p mindestens eine Nullstelle �1 2 C . Somit ist p(z) = (z � �1)p1(z)f�ur alle z 2 C , wobei p1 ein Polynom vom Grade n� 1 ist. Gilt n � 1 > 0, so wendenwir wiederum a) an und erhalten iterativ n (niht notwendig vershiedene) Nullstellenvon p. �Im Folgenden betrahten wir eine Folge (fn) von holomorphen Funktionen, welhegegen eine Grenzfunktion f konvergiert und interessieren uns wie shon in der AnalysisI f�ur Eigenshaften dieser Grenzfunktion. Eine Frage in diesem Zusammenhang istnat�urlih die Frage nah der Holomorphie der Grenzfunktion.Wir erinnern zun�ahst an die Begri�e der punktweisen, gleihm�a�igen und lokal gleih-m�a�igen Konvergenz einer Funktionenfolge. Hierzu sei G � C ein Gebiet und (fn) eineFolge stetiger Funktionen auf G. Dann hei�ta) (fn) punktweise konvergent gegen f : G ! C , falls f�ur alle z 2 G und alle " > 0ein N0 2 N existiert mit jf(z)� fn(z)j � " f�ur alle n � N0.b) (fn) gleihm�a�ig auf G konvergent gegen f : G ! C , falls f�ur alle " > 0 einN0 2 N exisitiert, derart dass jfn(z) � f(z)j � " f�ur alle n � N0 und alle z 2 Ggilt.) (fn) lokal gleihm�a�ig konvergent auf G gegen f : G! C , falls f�ur jedes Kompak-tum K � G die Folge (fnjK)n2N gleihm�a�ig gegen f jK konvergiert, bzw. falls f�urjedes z0 2 G eine Umgebung U = U(z0) � G existiert, so dass (fnjU) gleihm�a�iggegen f jU konvergiert.



2 Die Cauhyshe Integralformel 232.9 Satz. (Satz von Weierstra�).Es sei (fn) eine Folge holomorpher Funktionen, welhe lokal gleihm�a�ig auf einemGebiet G � C gegen eine Funktion f konvergiert. Dann ist f holomorph und (f 0n)konvergiert lokal gleihm�a�ig gegen f 0.Wir sehen, dass anders als in der reellen Analysis sih Di�erentiation und Grenz�uber-gang vertaushen lassen!Beweis. Wir zeigen zun�ahst, dass f holomorph ist und notieren vorweg, dass f alslokal gleihm�a�iger Limes stetiger Funktionen wiederum stetig ist (vgl. Satz ?? ausAnalysis I). F�ur ein Dreiek 4 � G gilt dann aufgrund von Satz ?? aus der Analysis Iund wegen des Lemmas von Goursat, Satz 1.1,Z�� f(z)dz = Z�� limn!1 fn(z)dz AnaI= limn!1Z�� fn(z)dz Satz1:1= 0:Der Satz von Morera, Korollar 2.5, impliziert, dass f auf G holomorph ist.Es sei Br(z0) �� G ein Kreis um z0 2 G mit Radius r und " > 0. Wir wenden dieCauhyshe Integralformel f�ur z 2 Br=2(z0) := fz 2 C : jz � z0j < r2g auf die Funktionf � fn an und erhalten��f 0n(z)� f 0(z)�� = ��� 12� Zj��zj=r fn(�)� f(�)(� � z)2 d����� 12�2�r 4r2 maxj��zj=r ��fn(�)� f(�)��:W�ahlt man nun N0 2 N so gro�, dass maxj��zj=r jfn(�)� f(�)j � " r4 f�ur alle n � N0 gilt, sofolgt jf 0n(z)� f 0(z)j � " f�ur alle n � N0: �


