Il Holomorphe Funktionen

In diesem Kapitel entwickeln wir die grundlegende Theorie der holomorphen Funktio-
nen. Zentral hierfiir ist die Cauchysche Integraldarstellung fiir holomorphe Funktionen
f der Form

_ 1 [ f©)
oD

auf geeigenten Gebieten D C C. Diese Darstellung beruht ihrerseits auf dem Cauchy-
schen Integralsatz fiir konvexe Gebiete, d.h. auf der uns bereits bekannten Tatsache,
dass fAy f(2z)dz = 0 gilt fiir alle auf einem konvexen Gebiet G holomorphe Funktionen
f und einen geschlossenen Integrationsweg v in G.

Die obige Darstellung hat viele Konsequenzen: wir zeigen zunéchst, dass eine holomor-
phe Funktion beliebig oft komplex differenzierbar ist und erhalten als weitere Folgerung
den klassischen Satz von Liouville. Letzterer erlaubt es uns insbesondere einen einfa-
chen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra zu geben. Weitergehend werden wir
sehen, dass holomorphe Funktionen dadurch charakterisiert werden konnen, dass sie
lokal in Potenzreihen der Form

o

f(z) = Zan(z — z)"

n=0
entwickelbar sind. Die Koeffizienten a,, sind hierbei durch

1 n
Ay 1= Ef( ) (20)

fiir alle n € NU {0} bestimmt. Viele klassische Sitze, wie etwa der Nullstellensatz, der
Identititssatz, der Satz von der Gebietstreue sowie das Maximumsprinzip folgen aus
diesem Ansatz.

Eine Diskussion der elementaren Funktionen und ihrer Umkehrfunktionen (Exponen-
tialfunktion, Logarithmus, Potenz, Wurzel) beschliefit dieses Kapitel.

1 Der Cauchysche Integralsatz fiir konvexe Gebiete

Der Cauchysche Integralsatz, welcher grob gesprochen besagt, dass das Integral einer
holomorphen Funktion iiber einen geschlossenen Integrationsweg verschwindet, ist von

13



14 Kapitel II Holomorphe Funktionen

grundlegender Bedeteung fiir die Funktionentheorie. Unser Zugang zu diesem Theorem
beruht auf dem sogenannten Lemma von Goursat und Resultaten iiber Stammfunktio-
nen holomorpher Funktionen aus dem vorherigen Abschnitt.

Wir beginnen mit dem Lemma von Goursat.

1.1 Satz. (Lemma von Goursat). Es sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine
holomorphe Funktion. Dann gilt fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C G

[ fraz =

Beweis. Wir zerlegen A in 4 Teildreiecke,

die durch die Seitenmitten von A gebildet werden. Dann gilt

0N 2N 0A3 0Ny

Das obige Maximum werde oBdA im Dreieck /A; angenommen. Wir wenden nun das
Verfahren auf AA; an und erhalten

.....

mit 4 Teildreiecken A?, j = 1,...,4. Tterieren wir dieses Verfahren, so erhalten wir
eine Folge von Dreiecken (A,),en mlt
/ f(z dz

‘/f Ydz| < 4"

Fiir die Summe der Seitenlingen gilt

1 1
‘aAn‘ - 5‘6An—1‘ - = 2_n‘aA|

Da die Dreiecke A, fiir jedes n € N kompakt sind, existiert ein zyp € A mit ()2, A, =
{z0}. Ferner ist f nach Voraussetzung in z, holomorph und somit gilt

f(z) = f(z0) + (2 = 20) [ (20) + 9(2)]
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fir eine stetige Funktion g mit g(z9) = 0. Weiter besitzt die lineare Funktion z —

f(20) + (2 — 20) f'(20) eine Stammfunktion und daher gilt nach Korollar 1.3.9

o f(20) + (2 — 20) f'(20)dz = 0.

Somit erhalten wir

‘/f(z)dz = /(Z—Zo)g(z)dz

< —
< (04 max [z = 20)llg(2)

A E :
944" max |g(2)]

Insgesamt ergibt sich somit

/f(z)dz <4" /f(z)dz

10YAN"

Z2EON\p

<4704, max |g(2)] < 10A[ max [g(2)].

Da g(z9) = 0 ist, konvergiert die rechte Seite der obigen Ungleichung fiir z — 2, gegen

0.

OJ

Es wird sich im Folgenden als niitzlich erweisen, das obige Lemma von Goursat auf
solche Situation zu verallgemeinern, in denen f in einem Punkt z; € G nicht mehr

holomorph ist.

1.2 Satz. Es seien G C C ein Gebiet, A C G ein abgeschlossenes Dreieck und zy € A,

Ist f: G — C holomorph in G\ {2} und stetig in zy, so gilt
/f(z)dz = 0.
AA

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in drei Fille.
Fall 1: zg sei ein Eckpunkt von A.
Wir zerlegen A wie im Bild

in 3 Teildreicke Ay, Ag, A3. Nach dem Lemma von Goursat 1.1 gilt dann

f(z)dz = f(z)dz =0.
GV o3
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Also folgt | [, f(2)dz| = | [, 5, f(2)dz| und somit

[ FE)| < o] max 1)

also

f(z)dz| = 0.

0N

lim
Z1—20

Fall 2: zy liege auf einer Seite von A.
Zerlegt man A wie im Bild

so folgt wegen der Ergebnisse aus Fall 1
f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz = 0.
N GZiN] GZAY

Fall 3: zy liege im Inneren von A.
In disem Fall zerlegen wir A wie im Bild

und erhalten mit den Ergebnissen aus Fall 2
f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz = 0.
N GZAN] GZAY

O

Verbinden wir die Aussage diesen Satzes mit dem im vorigen Abschnitt gegebenen
Kriterium fiir die Existenz einer Stammfunktion, so erhalten wir folgendes Resultat.

1.3 Satz. Es set G C C ein konvexes Gebiet und f : G — C eine stetige Funktion,
welche bis auf eventuelle Ausnahme eines Punktes auf G holomorph ist. Dann besitzt
f eine Stammfunktion auf G.

Die folgende Aussage ist ein unmittelbare Konsequenz aus dem obigen Satz 1.3 und
den Resultaten aus Abschnitt 1.3.

1.4 Theorem. (Cauchyscher Integralsatz fiir konvexe Gebiete). Es sei G C C ein
konvexes Gebiet und f : G — C eine stetige Funktion, welche mit eventueller Ausnahme
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eines Punktes holomorph auf G ist. Dann gilt fir jeden geschlossenen Integrationsweq
yCG
/f(z)dz = 0.
v

Beweis. Der vorherige Satz 1.3 impliziert, dass f eine Stammfunktion auf G besitzt.
Nach Korollar 1.3.9 verschwinden alle Integrale iiber f iiber geschlossene Integrations-

wege und das Theorem ist somit schon bewiesen.
O
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2 Die Cauchysche Integralformel

Ausgehend vom Cauchyschen Integralsatz fiir konvexe Gebiete wenden wir uns im
Folgenden einer Integraldarstellung holomorpher Funktionen zu. Diese Darstellung,
die sogenannte Cauchysche Integralformel der Form

R
ﬂa—zg/gjyazea
oD

ist fiir den weiteren Aufbau der Funktionentheorie von fundamentaler Bedeutung. Sie
impliziert unter anderem, dass holomorphe Funktionen unendlich oft komplex diffe-
renzierbar sind und dass auf ganz C holomorphe Funktionen nicht beschrinkt sein
konnen, es sei denn, sie sind konstant. Dies ist die Aussage des klassischen Satzes von
Liouville. Als Folgerung dieses Satzes geben wir anschlieffend einen einfachen Beweis
des Fundamentalsatzes der Algebra.

Wir beginnen mit einem Lemma {iber die Vertauschbarkeit von Integration und Diffe-
rentation.

2.1 Lemma. FEs sei D C C offen, v ein Integrationsweg und f: Sp(vy) x D — C eine
stetige Funktion. Ferner sei f(&,-) fir jedes & € Sp(vy) nach z komplez differenzierbar
mit stetiger Ableitung f,(€,-) und F sei gegeben durch F(z) := fv f(&, 2)dE. Dann ist
F auf D holomorph und es gilt

F@=/ﬁ@d%

Beweis. Wir erinnern an die analoge Situation aus der Analysis II, d.h. es sei D C R?
offen und f : Sp (7) x D — C eine stetige Funktion, welche stetig partiell differenzierbar
nach x; fiir i = 1, 2 ist. Setzt man

Fuwzjfﬁwma

so ist F' stetig partiell nach z; differenzierbar und es gilt

OF [ 0f
5@ = [ Gt ne

Somit folgt die Behauptung, da % = %(a% - z'a%) gilt.

O

Wir sind nun in der Lage die folgende Cauchysche Integralformel herzuleiten und zu
beweisen.
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2.2 Theorem. (Cauchysche Integralformel).
Es seien G C C ein Gebiet, f : G — C eine holomorphe Funktion und D := B,(z) :=
{z€C:|z—2|<r}CG firein zg € G und r > 0. Dann gilt

N e D.
2t ) £ — 2z
D

Beweis. Es sei B,.(29) eine konvexe Umgebung von B,(zq) derart, dass B, .(29) C G
gilt. Fiir z € D = B,(zy) betrachte auf B,,.(z) die Funktion g definiert durch

f&)—f(z)
(9-16) ¢ 4,
= §—2
9(¢) {fu» -

Dann ist g stetig auf B, .(zy) und auch holomorph auf B, .(z)\ {20}. Der Cauchysche
Integralsatz fiir konvexe Gebiete, Theorem 1.4, impliziert dann

/ Ot = /7‘5— = /5 =) [ e
oD

é?m‘
Setzt man fiir z € D, h(z faD glzdf, so ist A auf D holomorph und es gilt

! _ 1 _
h“”‘AD@—zﬂﬁ‘”’

aufgrund von Lemma 2.1 und da die Funktion £ — %22 eine Stammfunktion besitzt.
Daher ist h auf D konstant und wir bestimmen den Wert der Konstanten nach Beispiel

[.3.3 a) zu

h(2) = h(zy) = /w 5 e —dg = 2mi.

Der Satz ist somit bewiesen.

Das folgende Ergenbnis ist auf den ersten Blick ziemlich iiberraschend.

2.3 Korollar. Eine auf einem Gebiet G C C holomorphe Funktion ist beliebig oft
komplez differenzierbar und jede ihre Ableitungen ist wiederum holomorph.

Beweis. In der Cauchyschen Integralformel

= — eD
2 | £€— 2
oD
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ist der Integrand stetig nach z differenzierbar. Somit diirfen wir nach Lemma 2.1 Dif-
ferentation und Integration vertauschen und erhalten somit

f'(z) = %/{w (gf_(fi)gdg, z€D.

Das rechts stehende Integral ist als Integral einer holomorphen Funktionen wiederum
eine in z holomorphe Funktion. Ferner, da jedes z € GG in einer Kreisscheibe D gewé&hlt

werden kann, gilt die obige Darstellung fiir f'(z) fiir alle 2 € G. Durch Iterieren des
obigen Arguments erhalten wir schlieflich die Behauptung.

O

Das obige Korollar 2.3 zeigt insbesondere wie stark sich reelle und komplexe Diffe-
renzierbarkeit unterscheiden! Aus der Analysis I wissen wir, dass die Ableitung einer
differenzierbaren Funktion nicht einmal stetig sein muss.

Differenzieren wir eine holomorphe Funktion f n-mal, so impliziert die Cauchysche
Integralformel die folgende Darstellung fiir die n-te Ableitung f™ von f. Im Folgenden
schreiben wir D CC G fiir zwei offene Mengen D,G C C, falls D kompakt ist und
D C G gilt. In diesem Fall heiit D kompakt offen in G.

2.4 Satz. (Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen). Es sei G C C ein Gebiet,
f G — C eine holomorphe Funktion und es gelte D CC G fiir eine offene Kreisscheibe
D. Dann gilt fir jedes n € N

|
f(z) = %/7@ f(f))n+ld5, 2eD.
oD

Als weitere Folgerung erhalten wir den Satz von Morera, welcher in gewisser Weise eine
Umkehrung des Lemmas von Goursat darstellt.

2.5 Korollar. (Satz von Morera). Fir ein Gebiet G C C und eine stetige Funktion
f:G — C sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) [,x f(2)dz =0 fiir alle abgeschlossenen Dreiecke A in G.
b) f ist holomorph auf G.

Beweis. Die Aussage b)=-a) wurde bereits in Satz 1.1 bewiesen.
a)=b): Diese Aussage haben wir ebenfalls schon in Satz 1.3.11 bewiesen unter der
zusitzlichen Annahme, dass G konvex sei. Falls G nicht konvex ist, so besitzt jedes
2z € G jedoch eine konvexe in G enthaltene Umgebung U. Nach Satz 1.3.11 besitzt f
daher eine lokale Stammfunktion, d.h. es gilt F' = f in U. Wir folgern aus Korollar
2.3 weiter, dass f holomorph ist.

O
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2.6 Korollar. Es seien D C C offen, B,(20) == {2z € C: |z — 2| < r} C D fiir ein

r >0 und ein zg € D, sowie f: D — C eine holomorphe Funktion.
Gilt ‘f(z)‘ < M fiir alle z € D, so folgt

™ (20)] < :f—'M neN.

Beweis. Die Cauchysche Integralformel besagt, dass

f(")(zo)Zi!. / (Ldz

s — 20)n+1
|z—20|=0

fiir jedes p mit 0 < p < r gilt. Daher gilt

n! M n!M

(n) n _
()| < 27r(27r9)gn+1 =~ 0<e<r

Fiir p — r folgt die Behauptung.

2.7 Korollar. (Satz von Liouville).
Jede beschrinkte holomorphe Funktion auf C ist konstant.

Beweis. Es gelte | f(z)| < M fiir alle 2 € C. Dann gilt nach Korollar 2.6

f'(2)] < M

— fiir alle r > 0,
r

was |f'(z)| = 0 fiir alle z € C und somit f = const impliziert.

OJ

Der Satz von Liouville hat viele Anwendungen in der Mathematik. Wir wollen mit

seiner Hilfe hier einen einfachen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra geben.

2.8 Satz. (Fundamentalsatz der Algebra).

Jedes Polynom p vom Grade n > 1 dber C besitzt genau n Nullstellen in C (mit

Vielfachheit gezihlt).

Beweis. a) Wir zeigen zunéchst, dass p mindestens eine Nullstelle besitzt. Hierzu sei

p(2) = ap2" + ap_1 2" P+ ag

mit a, # 0 und n > 1. Wir nehmen an, dass p keine Nullstelle besitzt, d.h. dass

p(z) # 0 fiir alle z € C gilt.
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In diesem Fall ist f = 1 eine auf ganz C holomorphe Funktion. Wir zeigen, dass f
beschriankt ist. Der Satz von Liouville impliziert dann, dass f konstant sein muss im
Widerspruch zur Voraussetzung.
Setzt man r := maxogkgn@n‘;l—:

), soist r > 1. Fiir jedes z € C mit |z| > rund k£ <n

gilt dann
G h=n| < T ph-n _ e < i,
an - 2n 2n T 2n
und somit gilt fiir alle z € C mit |z| > r
n—1 a n—1 1 1
p(2)] = |anz"(1+ > L2F )| > |an|r"(1 =Y —) ==|ay|r" = M.
k=0 " k=0 2n 2

Daher gilt |f(2)] < + fiir alle z € C mit |z| > r. Ferner gilt [f(2)| < M fiir alle
z € C mit |z| < r fiir eine M > 0, da f stetig ist auf der kompakten Menge {z € C :
|z| < r. Daher ist f auf ganz C beschrénkt und der Satz von Liouville impliziert einen
Widerspruch.

b) Nach a) besitzt p mindestens eine Nullstelle A; € C. Somit ist p(z) = (z — A1)p1(2)
fiir alle z € C, wobei p; ein Polynom vom Grade n — 1 ist. Gilt n — 1 > 0, so wenden
wir wiederum a) an und erhalten iterativ n (nicht notwendig verschiedene) Nullstellen
von p.

O

Im Folgenden betrachten wir eine Folge (f,) von holomorphen Funktionen, welche
gegen eine Grenzfunktion f konvergiert und interessieren uns wie schon in der Analysis
I fiir Eigenschaften dieser Grenzfunktion. Eine Frage in diesem Zusammenhang ist
natiirlich die Frage nach der Holomorphie der Grenzfunktion.

Wir erinnern zunéchst an die Begriffe der punktweisen, gleichméfiigen und lokal gleich-
méBigen Konvergenz einer Funktionenfolge. Hierzu sei G C C ein Gebiet und (f,) eine
Folge stetiger Funktionen auf G'. Dann heif3t

a) (fn) punktweise konvergent gegen f : G — C, falls fiir alle 2 € G und alle € > 0
ein Ny € N existiert mit |f(z) — f,(2)] < ¢ fiir alle n > Ny.

b) (fn) gleichmdfig auf G konvergent gegen f : G — C, falls fiir alle ¢ > 0 ein
Ny € N exisitiert, derart dass |f,(z) — f(2)| < e fiir alle n > Ny und alle z € G
gilt.

¢) (fn) lokal gleichmdfig konvergent auf G gegen f : G — C, falls fiir jedes Kompak-
tum K C G die Folge (f,|k)nen gleichméBig gegen f|x konvergiert, bzw. falls fiir
jedes 2y € G eine Umgebung U = U(zp) C G existiert, so dass (f,|r) gleichmiBig
gegen f| konvergiert.
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2.9 Satz. (Satz von Weierstra8).

Es sei (fn) eine Folge holomorpher Funktionen, welche lokal gleichmdfig auf einem
Gebiet G C C gegen eine Funktion f konvergiert. Dann ist f holomorph und (f))
konvergiert lokal gleichmdfig gegen f'.

Wir sehen, dass anders als in der reellen Analysis sich Differentiation und Grenziiber-
gang vertauschen lassen!

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass f holomorph ist und notieren vorweg, dass f als
lokal gleichméBiger Limes stetiger Funktionen wiederum stetig ist (vgl. Satz ?7 aus
Analysis I). Fiir ein Dreieck A C G gilt dann aufgrund von Satz 77 aus der Analysis I
und wegen des Lemmas von Goursat, Satz 1.1,

f( )dz—/ hm fn(2)dz Anal . n% /fn gs Szl

0A

Der Satz von Morera, Korollar 2.5, impliziert, dass f auf G holomorph ist.

Es sei B,(z) CC G ein Kreis um zg € G mit Radius r und ¢ > 0. Wir wenden die
Cauchysche Integralformel fiir z € B, 2(2)) := {2z € C: |z — %] < §} auf die Funktion
f — f. an und erhalten

R T =
1

4
< %27”“7“_2 6mza‘nx ‘fn - f)‘

Wiéhlt man nun Ny € N so grof}, dass ‘ma‘n}_c | fa(&) — f(&)] < g7 fiir alle n > Nj gilt, so
folgt
1f1(2) — f'(2)] < e fiir alle n > N.

n



