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| Komplexwertige Funktionen

Historisch gesehen fiihrte das Studium algebraischer Gleichungen zur Erweiterung des
reellen Zahlenkorpers R zum Korper der komplexen Zahlen C. Elementare Eigen-
schaften komplexer Zahlen sowie Konvergenzeigenschaften von Potenzreihen der Form
Yoo 02", z € C, haben wir bereits in Analysis I behandelt.

In diesem Kapitel untersuchen wir allgemeiner Funktionen einer komplexen Variablen
und beschiftigen uns insbesondere mit dem Begriff der komplexen Differenzierbarkeit
oder mit anderen Worten ausgedriickt, mit holomorphen Funktionen.

1 Komplexe Differenzierbarkeit

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einer Erinnerung an die komplexen Zahlen, welche
wir schon in Analysis I eingefiihrt hatten. Dort hatten wir gesehen, dass eine komplexe
Zahl z € C als z = Rez + ilm z geschrieben werden kann. Hierbei waren Rez der
Realteil, Im z der Imaginérteil einer komplexen Zahl z und ¢ die imaginédre Einheit
definiert als die Losung der Gleichung 22 + 1 = 0. Ferner definierten wir zZ := Rez —
1Im 2.

Fiir zwei komplexe Zahlen z, w € C gelten dann die folgenden Beziehungen:

e Re(z+w)=Rez+Rew, Im(z+w)=Imz+Imw

e 2t+tw=7zZ+w
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|z +w| < |z| + |w]

Die folgende Definition der komplexen Differenzierbarkeit ist von grundlegender Be-
deutung.
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1.1 Definition. (Komplexe Differenzierbarkeit).

Es sei D C C offen, a € D und f : D — C eine Funktion. Dann heift f komplex
differenzierbar (oder auch C-differenzierbar) in a € D, falls fiir alle Folgen (z,) C
D\ {a} mit lim,_, 2, = a der Grenzwert

o () = £
n—»00 Zn — G
existiert. In diesem Fall heifit
of . f(z) = f(a)
! = — frd
f'(a) = az(a) lim po—

die Ableitung von f in a.

Die komplexe Differenzierbarkeit einer Funktion ldsst sich leicht, wie im folgenden
Lemma dargelegt, charakterisieren.

1.2 Lemma. FEs sei D C C offen, a € D und f : D — C eine Funktion. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

a) f ist komplex differenzierbar in a.

b) Es existiert eine in a stetige Funktion A : D — C mit

f(z)=f(a)+A(2)(z —a), z€D.

Beweis. a) = b) : Setzen wir

@@, 4,
A(Z) = { fl(zC;)a ’ VA i a,’

so ist A wohldefiniert und stetig in a. Der Beweis der umgekehrten Richtung verlduft

analog.
d

1.3 Beispiele. a) Ist D =C und f =id, so ist f komplex differenzierbar.
b) Die Funktion f : C — C, z + 2? ist in jedem a € C komplex differenzierbar, denn
es gilt fiir jede Folge (z,) C C\{a} mit z, = a

2 _ 2
Zn—a

f'(a) = lim = lim (2, + a) = 2a.

n—o0o 2z, — a n—00

Also ist f'(z) = 2z fiir alle z € C.
c¢) Die Funktion f : C — C, z +— Z ist in keinem Punkt a € C komplex differenzierbar.
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Um dies einzusehen, wéhlen wir fiir a € C und n € N die Folge (z,)nen = (a + %)HGN.
Dann gilt
f(zn) B f(a) a+

lim =
n—00 Zn — Q

SIS =
Il
—_

wihlen wir hingegen 2, = a + z% fiir alle n € N, so erhalten wir
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o FCn) = fla) _ -
n—»00 Zn — a

~.
S |=|S |-
Il
I
[a—y

Da a € C beliebig war, ist nach Definition f an keiner Stelle komplex differenzierbar.

1.4 Lemma. (Rechenregeln). Es seien D C C offen, c€ Cund f,g: D — Cina € D
komplex differenzierbare Funktionen. Dann gilt:

a) (f + g) ist komplex differenzierbar in a und es gilt (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
b) cf ist komplex differenzierbar in a und es gilt (cf)'(a) = cf'(a).

c) (fg) ist komplex differenzierbar in a und es gilt (fg)'(a) = f'(a)g(a)+ f(a)g'(a).
d) Gilt g(a) # 0, so ist 5 in a komplex differenzierbar und es gilt

(£ ) @) — /@9(@) ~ f(@) ()

g

e) Ist U C C offen, f(D) CU und h : U — C komplez differenzierbar in b = f(a),
so ist die Komposition ho f : D — C in a komplex differenzierbar und es gilt

(ho f)(a) =M (b)f'(a).

Der Beweis verlduft analog zur reellen Situation in Analysis I und wird dem Leser als
Ubungsaufgabe iiberlassen.

Die folgende Definition ist von zentraler Bedeutung fiir die gesamte Vorlesung.

1.5 Definition. (Holomorphe Funktionen).

Es sei D C C offen. Eine Funktion f : D — C heifit holomorph auf D, falls f in jedem
Punkt a € D komplex differenzierbar ist. Die Menge aller holomorphen Funktionen
f: D — C wird mit #(D) bezeichnet, d.h. es gilt #(D) := {f : D — C holomorph}.
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1.6 Beispiele. a) Jedes Polynom p, d.h. jede Funktion der Form p : C — C, p(2) =
S, an2" ist holomorph auf C mit

N
= g na, 2" L.
n=1

b) Die komplexe exp-Funktion exp : C — C, z — €7 ist holomorph auf C und es gilt
exp’(a) = exp(a), a€C.

Um dies zu beweisen, sei (z,) C C\{a} eine Folge mit lim,_,, 2, = a. Dann gilt

efr—et et -1 1 j-1
m—a _ ° a—a _ejz:;ﬂ(z" 2
(o0 —a)”
= ea(l—l-(zn— a)y )"1“’@“,
: J!
J=2

da > (Z"_J%'f)r2 < oo, falls |z, —a| < 1 gilt. Daher ist die exp-Funktion komplex
j=2
differenzierbar und es gilt exp’(a) = e* fiir alle a € C.
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2 Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Es sei D C C eine offene Menge und f : D — C eine Funktion, welche wir in Termen
ihres Real- bzw. Imaginérteil als
f=u+w

ausdriicken. Es ist nun ganz natiirlich zu fragen, was die Bedingung der komplexen
Differenzierbarkeit fiir die Terme u und v bedeutet? Hierzu erinnern wir zunéchst an
den Begriff der reellen Differenzierbarkeit einer Funktion g aus der Analysis II. Eine
Funktion g : D — R heifit reell differenzierbar in zy = xo + 1yg € D, falls in 2z, stetige
Funktionen Aq, Ay : D — R existieren, fiir welche

9(2) = 9(20) + (z — 20) A1(2) + (y — %) A2(2), 2z €D

gilt. Die Werte Ay (2q) := g2(20) = g—g(zo) und Ay(zo) := gy(20) = g—g(zo) heiflen partielle
Ableitungen von g nach x bzw. y im Punkte z.

Eine komplexwertige Funktion f = u + i : D — C heif}t reell differenzierbar, wenn
dies fiir v und v gilt. Ubertriigt man die Definition der reellen Differenzierbarkeit auf

eine komplexwertige Funktion f so erhalten wir die folgende Definition.

2.1 Definition. (Reelle Differenzierbarkeit). Eine Funktion f : D — C heifit reell
differenzierbar in zy = xo + 1yo € D, falls in z stetige Funktionen A, Ay : D — C
existieren, fiir welche

f(2) = f(20) + (& = 20) A1 (2) + (y — %) A2(2), 2z €D,

gilt. Die Werte Aq(zy) = fi(20) = %(Zo) und As(z29) = fy(20) = g—;(zo) heiflen
partielle Ableitungen von f nach x bzw. y. Wir setzen ferner:

of 1 :
_82 (ZO) = fz('ZO) : E(fw(ZO) - 'lfy(ZO)),
of ) _ 1 ;
E(zo) = fz(20) :== E(fx(zo) + 1fy(20))-

Der folgende Satz beschreibt den Zusammenhang zwischen reeller und komplexer Dif-
ferenzierbarkeit.

2.2 Satz. Fiir eine Funktion f = u+ v : D — C und 2y € D sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

a) f ist komplex differenzierbar in z.

b) f ist reell differenzierbar und es gilt 2L(z) = 0.
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c) f ist reell differenzierbar und es gilt %(zo) = —i%(zo).

d) u,v sind reell differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differenti-
algleichungen

Beweis. b) < ¢): klar nach Definition
a) = c): Nach Voraussetzung ist f komplex differenzierbar, d.h. es gilt

f(x) = f(20) + A20) (2 — 20) = f(20) + A(2)(z — 20) +iA(2)(y — o)

mit einer in zy stetigen Funktion A. Daher ist f reell differenzierbar und es gilt f,(z) =
A(zp) sowie fy(z0) = iA(zp). Somit folgt frz(z0) = —ify(20)-

¢) & d): Es sei f, = uy + v, und f, = u, + tv,. Die Voraussetzung f, = —if,
impliziert, dass u, + v, = v, — iu, und somit u, = v, bzw. u, = —v, gilt. Die
umgekehrte Implikation beweist man analog.

b) = a): Nach Voraussetzung ist f reell differenzierbar, d.h. es gilt

f(2) = f(20) + A1(2)(z — m0) + A2(2)(y — %o)

fiir in z stetige Funktionen A; und Ay mit Aq(2) +3A2(29) = 0. Schreibt man z —xzy =
%(z — 29+ Z — Zy) sowie y —yo = —5(2 — 20 + Z — %), so ergibt sich

F(2) = Fle0) + (2 = 20) 5 (A1(2) = () + (2 = 73 (Aa(2) + iBra(2).

Definiert man weiter

2220 L (A (2) +i09(2)) 2 # 20,
9(z) = 0 sonst
so ist g stetig in 29, da |Z=22| = 1 und A;(2p) + 7A2(2) = 0 nach Voraussetzung.

SchlieBlich setzen wir
1 .
A(z) = 5 (Ai(2) = ia(2)) +9(2),
und sehen, dass A in z, stetig ist und dass

f(2) = f(z0) + A(2) (2 = 20)

gilt.



