Einfiihrung in die Algebra
1. Ubung

Losungsvorschlag

Gruppeniibung

G1 (Gruppen und Untergruppen)
Welche der folgenden Mengen sind Untergruppen der allgemeinen linearen Gruppe GLs (R)?

1 b a b .
H = {(0 1>|beR}, Hg_{(o 1>|a€R,beR},

Hy = {(i Z)GGLQ(R)\a,b,c,deZ},

Hy = {Ac€GLy(R)|detA> 0}, Hs; = {Ac GLy(R) | tr A =0},
(1) <(1) bf)((l) bf)z(é bﬁbQ),:»ng(R,+).

2 (51) (s L)em

o (558) =25 1)em

(4) det (A7) = (det A)™" > 0, det (AB) = det (A) det (B) > 0

(5) <(1) _01><_01 (1)>:<—01 _01>hatSpur—2.

G2 (Monoid, Modul, Algebra)

Wir betrachten die Menge M aller Abbildungen ¢ : R — R erst als Monoid, dann als
R-Modul und schliefflich als R-Algebra.

(a) Welche Verkniipfungen auf M miissen dazu betrachtet werden?

(b) Was ist jeweils das Erzeugnis der Abbildung id : z +— z ?

(a) Monoid: Addition (M,+), Komposition (M, o), punktweise Multiplikation (M, -); R-
Modul: Addition (M, +, (R, +,-)); R-Algebra: (M, +,0) oder (M, +,-)

Struktur (1d)
(M, +) {id, 2id, 3id, ...}
(M, o) {id}
(b) (M,-) {z,2% 23,...} (enthélt nicht die 1)
(M, +, (R, +,-)) R - id
(M, +,0) R-id

(M, +,") R [a;, z2,x3, .. ] (als Polynomfunktionen)

G 3 (Erzeugende und Relationen)

(a) Die Gruppe G werde von zwei Elementen a,b € G erzeugt, welche die folgenden Glei-
chungen erfiillen: a* = b*> = 1 und ab = ba3. Zeigen Sie, dass sich jedes Element von G
schreiben lisst in der Form a'%/ mit i € {0,1,2,3} und j € {0,1}. Wieviele Elemente
hat G mindestens, wieviele hochstens?
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(b) Es ist zu zeigen, dass die Matrizen

0 —1 1 0
a—<1 0 > und b—<0 _1>
die Relationen aus (a) erfiillen. Wieviele Elemente hat die von ihnen erzeugte Unter-
gruppe Dy := (a,b) C GLy (R)? Welche geometrische Bedeutung hat dieses Ergebnis?

(a) Wir zeigen zuniichst, dass ba = baa*a* = ba’a®a* = aba’a* = aba®a® = aaba® = a3b.
Damit lédsst sich jeder Ausdruck in die angegeben Reihenfolge umordnen. Die Bedin-
gungen an ¢ und j sind klar nach Vorr.; héchstens 8, mindestens 1.

(b) #D4 = 8; Die Diedergruppe ist die Isometriegruppe des Quadrats. a entspricht einer

_ T ein®
Drehung um 90° nach rechts < (1) 01 > = ( €053 8“12 > und b einer Spiegelung.

s T
SZ’I’L2 0052

G4 (Relativistische Addition von Geschwindigkeiten)

Sei (—1,1) das offene Intervall zwischen —1 und 1. Wir definieren eine Abbildung * : (—1,1) x

(=1,1) — (—1,1) durch r * s = {J:fs fiir r;s € (—1,1) unter Benutzung der Addition und

Multiplikation in R. Ist ((—1,1),%*,0) eine Gruppe?

Ja. Das neutrale Element ist die 0, Inverses zu s ist —s. Assoziativitit ist auch schnell gezeigt.
Wir miissen nun noch zeigen, dass der Quotient betragsméfig immer < 1 ist: —1 < {iﬁs <1
g.d.w.

—(14+rs)<r+s<l4+rs & —(r+1)(s+1)<0<(r—1)(s—1),

was offensichtlich ist.
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Hausiibung

H1 (Erzeuger der speziellen linearen Gruppe)

Sei k ein Korper. Zeige, dass die Gruppe SL, (k) der n x n-Matrizen mit Determinante 1
von den elementaren Scherungsmatrizen E + rE;; (i # j) erzeugt wird. Dabei ist E;; die
Matrix mit 1 an der Position (¢, 7) und 0 sonst.

Hinweis: Stellen Sie zuerst folgende Matrizen als Produkte von Scherungsmatrizen dar:

0 -1 r 0
1 0 ) 0 r!

und benutzen Sie den Gauf-Algorithmus.

(1) 0 =t _ (10 L L0 ; damit haben wir fiir r = 1 h
0 ={, 1 0 1 . 1 )ida aben wir fiir r = 1 auc

(50 )ma (05 )=(0 ) (570 )

(2) Die Multipliktionen einer Matrix in GL,, (k) mit den Matrizen E + rE;; (von links),

1 0
0 1
E—I-Eij-i-Eji—Eii—Ejj:
1 0
0 1
und
1 0
1
E—F(T—I)Eii: r
1
0 1

entsprechen den elementaren Zeilenumformungen “Addition des Vielfachen der j-ten
Zeile zur i-ten“, “Vertauschen der j-ten Zeile mit der i-ten“ und “Multiplikation der i-
ten Zeile mit einem Skalar®. Durch suksessive Anwendung dieser Operationen lédsst sich
gemiB dem Gauf-Algorithmus jede Matrix in Eins-Dreiecks-Gestalt bringen und weiter
in E iiberfiihren. Analog zu (1) zeigt man, dass sich die Matrizen E+E;;— Ej;— Eyj;— Ej;
und E + (r —1) E;; + (7'_1 - 1) Ej; aus den elementaren Scherungsmatrizen erzeugen
lassen. Jede Matrix in SL, (k) ldsst sich durch suksessive Multiplikation mit Matrizen
vom Typ E+ E;j — Ej; — E;; — Ej; und E+ rE;; in Diagonalgestalt bringen und dann
durch Multiplikation mit Matrizen E+ (r — 1) E;+ (r~' — 1) Ej; in die Einheitsmatrix
FE iiberfiihren, wobei die Determinante offensichtlich erhalten bleibt. q.e.d.

H2 (Kleine Gruppen und Kérper)

e Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle Gruppen mit genau drei bzw. vier Elementen.
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e Bestimmen Sie einen Korper mit vier Elementen. (Hinweis: Es gibt kein Element der
Ordnung vier.)

o Zusatz: Zeigen Sie, dass es keinen weiteren Korper mit genau vier Elementen gibt.

e Die zyklische Gruppe der Ordnung 3, C:

o oo
® o oo

e
e
a
b

o O

Die zyklische Gruppe der Ordnung 4, Cy:

QO T o

O T O
o O T |
® o o To
TT® O OO0

und die kleinsche Vierergruppe Dy = Cy x Cs:

o T D o

o T 0|0
T O oD
®» o o T T
® ®» TOO

e Wir miissen nur auf C3 eine Addition definieren und ein additives Neutralelement
ergédnzen. Die Addition ist gegeben durch

+10 1 a b
00 1 a b
111 0 b a
ala b 0 1
b|b a 1 0

e Nehmen wir an, C3 U {0} wire bzgl. der Addition isomorph zu Cjy:

b

+
0
1
a
b

T = QOO
ST O =~
—~ o T Do

b
0
1
a

Dann wiirde gelten: b+ 1 = 0 und somit 0 = b(b + 1) = a + b, Widerspruch.

H3 (Einheiten in Monoiden)
Sei M ein endlicher Monoid.

(a) Besitzt jedes Element a € M, das ein Linksinverses hat (fiir das also ein b € M existiert
mit ba = 1) auch ein Rechtsinverses?

(b) Sei a € M ein Element, das ein Links- und ein Rechtsinverses besitzt. Zeigen Sie, dass
es genau ein b € M mit ab =1 = ba gibt.
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(c) Zeigen Sie, dass die Menge aller a € M, die Links- und Rechtsinverses besitzen, ein
Untermonoid und eine Gruppe ist.

(d) Zusatz: Geben Sie ein Beispiel eines Monoids M, in dem fiir a € M ein Linksinverses
jedoch kein Rechtsinverses existiert.

(a) Sei #M = n. Der Fall n = 1 ist trivial. Sei also n > 1. Dann kénnen wir a,b € M,
jeweils nichttrivial, so wahlen, dass ba = 1. Nehmen wir an, a habe kein Rechtsinverses,
also ac # 1 fiir alle c € M. Das sind n Ausdriicke der Form ac;, die jeweils einen der n—1
Werte aus M\ {1} annehmen. Also kommt ein Wert mindestens zweimal vor (Dirichlet’s
Schubfachprinzip). Damit existieren ¢y # co mit ac; = acy = ¢1 = bacy = bacy = ca,
Widerspruch.

(b) Seien a € M und b,c € M (Existenz nach Vorraussetzung), sodass ab = 1 = ca. Dann
istc=c-1=c(ab) = (ca)b=1-b=h.

(c) Es geniigt zu zeigen, dass die Verkniipfung wohldefiniert ist: Seien a,b € M und
a~l,b=! € M die (nach (b) eindeutigen) Inversen. Dann ist 1 = b~'a"tab = g (ab)
und damit das Inverse zu ab (eindeutig wg. (b)) durch g = b~'a~"' gegeben.

(d) Seia = Sg der Rechts-Shift-Operator auf einem Folgenraum. Sg (a1, az,...) = (0,a1, a9, ...

und b = S, der entsprechende Links-Shift-Operator. Dann gilt ba = id # ab. Allgemein
gilt: Ein Operator auf einem linearen hat genau dann keine rechtsinverse Abbildung,
wenn er nicht surjektiv ist (siehe z.B. Heuser, Funktionalanalysis).

H4 (Endlich erzeugte Moduln)

Sei k ein Korper, A € k™*". Mit k [A] bezeichnen wir die von A erzeugte k-Unteralgebra von
k™", Sei m minimal, sodass es 7; € k gibt mit A™ = rgFE +riA+ -+ ry,_1 A" Zeigen
Sie:

(a) E,A,...,A™ ! ist eine Basis des k-Vektorraums k [A].

(b) V =Kk" ist auf genau eine Art ein k [A]-Modul, sodass Av fiir v € V wie tiblich definiert

ist.
0 —a
1 0 —aq
(c) Ist A= : , so wird V als k [A]-Modul von e; = (1,0,...,0)"
0 —ap—2
1 —0n-1

erzeugt und es gilt m = n.

(a) Wir wissen

k
K[A] ={)_sid' | k€N, s; € k}

i=0
Es gilt das bekannte Lemma: Sind die Vektoren v1,...,v,, unabhinging, so v;,+1 €
Spann{vy, ..., vy} genau dann, wenn vy, ...,y linear abhingig sind. Es folgt nach

Wahl von m mit Induktion, dass E,A,...,A* fir k < m linear unabhéngig sind.

Andererseits ist A¥ € Spann{A°,..., A"~} fiir k > m, was durch Induktion iiber k
gezeigt wird:

m—1 m—1 m—1

m—1
AR — AAF = A Z siAi = Z SZ'AH—I = Z sl-,lAi + Z SmflTiAi
i=0 i=0 i=1 =0
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(b) Sind rv und Av wie iiblich definiert, so muss, um einen k[A]-Modul zu definieren, gelten:

(Z s; Ay = (Z s;iA).
1=0 =0

Damit ist s; A'v eindeutig bestimmt. Dass V somit auch ein k[A]-Modul ist, liegt daran,
dass k[A] eine Unteralgebra von k™*" ist und k™ ein k"*"-Modul auf bekannte Weise.

(c) es ist a,—g statt ap,—1 und a,—_1 statt a, zu lesen. Fiir die kanonische Basis haben wir
Ae; = e;41 = A'ey fiir i < n also wird V' von e; erzeugt. Wir haben

n n—1
A”el = Aen = — Zaz;lei = Z —aiAiel
i=1 i=0
und es folgt fiirk=1,...,n
n—1 n—1 n—1
Ay = A"AF ey = AP ATe; = AFTTY T —giAley =) —a; ATAN ey =) —aiAley,
i=0 i=0 i=0
also
n—1
A=) " = A
i=0

Hiitte man A™ = Y"1 AV mit m < n, so

m—1 m
Cm+1 = A e = TiA €1 = r;—1€4
i=0 =1

ein Widerspruch. Also m = n.
(d) Aus A™ = 3" e A folgt

m—1 m—1
—roE = (D riAY) — A" = A((D_ riATh) - AT
i=1 i=1
Ds die Ay, ..., A™ als Bild der Basis von k[A]| unter der invertierbaren linearen Abbil-

dung X — AX unabhéngig sind, gilt rqg # 0 und

m—1
A1 = —:0((2 P A1) — A1 € K[ A]
=1

Abgabe der Hausiibungen: Am 27./28. April und 4./5. Mai 2010 zu Beginn der Ubung.



