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Aufgaben:
e Modellierung Methoden zur interaktiven Erzeugung
von Kurven und Flachen auf dem Computer.

e Visualisierung Darstellung geometrischer Objekte auf
dem Computer.

e Interpolation/Approximation Algorithmen zur In-
terpolation und Approximation von Messdaten fiir Vi-
sualisierung, Analyse und Rekonstruktion.

e Geometriebeschreibung Darstellung der Geome-
trie technischer (Auto) und fiktiver (Dino) Objekte fiir
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e Bildverarbeitung/Datenkompression
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e Unterteilungsalgorithmen

e Multiskalenmethoden (“Wavelets")
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1. Polynome
1.1 Grundlagen

Vorteile:

e einfache Struktur

e Vektorraum

e schnelle Auswertung

e |eicht zu integrieren und differenzieren

Definition: Polynom der Ordnung n
Ein (reelles algebraisches) Polynom der Ordnung n ist
eine Linearkombination der Monome "1, ... #’ mit
Koeffizienten a4, ..., a, € R,
n
p(t) = Z at" " = at" T ast" 2+ +a, (t+a,.
i=1
Dies ist die Monomform von p. Der Raum aller Po-
lynome der Ordnung n wird mit [P, bezeichnet oder,
wenn das Definitionsgebiet auf die Menge D C R ein-
geschrankt ist, mit P,,(D).




Theorem: Nullstellen von Polynomen

Ein Polynom ist genau dann identisch 0, wenn alle Ko-
effizienten der Monomform 0 sind. Ein von 0 verschiede-
nes Polyom der Ordnung n hat weniger als n Nullstellen.

Algorithmus: p = PolMonVal( A, t)

Wert p der Monomform mit Koeffizienten A in ¢ mittels
Horner-Schema.

n = Length(A)
p=A()
fori=2:n

p=pxt+ A1)
end

Definition: Taylor-Form

Die Taylor-Form eines Polynoms p der Ordnung n im
Entwicklungspunkt %; ist

n

p(t) =D ailt —t)""
1=1
=ai(t—t)" "+ Fa it —t) +a,,

wobei (n — i)l a; = D" 'p(t1).

Das Taylorpolynom der Ordnung n einer Funktion f im
Entwicklungspunkt t; ist gegeben duch

D" f(t)=D""pt})=(n—i)a;, i=1:n.
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1.2 Interpolation

Definition: Lagrange-Form
Die Lagrange-Form des Polynoms p € IP,,, das die Daten
fi,..., fn in den paarweise verschiedenen Stiitzstellen
ti,...,t, interpoliert, ist
t—1,
Z figit), qt) = -
i —t;
j=L:n\i
Fiir mehrfache Interpolationspunkte schreibt man
tSu=t,...,t.
N——
1 mal

Jedem Index ¢ wird die Anzahl der identischen Nachfolger
in der Folge t; zugewiesen,

#i=#{jeN:j>iundt; =1t}.
Beispiel: T = [433,0, 152] = [4,4,4,0,1, 1]
= #1=2, #2=H#5=1, #3—#4—#620.

Ein Vektor T = [ty, ..., t,] heiBt grupppiert, wenn es paar-
weise verschiedene Zahlen sq,...,s; € R gibt mit

— [31$M17 82$,U2, Ceey Sk$,uk] )



Definition: Interpolationsproblem

Sei T = [t1,...,t,] ein gruppierter Vektor von Stiitz-
stellen. Dann besteht das Interpolationsproblem zu den
Daten (7', F') darin, ein Polynom p € P,, zu finden mit

D¥p(t))=fi, i=1:n.

Theorem: Losbarkeit des Interpolationspro-
blems

Das Interpolationsproblem zu n Datenpunkten (7, F')
ist stets eindeutig durch ein Polynom p € P, I6sbar.

Fiir die praktische Berechnung von p verwendet man divi-
dierte Differenzen. Damit erhalt man p in Newton-Form.
Achtung, fiir groBe Werte von n neigt das Iterpolationspo-
lynom zu Oszillationen.

Die MATLAB-Befehle fiir Auswertung und Interpolation
heiBen polyval und polyfit.



1.4 Interpolationsfehler

Theorem: Interpolationsfehler

Fiir eine glatte Funktion f gilt fiir den Fehler des inter-
polierenden Polynoms p der Ordnung n zu den Stiitz-

stellen T = [tq, ..., t,] an der Stelle ¢,
D"f(s
Ft) = pltn) = 22 1y — ) (10— 1)
wobei s € conv(ty, ..., t,).

Einfluss der einzelnen GroBen auf den Fehler:

e Eine hohe Ordnung n ist i.A. notwendig, aber nicht
hinreichend fiir einen kleinen Fehler.

e Der Faktor D" f(s) kann i.A. nur abgeschitzt, aber
nicht beeinflusst werden.

e Das Polynom w,,(tg) := (to—1t1) - - - (tg—1t,) hdangt von
der Wahl der Stiitzstellen ab. Fiir das Intervall [—1, 1]
stellen die Chebyshevpunkte

1
T —sin([~1+h:2h:1—hx/2), h=-—

n

eine optimale Wahl dar. Hier hat das Maximum von

lw,,| den minimal méglichen Wert, namlich 217", Ska-

lierung auf das Intervall [a, b] ergibt die Fehlerabschatzung

(b—a)"
t) —p(t)| < D" f(s)|.
trg[%IfU P = om Srg[gfg]\ f(s)




1.5 Polynomiale Approximation
Haufig werden Daten nicht interpoliert, sondern approxi-
miert. Das heiBt, das gesuchte Polynom geht nicht notwen-

digerweise exakt durch die Datenpunkte, sondern lediglich
moglichst nahe daran vorbei,

m
Z |fi —p(t)|? — min, m>n.
i=1

Dieser Ansatz wird im Folgenden etwas verallgemeinert.

Definition: P,,-Positivitat fiir Skalarprodukt und
Norm

Ein nicht-negative symmetrische Bilinearform (-, -) heifBt
IP,,-positives Skalarprodukt, wenn

(p,p) >0, peP\{0}.

Die zugehorige P,,-positive Norm ist

(AR VAVIY R

Definition: Beste Approximation

Die beste Approximation p & [P, der Funktion f
beziiglich der P,-positiven Norm || - || is definiert durch

If = pll = min[|f —r].
relP,
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Ubliche IP,-positive Skalarprodukte sind

(f,9) = Zf(ti)g(ti>a n<m

und
(f.g) = / F(t)gltyw(t) dt.

wobei die Gewichtsfunktion w fast iiberall positiv ist.

Theorem: Approximation

Sei (-, ) ein IP,-positives Skalarprodukt. Dann existiert
genau ein best-approximierendes Polynom p € P,
beziiglich der zugehdrigen Norm || - ||. Dies ist charak-
terisiert durch die Orthogonalitatsrelation

Aufgrund der Linearitat geniigt es, die Orthogonalitatsre-
lation fiir eine Basis {q1, ..., ¢,} von P, zu gewahrleisten.
Dies ergibt ein LGS fiir die Koeffizienten A des gesuchten

Polynoms p = > . a,q;,

Z<Qiaqj>aj: <f,qz->, 1=1:n.

J=Ln

Die (n xn)-Matrix des Systems ist positiv definit und heiBt
Gramsche Matrix.
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1.7 Satz von Weierstrass

Theorem: Satz von Weierstrass

Sei f :|0,1] — R eine stetige Funktion, dann gibt es
fiir alle € > 0 ein Polynom p, so dass

t)—pt) <e.
trg[%lf() pt)] <e

Binomialkoeffizienten:
n)

(n) oo falls 0 < i <n

¢ 0 sonst.

Rekursion:

("7):("?‘1)+<”f1), nEN, ieZ.
7 1 — 1 )

Binomischer Satz:
n )
(s+t)" = z@: (Z,)S”_th .
Bernstein-Polynome der Ordnung n + 1:
b () = (?) (1—-t)", icZ.
Bernstein-ldentitat:
W2l oS-, o=
Bernstein-OperaZtor:

B'f =) f(t;)b} € P,.
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f ist gleichmaBig stetig, es gibt also fiir ein beliebiges ¢ > 0
ein 0 > 0 so, dass |f(s)— f(t)| < e/2 fiir alle |s —t| < 0.

Ferner sei o := max; | f(t)|.
Spalte den Fehler

f=B"f=) (f=f@t)b

fiir festes t in zwei Teilsummen A;, A; auf mit Indizes
I ={i:|t—t;|<d} und J:={i:|t—1t]>d}.

Die Bernsteinpolynome bilden auf [0, 1] eine nicht-negative
Partition der 1,

an =1, b(t)>0,tel01].

Es folgt damit

INOIESSHURSGIACESYPLAG

el
und
A ()] <D 1) = f(E)] B ()
e
20 nin 20t(1—1)
?;(tz _ t>2 bz <t> — (n - 1>52 :

Wihlt man n — 1 > o/(€6?), so gilt
() — B f(8)] < |A18)| + |A08)| < e.
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2. Bézierkurven
2.1 Grundlagen

Sei P := [py;...; P, ein Spaltenvektor von Punkten in R?
und W := [wy, ..., w,| ein Zeilenvektor von Gewichten.

Der Punkt p = ) . w;p; = WP ist eine
e [inearkombination von P.
o Affinkombination von P, wenn > w; = 1.
e Konvexkombinationvon P, wenn ZZ w; = lund W > 0.

Linearkombinationen sind linear invariant.
Affinkombinationen sind affin invariant.

Eine Teilmenge M C R? heiBt konvex, wenn mit zwei
beliebigen Punkten pi,p2 € M auch deren geradlinige
Verbindung in M liegt,

(1—t)pr+tppeM, tel01].

Die konvexe Hiille conv M einer Menge M C R? ist die
kleinste konvexe Obermenge von M.

Theorem: Konvexe Hiille

Sei P := [p1;...;pxl, dannist conv P gleich der Menge
aller Konvexkombinationen von P. Fiir p, € R? wird
conv P von einem Polygon p;,, ..., p;,, berandet.
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Eine polynomiale Kurve der Ordnung n ist gegeben durch

(t)P = Z qi(t)p

Dabei ist Q(t) = [q1(t),...,q.(t)] ein Zeilenvektor von
Basisfunktionen des Polynomraums P, und P = [py; ... ; py]
ein Spaltenvektor von Koeffizienten.

Schrankt man das Definitionsgebiet der Kurve auf das In-
tervall [0, 1] ein und wahlt man die Bernsteinpolynome als
Basis, dann ist

::E:WQWWZB%ﬂP, tel0,1], p; e R?

eine Bézierkurve in R?. Die Koeffizienten P werden Kon-
trollpunkte genannt und deren geradlinige Verbindung bil-
det das Kontrollpolygon.

e Affine Invarianz: Fiir eine affine Abbildung A gilt
A(c) = B"A(P).
e Konvexe Hiille:
c(t) € conv(P), te]0,1].
¢ Randinterpolation:
c(0)=p1, c(l)=p,

1_t an Pn41—i

e Symmetrie:
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e Konvexe Hiille

A A

e Symmetrie

P, P, P, P,
c(t) c(1-t)
P, Py
P, P,

16



Beispiele:

bi(t) = (1 —t)? by (t) b3(t)
=S T B =21 — 1)t bi(1)
bs(t) = t°

P1
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n=4 =

bi(t) = (1 —1t)
by(t) = 3 (1 —t)*t
b3(t) =3 (1 —t)t?
bi(t) =3
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2.2 Basiswechsel

Theorem: Basiswechsel
b = (=) () () ¢

v=2 (/) bhw) .

Sei M"™ :=[t"1 ... t,1] der Zeilenvektor der Monomba-
sis, dann lasst sich der Basiswechsel darstellen als

M™(t) = BMOTY,, B"(t) = M™(t)T%.

Dabei sind T und Tg zueinander inverse Dreiecksmatri-
zen der Dimension n X n.

Beispiele:
,» |01 ,  [-11
-1 |10

0 0 1] 121
T, =10 1/2 1 T5=1-2 20

1 1 1 1 00

0 0 0 1 —1 3 =31
i _ |00 1/31 ma_ | 36 30
M= 10 1/32/31 B= =3 3 00

11 1 1] 1 0 00
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Sei

dann gilt

c(t) = B"(t)P = M"(H)A

eine polynomiale Kurve in Bézier— bzw. Monomdarstellung,

A=T!P, P=TIA.

Beispiel:

c(t) =1t [_g] t+ t |

=

20

: )




2.3 Auswertung

Es gilt
() = (L= P (it wi= /(1 - )
bi(t) =t ()T = (1=t

Entsprechend gilt fiir eine Bézierkurve c(t) = B"(t)P

Aus Stabilitatsgriinden ist die erste Form fiir ¢t € [0,1/2]
und die zweite Form fiir t € [1/2, 1] vorzuziehen.

Alternative: Es gilt die Rekursion

bl( > J,1
bI(t) = (1 —t)bI () + b1 | (t)

und entsprechend fiir eine Bézierkurve c(t) = B"(t)P

=D Bt = Y0 (to) (1= ta) by + topy)
= > b (t)B;

J
Die Kurven c(t) = B"(t)P und ¢(t) = B"~!(t)P stimmen
fur t =ty tiberein. P erhalt man aus P durch Affinkombi-
nation aufeinanderfolgender Kontrollpunkte.
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Theorem: De Casteljau-Algorithmus
Die Rekursion

Pl =P
for k=1:n—-1

I=1:n—k

P = (1 —tg) PP + to PW(T + 1)
end

berechnet den Wert P (1) = B"(t)P = c(ty).

Schematische Darstellung:

P1 e® \ . \
/
p o [
N L :
‘ \ . >QC<t0)
/
Pn-1 @ °
1 \ ) /
Pn ® /
120 p(—1 pr-2 ... p@ pl

Der Pfeil 7 steht fiir Multiplikation mit %.
Der Pfeil \ steht fiir Multiplikation mit (1 — t;).

Die Kontrollpunkte P*) definieren eine Bézierkurve c!
B*P™) der Ordnung k mit ¢®)(ty) = c(to).

22
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Beispiel: De Casteljau fiir eine kubische Bézierkurve

t
0 25 50 —50
P:[o 50 0—25] . to=3/5

0 0
15 30
25 30 50 24
40 18 20 9
50 10 0 —1
—10 —15
—50 —25

60* 7777777777777777 o T o o .

" ; ; ; ; ; ;
-60 -40 =20 0 20 40 60
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2.4 Differenziation und Integration

Fiir die Ableitung eines Bernsteinpolynoms gilt
DU} (t) = n(b}(t) — bj,4(1))-
Entsprechend gilt fiir eine Bézierkurve c(t) = B"(¢)P:

—n an (pj+1 — pj) = n B"(t) AP .
A ist der Vorwartsd/fferenzenoperator.

Fiir das Integral eines Bernsteinpolynoms gilt
t
D(t) = / pr)dr == S, 521
0 k>j
Entsprechend gilt fiir eine Bézierkurve c(t) = B"(t)P:
D_1C<t> Z bn+1 Z D = Bn+1 AP
k<j

A~ ist der 5ummenoperator und es gilt

AN =1d .

Fiir beliebige v < n und ¢ = B"™'P gilt

n!
(n —v)!

DVc(t) = B"H () AP .

24



Randpunkte: An den Randpunkten ¢t € {0, 1} gilt fiir die
Ableitungen

D03(0)=0 & v<j—2
D'B(1)=0 & v<n—1-j.
Folglich hangt fiir die Kurve c(t) = B"(t)P
D”c(0) nur von py, ..., Pui1
D"c(1) nurvon p,_y,...,Pn
ab. Insbesondere gilt
C(O> = P1, C/<O>
c(l) =pa, c(1)

(n = 1)(p2 — p1)
<n o 1)<pn - pn—1> .

Beispiel (siehe Seite 20):

t
1331
c(t) = B*(t) [1252]
20 —2]" 0147 8]
_ —-1p _
AP_[lB—S]’ = P_[013810]

-1 5 _ LT 2 |
D~ 'c(t) = B°(t) ?4 3/4 é 5/2]

o O
—_ =
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2.5 Graderh6hung
... sollte eigentlich ,,Ordnungserhéhung™ heiBen . ..

Schreibe eine Bézierkurve der Ordnung n als Bézierkurve
der Ordnung n + 1,

D ot p; =) bt ;.
J J
Multiplikation der linken Seite mit (1 — ¢) + t ergibt:

Die Bézierkurven ¢ = B"P und & = B""'(t)P stimmen
genau dann iiberein, wenn

- J J .
Pj+1=(1——) Pj+1+=P;j, J=0:n.
n n

P liegt in der konvexen Hiille von P, also

~

c(t) € conv(P) C conv(P).
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Der Ubergang von P nach P ist linear und kann durch
eine Matrix E,, beschrieben werden,

c=B"P=B""EP.

Es ist z.B.
S 4000
o F 11300
Ey = =  E,=-l0220
3021 410031
0 03] 0004

Fiir mehrfache Graderhéhung schreiben wir
Em—l T En—|—1En =. ETT .

2.6 Gradreduktion

Problem: Bestimme Kontrollpunkte P so, dass
|B"P — B"P| — min, 1<m<n.

Das Resultat hangt i.A. von der gewahlten Norm ab und
die Approximation wird i.d.R. getrennt in den raumlichen
Koordinaten vorgenommen.

Man kann z.B. die Abweichung der Kontrollpunkte als MaB
fiir die Approximationsgiite verwenden,

(B"P,B"Q)g = (P,Q)2= ) pit;-
i=1
Damit lautet das Approximationsproblem
|P— EQ||2 — min .
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Die Losung ist gegeben durch

Q= ((E)'En) ' (EL)'P = RTP

bzw. in R durch

Q=R"P.

Beispiel:

L[ 741 -2
Ri= R =1 [—2 1 4 7]'

19
—5
|

3
15
—3

—3 1
15 =5
3

19

Theorem: Gradreduktion

Gradreduktion beziiglich der L>-Norm || - ||, und der
Koeffizientennorm || - ||g ist dquivalent.

Fiir die Gradreduktionsmatrizen R gilt daher

R"=R]'R,, m<{<n

und

n

28

m __ pm n—2 pn—1
R, = m+1" " Rn—an :




Beweis: Sei Q" = [q1, ¢}, ..., q]] der Vektor der Lagrange-
Polynome zu den Stiitzstellen 7' =1 : n. Dann gilt

B"PeP,, < Q'PeP,

Die orthogonalen Komplemente IP’TE;L)R und IP),,I;,L’H von PP, in
P, beziiglich (-, -)g bzw. (-, -)1, stimmen iiberein. Dies folgt

aus Pt C IP)%M, was sich wie folgt beweisen lasst: Um

vdl zeigen dass

(B"W,t", =0, B"W e P

mmni

0<1<m,

definieren wir den Vektor V' gemaB

1
vl ::/ it dt, k=1:n.
0
Dann ist
(B"W, )y, = (B"W, B"V') = 0
genau dann, wenn B"V" € P,,. Wegen

b = T _
' (Zii:}) 0 ll n+l ' (=0

folgt dies aber aus Q"V' € P,),.
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2.7 Operatorkalkiil und de Casteljau-Algorithmus

Definiere den Shift-Operator
S [P1; P2+ Pl = (P2 P3; - -5 P 0]
und den Vektor
E :=11,0,...,0],

dann kann eine Béziekurve c(t) = B""(t)P auch darge-
stellt werden als

c(t)=E((1—1t)+tS)"P.

Daraus folgt zB einfach die Ableitungsformel
De(t) =nE((1—1t)+t5)" (S = 1)P
oder der de Casteljau-Algorithmus

c(t) = E((1—t)+tS)" (1 —t) +tS)P

— B((1—1t)+t5)" " (1 —1)+t5)"P.

Die Kontrollpunkte in der k-ten Spalte des Schemas sind
fiir den Auswertungspunkt t = %

P¥ = (1 —ty) + o) P
= ((1 — to) + tOS) k_lP(l) :
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Sei ¢ = B"" 1P Betrachte die Bézierkurve, die durch die
Kontrollpunkte in der obersten Reihe des Dreieckschemas
definiert wird,

_ ~ (n n—j4j Npl
E ]E_O (]) (1—t)"t ((1 to) +toS) )P
E ]E_O (]) (1= 8" (¢(1 — to) + ttrS))P

E((1—t)+ (1 — to) + ttOS))”P(l)
— BE((1 — tty) + t£,5))"PY = c(tt) .

Die oberste Reihe von Kontrollpunkten des de Casteljau-
Dreiecks definiert das dem Intervall |0, ¢y] entsprechende
Segment der gegebenen Kurve ¢ = B"P,

co(t) == c(tty) = Z b'(t)pY) = B"(t)Py.

Aus Symmetriegriinden gllt. Die unterste Reihe von Kon-
trollpunkten des de Casteljau-Dreiecks (von rechts nach
links gelesen) definiert das dem Intervall [ty, 1] entspre-
chende Segment,

c.(t) == c(to+ (t(1—ty)) Zb” an iy = B"(t)P, .

31



Beispiel:

Cg(t) =

P¢ =

60

50

40

30

20

10+

0

_1OP

=20

_30 -

siehe oben

0 25 50 —50
050 0 —25

t
] . to=3/5
0 0
15
30
40
10
~10

30

25 50 24
18

50

—50 —25
c(3t/5) = BYt)P; c,(t) = ¢(3/5+2t/5) = B*(t)P,

| |

P, =

0 15 30 18]t

18 10 —10 —50]"
03024 9

9 —1 =15 =25

-40
~60



Iterierte Unterteilung: Bei iterierter Unterteilung kon-
vergiert die Folge der Kontrollpolygone rasch gegen die ge-
gebene Kurve. Die Segmentierung kann dabei adaptiv ge-
steuert werden. Anwendungen ergeben sich u.A. bei Plot-
ten von Kurven oder bei der Bestimmung von Nullstellen.

Beispiel:  Binare Unterteilung

-5
1 1 1 1 1
/ 0 0 4 . 6 8 10

Anzahl Iterationen N ———>

R

Fehler (logarithmisch) ———>
[y [y [E=N [y [E=Y
o | o | o | o | OO
» w N [
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Anwendung: Nullstellensuche im Einheitsintervall fiir ein
Polynom in Bernstein-Bézierform.
Es gilt
i) min P > 0 oder max P < 0 = keine Nullstelle.
i) min P < 0 und max P > 0 =- Nullstelle moglich.
iii) p1 p, < 0 = Nullstelle sicher.
Man iteriert den binaren Unterteilungsalgorithmus fiir al-

le Teilintervalle, fiir die nicht /) gilt, bis eine vorgegebene
Toleranz erreicht ist.

Beispiel: P =16,7, 6, -9, 6, —3]"

1)) 1) 1)

10 w ‘ ‘ ‘ 8

1)) 1) 1) ) 1) 1)
‘ ‘ ‘ ‘ 0.4 ‘ ‘

0.2

N

05 06 07 08 09 1 085 06 07 08 09 1
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2.8 Abstand Bézierkurve — Kontrollpolygon

Seic=B"Pund T":=0:1/(n—1): 1, dann parame-
trisiert die Kurve p : [0, 1] — R? mit

(t —t])pjr1+ (L] — 0Py _—
p(t) = / ; ) te[ja j—i—l]

n o 4n
iy — 1

das Kontrollpoygon.

Theorem: Abstand zum Kontrollpolygon
Sei d = 1. Fiir den Abstand zwischen ¢ = B"P und p

gilt ,
le = plloe < T(n) [A"P]|o,

wobei

n_l falls n ungerade

D(n) = (8

n—1
8

8(n1_1)) falls n gerade.

Diese Abschatzung ist fiir ¢ € P3 scharf.

Beweis: Sei 0.B.d.A. ||[A*P||o = 8 und
le = plleo = (") = p(t")

maximal. Fiir t* € [t7,17, || betrachte p; und p; als fest.
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Dann ist ¢(t*) — p(t*) genau dann maximal, wenn alle
i,k € {7,757+ 1} so groB wie mdglich sind. Dies ist genau
dann der Fall, wenn

Pl — 20k + 01 =8, k=2:(n—1).

Dies bedeutet, dass p;, = 4k* + ak + (3 fiir gewisse Kon-
stanten «, (3. Folglich ist ¢ € P3 und t* € T™.

Betrachte also

c(t?) —pj = 4((75?(1 — t?))(n —1).
Dieser Ausdruck nimmt sein Maximum an, wenn t;? so nahe
wie moglich bei 1/2 liegt, also fiir

{1/2 falls n ungerade

n

P

1/2—1/2(n—1) falls n gerade.

Bei Graderhohung B™(t)P = B™(t)P,m > n, gilt
(n—1)(n —2)

AP oo

le = pllee <

Bei Subdivision B"(a+th)P = B"(t)P, [a,a+h]C[0,1],
gilt
h*(n —1)

& = plloe < [A*P|| oo
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2.9 Variationsminderung

Die Anzahl der Schnitte einer ebenen Kurve mit einer ge-
gebenen Geraden kann als MaB fiir deren ,, Welligkeit" an-
gesehen werden. In diesem Sinne ist eine Bézierkurve nie
welliger als das zugehorige Kontrollpolygon.

L
0.9r
0.8r

0.7 /
0.6r
0.5r

0.4r
0.3
0.2r
0.1r

OO 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Theorem: Variationsminderung

Bézierkurven sind variationsmindernd. Das heiBt, fiir ei-
ne Bézierkurve ¢ mit zugehorigem Kontrollpolygon p
und eine beliebige Hyperebene h : xa' — d = 0 gilt

#V ZW (ca' — d) < #VZW (pa' — d).

Beweis: i) Lineare Interpolation ist variationsmindernd.
ii) Graderhohung kann als fortgesetzte lineare Interpolation
des Kontrollpolygons angesehen werden, ist also variations-
mindernd. iii) Bei fortgesetzter Graderhohung konvergiert
die Folge der Kontrollpolygone gegen die Bézierkurve. Das
Resultat folgt dann aus Stetigkeitsgriinden.

37



2.10 Rationale Bézierkurven

Motivation: Polynomiale Bézierkurven haben den Nach-
teil, dass sich Kegelschnitte (insbesondere Kreise) nicht
exakt modellieren lassen.

Idee: Verwende rationale Basisfunktionen.

Ansatz: Die Gewichte W = [wy, ..., w,]" definieren die
Gewichtsfunktion w(t) gemalB

w(t) = B"(t)W .
Damit bilden fiir [ [ ; w; # 0 die rationalen Basisfunktionen
(b)) = w; bi(t) fw(t), By (t) = [biy(t), -, by, (1)
eine Partition der Eins, . bjy.(t) = 1.

Definition: Rationale Bézierkurve
Sei W = [wy,...,wy] und [, w; # 0, dann heiBt

. B Zj 1b§L< )wjpj

rationale Bézierkurve der Ordnung n.

Es folgt unmittelbar fir c(t) = By (¢)P und [ [, w; # 0

e affine Invarianz Ac(t) + a = By, (t)(AP + a).

e konvexe Hiille c(t) € conv(P), falls W > 0.

e Randinterpolation c¢(0) = p;.

e Randableitung Dc(0) = (n — 1)(p2 — p1) wa/w.
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Beispiele:

n=3 W=[1,a, 1]
Oézla 37 1/37 _4

39

-
_-
rd
rd
4
4
4
p O<t<1
’
/
’
!
]
]
1
|
1 t<0
1
\
\
\
\
\ /
\ ’
\ ’
. ’
. t>1 7
. 4
. rd
. rd
N 7
\\ ’/
\\N‘ _<>_ ‘—/’



Homogene Koordinaten: Identifiziere euklidische Ko-

ordinaten [z!,..., 29 in RY mit homogenen Koordinaten

in R gemaB

2l ~axt, et o], o € R\O beliebig,

x ~ lax, o] ~ |x, 1].

Beispielsweise gilt in R’

zfw, yfw, zjw] ~ [z, y, 2, w].

Fiir ein rationale Bézierkurve gilt:
c(t) ~ [Zbﬁ;(t)wjpj, Zb?;(t)wj}
j=1 j=1

~ D B0y, w)) = B'(1)Pw

Die homogenen Koordinaten einer rationalen Bézierkurve
erhalt man durch die Auswertung der Bézierkurve mit Kon-
trollpunkten py; = [w;p;, wjl.

Anwendung: Viele Algorithmen fiir integrale Bézierkur-
ven (Auswertung, Graderhdhung, Gradreduktion, Untertei-
lung etc.) lassen sich unmittelbar auf rationale Bézierkur-
ven iibertragen. Ausnahme: Integration, Differenziation.
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Beispiel: siehe Seite 39, rechts unten

|

011
110

r, W=1[112".

Matrix der homogenen Kontrollpunkte:

Graderhéhung:

~

Py

1
3

1

Py, = 1

Graderh"ohung

0.8

0.6

0.4r

0.2r

0.4

0.6

0.8

t

01 2]

110
112

S O

)

[3

0 5 8|
10 10 6

L4 4 5

N 1
PZE
W:

Wl
||

1
PK:I_O

Bin"are Unterteilung

0.8

0.6

0.4r

0.2r

0.4 0.6 0.8
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Kegelschnitte: Die Darstellung des Kegelschnitts
ax® + 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + f =0

in homogener Form lautet

o b d| [z]
zyw| |bcel|l |yl =l[r,y, wQlx,y, w'=0.
de f| |w

Die Tangente im Punkt [z, 4o, wy| ist gegeben durch

[:C7 Y, ’UJ] Q [x()) Yo, wO]t =0.
Fiir w = 1 erhalt man jeweils die euklidische Form zuriick.

Theorem: Jede quadratische rationale Bézierkurve in R?
ist Teilmenge eines Kegelschnitts.

Beweis: Fiir beliebige quadratische Polynome z(t), y(t),
w(t) ist [x(t), y(t), w(t)] Q[z(t), y(t), w(t)]' ein Poly-
nom der Ordnung 5, dessen Koeffizienten linearvona, ..., f
abhangen. Nullsetzen ergibt 5 homogene lineare Gleichun-

gen fiir 6 Variable, es gibt also nichttriviale Losungen.

Beispiel: wie zuvor
x(t)=2t, yt)=1—t* wt)=1+1¢

0 0 10 —21] Z ] )
0—4 04 00 10 0
4 0-20 02 §:O:>Q:010
0 4 04 00 00 —1
0 0 10 21_; ) ]

Die Kurve ist also Teilmenge des Einheitskreises.
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Erweitert man den Definitionsbereich der quadratischen
Bézierkurve auf ¢t € R U oo, so wird der gesamte Ke-
gelschnitt durchlaufen. Dabei definiert man den Pol als

o w1p1 — 2wop2 + w3p3
c(00) := tlgglo c(t) = R BT

Theorem: Jeder nichtentartete Kegelschnitt (Ellipse, Hy-
perbel, Parabel) 138t sich als erweiterte quadratische Bézier-
kurve darstellen.

Beweis: Transformiere den Kegelschnitt auf eine der drei
Normalformen, z° + 4> = 1, zy = 1, y = 2%. Dafiir las-
sen sich elementar Bézierkurven angeben. Die Behauptung
folgt dann aus der affinen Invarianz der Bézierdarstellung.

Die Parametrisierung eines Kegelschnitts durch eine qua-
dratische Bézierkurve ist nicht eindeutig. Es konnen bei-
spielsweise zusatzlich die Orte zu den Parameterwerten
t = 0,1, 0o spezifiziert werden.

Konstruktion:
1. Setze p; == c(0), p3 := c(1).
2. Bestimme p» als Schnittpunkt der Tangenten in ¢(0), c(1)

(falls existent),
Pi1, 1 Pg L
e 7]

3. Bestimme die Gewichte W als nichttriviale Losung von

[C<OO> — p1; —2(c(00) — p2); ¢(o0) — P3]t W =20.
Akzeptiere die Losung, falls wiwows £ 0.
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Beispiel: Hyperbel xy = 4,
c(0) =1[2,2], ¢(1) = |—4, —1], c(oc0) = [1,4] .

Homogene Form des Kegelschnitts:

01 0] [2
zyw] (10 0| [y]| =0.
O 0 —8 w
1. Schritt: p1 :=c(0) = [2,2], p3 :=c(1) = [—4, —1].

2. Schritt: py := [8, —4] ist Lésung von

2 21 pi| [ 2 2-8][p}] _,
—4 —11 1| |-1 -4 =81
3. Schritt: W := [50, 5, —4]" ist Lésung von
[—1 14 5

Oi—‘@
OOOO

1
0
0 —

Ot

[w-o

2 —16 5




3. Splines

Nachteile polynomialer Funktionen und Kurven:

e Globale Abhangigkeit der Funktion/Kurve von den Ko-
effizienten.

e Interpolation von Funktionenwerten liefert u.U. schlech-
te Approximation.

1,

Beispiel: Interpolation o5
von f(x) = 1/(1+252%)
an 9  3aquidistanten
Stiitzstellen. o

e Erzwungene Glattheit.

Idee: Verwende stiickweise polynomiale Funktionen.
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Beispiel: Zusammenfiigen zweier Bézierkurven.

Es gibt viele Moglichkeiten, die zusammengesetzte Kurve
zu parametrisieren, z.B.:

c(t) fir0 <t<1
t) =
2) c(?) {@@—U fiir 1 <t <2
t fur0<t<1
b) o(t) = { 1tV SR
co(2t —2) furl <t <3/2
Koordinatenfunktionen Fall a) Koordinatenfunktionen Fall b)
3 3
2t // TN X(t) ] oL / h X (t) ]
1\/;;7/ \ 1 1 7{/’!4 | |
of o BT
o 0.5 1 15 > b 05 1 15

Die Koordinatenfunktionen sind stiickweise polynomial und
im Fall b) stetig differenzierbar.
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Ein Spline der Ordnung n ist eine Funktion, die stiickwei-
se aus Polynomen der Ordnung n besteht. Die Abszissen
7;, die die Polynomsegmente trennen, heiBen Knoten. Die
Knoten werden zu der Knotenfolge T' = {7;} zusammen-
gefasst.

Welche Glattheit kann man an den Knoten erwarten? Wenn
zwei Polynomsegmente der Ordnung n (n — 1)-mal stetig
differenzierbar verbunden sind, dann stellen sie ein und das-
selbe Polynom dar.

Man vereinbart: An einfachen Knoten ist ein Spline min-
destens (n — 2)-mal stetig differenzierbar.

L ] L ]
Beispiele:
n = 2, st'uckweise linear n = 3, st'uckweise quadratisch
T T T T T 7 T T T T T
5,
ar 6
3t 5
2r 1 4
il /\ | °
or — —t H—+—+—
V ol
_17
l,
_27
_3l 0 } —t —1 =
L L L L L _1 L L L
-2 0 2 4 6 8 10 ) 0 2 4 6 8 10
n = 4, Stutzfunktion n = 3, kleiner Knotenabstand
30 T T T T T T 8 . . . . .
25+ T
6,
20
5,
3
T (t — Tj)+ af
10 3r
2,
sl
1t
0 } } } 7_:. } f — ol = = H = .
J
-5 L _1 L
21 0 1 2 3 4 5 6 7 -2 0 2 4 6 8 10
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Frage: Betrachte nun Splines der Ordnung n + 1. Fiir
jeden Knoten 7; ist die abgebrochene Potenz

(t - Tj)i y Rt T maX{Oa Z} )

ein Element des Splineraums. Betrachte 0.B.d.A. die Kno-
ten 7; := 0 und 7,1, := h, dann sind

t" und (t—h)}

Splines und folglich auch die Linearkombination

R <0
ity = EEZE Lo e (0h)
(1"~ (1 — b))/ (nh) > b

Im Grenziibergang gilt 7; = 7;41 und

: n—1

}112% fu(t) =t
die Differenzierbarkeitsordnung ist also nur noch n — 2.
Man vereinbart: An einem k-fachen Knoten, ist ein
Spline der Ordnung n+1 (n—k)-mal stetig differenzierbar.
Stetigkeitsargument: Sei7; = --- = Tj;;_1 = 0 ein
k-facher Knoten und 7;,; = h, dann sind per Induktions-
annahme die abgebrochenen Potenzen

g T und (= B

Elemente des Splineraums. Betrachte die Splinefunktion
PR Gl o () (=R)" "
h - n )
(k><_h)k
dann folgt fiir £ < n mit Hilfe der binomischen Formel

lim fi,(t) = et
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Die Knotenfolge T' eines Splineraums der Ordnung n ist
eine endliche, monoton wachsende Folge reeller Zahlen der
Form

T =71,...,Tmin -

Die Knotenfolge heiBt nicht entartet, wenn
Tn < Tontls T < Tty Tj<Tjgn V J, M >Mn.

Ein Spline der Ordnung n iiber der Knotenfolge T’ ist ei-
ne Funktion f : R D D — R, die auf den Intervallen
7j,Tj+1) mit Polynomen der Ordnung n iibereinstimmt
und an k-fachen Knoten (n — k — 1)-mal stetig differen-
zierbar ist.

Der Raum aller Splines der Ordnung n iiber einer Knoten-
folge T" wird mit S,, 7(D) bezeichnet.

Konventionen: AuBerhalb des Intervalls |71, 73,,.] sind
alle Splines identisch Null.

Meist wahlt man den Definitionsbereich D = D(T) =
[T, Trnt1)-

Die Anzahl der identischen Nachfolger eines Knotens ist
#j =max{k: Tj=T;} .
Fiir die k-fache Wiederholung eines Knotens schreibt man

TSk =TT, Ty

-/

WV
k—mal
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Beispiel: T = —1,0%$2,1%$3,2, 3, 4.

T -1 0 0 1 1 1 2 3 4
n=1m=8|[t]| » T3 T™u T5 T§ Tr T3 [T9
n=2m=7 17 [T 3 T4 75 T4 T7 [T8] T9
n=3m=60 17 T [ T4 5 T6 [T7] T8 T9
n=4m=>5|17 T T3 [T4| 75 [T6] T T3 To9

T ist entartet fiir n = 1, 2, 4 und nicht entartet fiir n = 3.

Theorem: Der Raum §,, 7 ist linear. Fiir eine nicht-
entartete Knotenfolge 7' ist eine Basis des Raums

Snr(D(T)) gegeben durch

ait)=(t—7) ", j=1:m.

Insbesondere ist dann dim S, 7(D(T))

||
S

Beweis: Die Linearitat ist trivial. Zunachst wird die Di-
mensionsformel per vollstandiger Induktion bewiesen:
Induktionanfang: Fir m = n ist dim S, 7(D(T')) = n.
Induktionsannahme: Die Behauptung sei richtig fiir m.
Induktionsschluss: Fiige in eine Knotenfolge 1" der Lange
m + n einen weiteren Knoten 7* € (7,, T;ya1) €in. Ist k
die Vielfachheit des neuen Knotens 7*, dann gilt

S, 7x(D(T)) = S,r(D(T)) @ span(t — 7)1 7",
also ist dim S, 7+(D(T')) =m + 1.

Die m Funktionen a/(t) sind linear unabhéngig und liegen
in S, 7(D(T)). Folglich bilden sie eine Basis.
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Beispiel: Basis {a(f)}7_; aus abgebrochenen Potenzen
fiir n = 4 und die Knotenfolge

T=-1-1,-1,0,1,1,3,3,3,4,5,55,5 .

3

2.5
>
1.5
1+

o.5¢ <

or H

—O._52 (@) 2 4 (]

Splinefunktion f(t) = > . q; aj(t) mit Koeffizienten
Q=1[31,-1,0,5 2, =7, -3, —1, —6] .

kubische Splinefunktion erste Ableitung
\ ‘ \ \ 8 ‘ \

| | | | | |
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

zweite Ableitung dritte Ableitung
T " T " T
10f 10
5 | | ‘
| | | 0 _—
or | | |
=5 \1 | | -10
-10f !
-15 | -20
20 ‘
-30
_25 L
—307 -40
-35
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
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Nachteile der Basis aus abgebrochenen Potenzen:

e keine Symmetrie
e globaler Charakter

e keine erkennbare Relation zwischen Koeffizienten und
Geometrie

e mangelnde Stabilitat (Koeffizienten klein, Funktion groB)

Konstruktion einer Basis mit giinstigeren Eigen-
schaften:
n = 1, wahle charakteristische Funktionen der Segmente:

1 fUrTj§t<Tj+1

0) = x((m730)) = {

n = 2, wahle Hutfunktionen:

sonst .

‘ : ur 7, Ti11
Tjit1 — Tj J It
t)={ _Ti+2—t
] furm o <t<T;
Tj+2 = Tj+l s = It
\O sonst .
n = 1, charakteristische Funktion n = 2, Hutfunktion
1.2t | | | | | | 1 1.2t | | | |
1t 0 b% . 1+
0.8f 1 0.8f
0.6f 1 0.6f b2
0.4r 1 04f J
0.2r 1 0.2f
or f } } f = or ! ! | } =
-0.2¢ T.] T]+1 1 -0.2r T-] T]+1 Tj+2
2 -1 o 1 2 3 4 5 =2 -1 o 1 2 3 4 s
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Sei T' eine einfache Knotenfolge. Dann gibt es bis auf Ska-
lierung eindeutig bestimmte Splines

Jj+n
b (1) =)y ai(t)
k=j
der Ordnung n liber T" mit kompaktem nichtleeren Trager.

Fiir diesen gilt

supp b = s} = [15, Tj1a] -

Beweis: Fiir festes ¢;;i, # 0 und ¢ > 74, ist das
Gleichungssystem

Z dj.k CLZ(t) = —qjj+r a?+7~<t> y t > Tjtr

aufgrund der Basiseigenschaft der Funktionen

-1 -1
(t—1)" " (t— Tjpn—1)"
fiir r = n eindeutig l6sbar und fiir » < n unlosbar.

n=4 n = 8, "aquidistant

0.81
0.8

0.6
0.6r

0.4r
0.4

0.2 0.2

or + : ; ; —> o

Tj  Tj+1 Ti+2 Tj43 Tj+4 | ] Tj
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Theorem: Lokale Basis
Sei T' einfach und {07,7 = 1 : m} eine Folge von
Splines wie oben definiert, dann gilt

Zb?(t)pj =0 fir té€ |, 1)
J

= pi=0 fir j=k—n+1:k.

Beweis: Sei ;" :=min{j: k—n < j <kAp; #0}
Der Spline

f(t) = {Zf]* Pj b?@) fur t <1y

0 fur t> 1

hat nichtleeren Tréger in |7, 7j;]. Widerspruch.

Theorem: Globale Basis

Sei T einfach. Jede Folge b, ..., b von Splines gemaB
der obigen Konstruktion bildet eine Basis des Spline-
raums S, 7(D(T)).

Durch .
Y vity=1, teD(T),
j=1

ist die Basis {07, = 1 : m} eindeutig bestimmt. Die Ba-
sisfunktionen heien dann B-Splines.
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Beispiele:

n=2 n=3
1r | ‘ ‘ ‘ | | 8 1r
0.8f 8 0.8f
0.67 8 0.67 1
0.47 8 0.47 1
0.2f 1 0.2f E
o 1 i 1 —1 > o — T f g e Pl
-0.2+ 1 -0.2+
4 o0 1 2 3 4 5 6 0 é 21 6
n = 4, uniform -
1r | | 8 1r 1
0.87 8 0.87 1
0.6f 1 0.6f
0.47 8 0.47
0.2f 1 0.2f \
or i i ] or ==
-0.2f 8 -0.2f
-5 0 5 10 -0.5 0 05 1 1.5

Fiir beliebiges 7 € R gibt es Funktionen 7 (7) mit
(t—7)" an "(7), teD(T). (1)

Die Funktionen wn(T) sind Polynome der Ordnung n, da
0= D"t —7)" Z b (t) DMy

und folglich D% (1) = 0. Ist spe2|e|| T = T3, dann gibt
es eine Konstante pr Mit

(t — Tk)n_l = bZ(t)pk , 1€ [Tk, Tk_|_1) .
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Also ist
an A1) = 0p()pr =0, t € |Th, Thy1)

und nach dem Satz , lokale Basis” gilt @D?(Tk) = 0 fir
k—n <j <k, bzw.

Pi(me) =0 fir j<k<j+n.

Es gibt demnach eine Konstante ¢ mit

¢n( )_C (Tj+1—7>"'<7j+n—1—7)-

Dividiert man (1) durch (—7)"! und betrachtet den Grenz-
wert 7 — oo, dann erhalt man

L= bt = d=1.
J

Theorem: Marsden-ldentitat
Fiir einfaches T', t € D(T') und

%’l(T) = (Tjp1 = 7) (Tjyn—1 — 7)

(t—71)" an () (7

gilt

Ubernimmt man die Definition der Funktionen Y7 fir be-
liebiges T', dann sind die Funktionen ¢ |, ..., 4y linear
unabhangig, sofern 7. < 7;1. Damit kann die Marsden-
|dentitat zur Definition von B-Splines fiir beliebige Kno-
tenfolgen verwendet werden.
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Definition: B-Splines
Sei T' = |71, ..., Timin) ein beliebiger Knotenvektor. Die
B-5plines b7, 7 =1,...,m sind definiert durch

supp b C 7 = [1), Tjn]
und

(t—7)"" ! = Z BrYR(T), t€ D(T) = [ty Tinr1) -

Bemerkungen:

e Fiir t € |73, 7k+1) kann der Summationsindex auf j =
k —n+1: k eingeschrankt werden. Dadurch entsteht
ein lineares Gleichungssystem fiir die Berechnung von
b7 auf dem Intervall |7, 7p41).

o Fiir Tj = Tjin Ist b;L = 0.
e Fir einfache Knoten stimmt die Definition mit der von
Seite b4 iiberein.

n = 4, vgl. Seite 51

L AL

—2
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Theorem: Globale Basis

Sei T = |[m,...,Tmin| nichtentartet, dann bilden
die B-Splines b7,...,0! eine Basis des Splineraums

Beweis: Es wird gezeigt, dass sich alle abgebrochenen
Potenzen a; als Linearkombination von B-Splines darstel-
len lassen. Da die Anzahl der B-Splines mit der Raumdi-
mension ibereinstimmt, folgt die Behauptung.

Sei zunachst #k = 0, dann gilt

ap(t) = (t — ) Z 0% (£)Y7 (1)
1>k

da () =0 firk —n <j <k
Allgemeln gilt fir #k = ¢

az(t):(t—m)z—l—fJ Jin=1-0) an (t) DL’ (7y) -

(n—1)! =
Dabei verwendet man, dass /(1) fiir k —n+{ < j <k
einen (¢ + 1)-fachen Faktor (7, — 7) besitzt und folglich
DLl () = 0 ist.

Lokale Basis: Einschrankung der Knotenfolge auf
Th—ntls - - - Thin 2Zeigt: Die B-Splines bilden eine lokale Ba-
sis im Sinne von Seite 54.
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Da die Funktionen 1; stetig von den Knoten abhangen,
hdngt auch 07(t) stetig von den Knoten ab, sofern ¢ kein
Knoten mit \/]lelfachhelt > n ist. Dies ermoglicht es haufig,
Eigenschaften fiir einfache Knoten abzuleiten und durch
Grenziibergang auf beliebige Knotenfolgen zu iibertragen.
Z.B. kann man damit zeigen, dass b//(¢) nur von den Kno-
ten 7;,...,Tj4, abhangt.

Partition der Eins: Dividiert man die Marsden-Identitat
durch (—7)""!, dann erhilt man fiir 7 — oo

Y vity=1, teDT).

Definition: Splines in B-Splineform
Ein Spline in B-Splineform ist gegeben durch

= Z b7 (t)p; -

Die Koeffizienten p; heiBen Kontrollpunkte (oder auch:
de Boor-Punkte, B-Splinekoeffizienten, Steuerpunkte).

Fasst man die B-Splines zu einem Zeilenvektor B" =
b}, ..., b" | zusammen, so erhilt man die Darstellung

f(t)=B"P.

Verwendet man Kontrollpunkte p; € RY, so entsteht eine
Splinekurve in R,

£(t) = B"P.
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Differenziation von B-Splines: Aus f € S, 1 folgt
Df € S,-1 7. Fiir die Ableitung eines B-Splines mit ein-
fachen Knoten gilt

supp Db} C [1, Tjen] = Db = a; )+ 8551 0y

Die Konstanten lassen sich folgendermaBen bestimmen:
Zunachst folgt aus der Partition der Eins

SRS SRS SR
J J
und damit o; = —(3;. Die Marsden-Identitat liefert nun

(n— 1)t"2 Z¢ 0) Db’ (t
—§:% 1(0)) b 7H(E)

Vergleich mit
(=1 = (= 1) Y08 )
ergibt
(n—1)¢77(0) n—1

Q= —

wI0) =¥ 1(0)  Tjpn1— Ty
und schlieBlich
bn—l bn 11
Db?—(ﬂl)( ‘771_1‘ Al )

’Sj |S]—|—1
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Aufgrund der stetigen Abhangigkeit der B-Splines von den
Knoten ist diese Gleichung fiir beliebige Knotenfolgen giiltig
(sofern an den Knoten eine Ableitung definiert ist). Ist ei-
ner der Trager degeneriert, dann wird der entsprechende
Summand weggelassen.

Differenziation von Splines: Sei

flt) = Z b"(t)p; € St

J

ein Spline der Ordnung n iliber T, dann ist
Df(t)=> b (t)p,
J

ein Spline der Ordnung n — 1 iiber T.
Fiir die Kontrollpunkte der Ableitung gilt

(n—1)(p; — pj-1) |

e

j p—

Die Knotenfolge der Ableitung kann reduziert werden, wenn
nur der Definitionsbereich D(T") betrachtet wird: Zunachst
ist der erste und der letzte Knoten iiberfliissig, auBerdem
kann ein n-facher Knoten zu einem (n — 1)-fachen Knoten
reduziert werden. Es ist also Df € §,,_; pr mit

T=m1,...,7:30, ..., Tmin
DT =m,....1:8(n —1), ... Tian1

Wenn T nicht entartet ist, dann ist auch DT nicht entar-
tet.
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Integration: Zur Integration eines Splines muss die Kno-
tenfolge erweitert werden, beispielsweise durch Verdopp-
lung des ersten und letzten Knotens:

—1
D T:7_177-17°"7Tm+7177-m+n .

Es gilt

—11n : n |Sn‘ n
D 1bj(t) ::/ b (1) dr = —= by (t)

n

- k>
und insbesondere

i ar = 2
Jmdr==7

Formel fiir Spline D~ f(t) als Ubung.

Rekursion: Es gilt

(t . T)n _ Z b?_H( )wn—l—l Z bn wn
J

Substitution der Bézierdarstellung

gy = T =)= T) 4 (0 = 1) =)

57|
ergibt
b
(t — T)”:Z<w;z+l<7'><t—7']) ¢n—|—1( )(Tj+n_t)) %

zgjjwm ( o B+ bj+1<t>>.

j+1‘
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Theorem: Rekursion
Mit

gilt die Rekursionsformel

b = x ([, 7j+1))
bt = wi b7 + (1 —w? )07, .

Summanden mit leerem Trager werden weggelassen.

1 | 1 i q =

Ty Ti4n+1

n

Da alle Gewichte w;

auf s7 nichtnegativ sind, folgt:

Theorem: Partition der Eins

Die B-Splines 0, ..., b bilden eine nichtnegative Par-
tition der Eins auf dem Intervall D(T).
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Fiir einen Spline f(t) = >, b} ({)p; gilt
()= () (wi~ (O)py + (1= wf = (8)pj-1) -

J

Halte ¢ = ¢, fest, dann stimmen die Splines f(¢) und

an ) (w(to)ps + (1 — wl ™' (to))pj—1)

an der SteIIe t =ty uberein.

o f(t) = > Dj b?_l(t) ist ein Spline der Ordnung n — 1
tiber T

e Die neuen Kontrollpunkte
pj = wj(to)p; + (1 — wj ™" (to) )pj—1
sind Konvexkombinationen der alten Kontrollpunkte.

e Ist t) € [T}, Tk11), dann sind fiir den Spline f die Kon-

trollpunkte pg_ni1, ..., px relevant; fiir den Spline f
sind die Kontrollpunkte pi._,,19, ..., pi relevant;

e |teration ergibt ein Dreiecksschema analog zum de Cas-
teljau-Algorithmus.
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de Boor-Algorithmus: Auswertung des Splines f(t) =
>_;bj(t)p; der Ordnung n iiber T" an der Stelle t =, €
D(T).

e Bestimme Index k so, dass tg € [Ty, Tri1).

e Initialisiere Dreiecksschema mit den Kontrollpunkten
P" = [Prentt,- -, Prl-
e Berechne rekursiv das Dreiecksschema

(n)
pk: n+1

(n) (n—1)
Pi_n42 \ Pi_nio

(n) (n—1) (n—2)
Pi_ nyi3 \ Pi_ni3 \ Pi_n+3 \

. ) ) | 1)

P, — Py — Py — 0 P
Zur Berechnung des Punktes pﬁ-y) verwendet man das
Gewicht

t() — T]

Der Pfeil — steht fiir Multiplikation mit w? (o).
Der Pfeil ™\ steht fiir I\/Iultiplikation mit (1 —wj(to)).

Der Spline f")(¢) = D p‘7 b”() der Ordnung v
stimmt mit f(¢) and der Stelle t =t berein.

e Der gesuchte Wert ist f(ty) = p](fl).
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Beispiel: n =4, t; =2

T=0,0001,34,555
p=-216,4,0,8, —1

eEsgilt2¢[1,3) = k=5
e Die relevanten Kontrollpunkte sind p* = 16, 4, 0, 8.

e Das Dreiecksschema ist
1

DO DO OO

4
2 3

O O =~

e Der gesuchte Funktionswert ist f(2) = 3.

12

10
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Knoteneinfiigen: Sei T die Knotenfolge, die entsteht,
wenn in T" der Knoten 7 € |73, 7;11) eingefiigt wird,

(Tj furjék

Tj =T fir g =k+1
Tj—1 fur]>k+1

\

Seien IA)? die B-Splines iiber T, dann gilt wegen S, 7 C Sn,T

(2 .
b3 firg <k—n
bi = o) + By, firk—n<j<k
L0 fir 3 > k.
Zur Bestimmung der V\
Konstanten «;, 3; sei == : e
zunachst  wieder T T Tj+1 Tj42 Tj+3
einfach, das allgemeine ) )
Resultat folgt dann aus W
Stetigkeitsgriinden. N L
7A-j '7A-j+1 '72 7A-j+3 7A_j+4

Fir t € [7;,7j11) gilt (siehe Seite 58)

() = €0/ WI(r,), B(E) = (eI, By () = 0.
Daraus folgt fiir a; (und analog auch fiir 3;)

’7'—7']'

aj = —=wi(7), O =1—wi,(7).

Tjtn = Tj
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Fiir einen Spline f(t) = >, b} ({)p; ist

flt)y =" bitp;+ > bitpi+ > b(b)p

J<k—n j>k j=k—n+1
DI GRS SR AGI
j<k—n j>k+1
k - A
F (@@ + (1= (7)) B (1)
Jj=k—n-+1
Es gilt
1 firj=kF—n+1
W) = w N F) firk—n+1<j<k
0 firj=k+1
und damit
ft) = Z b (t)p; + Z b (t)pj1
J<k—n+1 >k
k: A
+ Y B B+ 0= w T (F) p)
j=k—n-+2

Die neuen Kontrollpunkte stehen also in der zweiten Spalte
des de Boor-Dreiecks zur Auswertung von f an der Stelle
t=r.
lteration ergibt: Der de Boor-Algorithmus zur Auswertung
von f an der Stelle ¢t = 7 entspricht dem Einfiigen eines
(n — 1)-fachen Knotens 7. Insbesondere gilt

#j:n—Q = f(Tj):pj—l-
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sieche Seite 66

Beispiel:

4
8 223
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Konvergenz: Wiederholt man das Knoteneinfligen so,
dass der maximale Abstand zwischen zwei aufeinanderfol-
genden Knoten klein wird, so konvergiert die Folge der
erzeugten Kontrollpolygone rasch gegen die definierte Spli-
nekurve.

Beispiel: n = 3, uniforme Knotenfolge, fiige jeweils in die
Mitte zwischen zwei Knoten einen neuen Knoten ein.

Knotenentfernen Das Enfernen von Knoten ist im All-
gemeinen nur naherungsweise moglich. Man kann analog
zur Gradreduktion bei Bézierkurven vorgehen. Soll ein Kno-
ten 7; entfernt weden, dann bestimmt man die neuen Kon-

trollpunkte p beziiglich der reduzierten Knotenfolge 7" so,
dass Einfligen von 7; in 1" eine minimale Abweichung von
den urspriinglich gegebenen Kontrollpunkten erzeugt.

Ist I die (n + 1) x n-Matrix, die das Einfiigen von 7;
fiir die relevanten Knotrollpunkte beschreibt, dann ist die
n X (n + 1)-Matrix R fiir das Entfernen von 7, gegeben

durch
R:=(I''I".
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Geometrie von Splinekurven
Eine B-Splinekurve in R hat die Form

f(t) = Z b (t)p; = B"(t)P  p; € R?.

Das Kontrollpolygon p von f ist die stiickweise geradlinige
Verbindung der Kontrollpunkte.

n=4 n =4
_H'H | | T T T T : > _H'Hl T : : : : : >
n = 4, dreifacher Knoten n = 4, dreifacher Kontrollpunkt
——t—+— 1> 1
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Wachsender Grad bei gleichbleibendem Kontrollpolygon
bewirkt eine zunehmende Glattung der Splinekurve. Im

Beispiel ist der erste und letzte Knoten jeweils n-fach, da-
zwischen ist die Unterteilung dquidistant.

54

n =12

72



Da B-Splines eine nicht-negative Partition der Eins bilden,
haben B-Splinekurven unter anderem folgende Eigenschaf-
ten:

e Konvexe Hiille Die B-Splinekurve liegt in der kon-
vexen Hiille des Kontrollpolygons,

f(t) € conv(P), te D(T).

e Lokale konvexe Hiille Das Segment f(|7;, 711))
einer B-Splinekurve liegt in der konvexen Hiille der re-
levanten Kontrollpunkte,

f<t> = COHV(I)k—n—i-la T apk> , 1€ [Tka Tk—l—l) :

e Affine Invarianz Die affine Abbildung der Kurve
entspricht der affinen Abbildung der Kontrollpunkte,

Af(t +a—an (Ap; +a) .

konvexe H"ulle lokale konvexe H"ulle
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Lineare Prazision: Die Greville-Abszissen (" Mittel der
inneren Knoten") sind definiert durch

S

T, = (Tj1+ -+ Tjpn—1)/(n —1) .
Damit gilt (sieche Aufgabe XX):

L= bi(t)r;

Skalare Kontrollpolygone: Im skalaren Fall d =
identifiziert man die Funktion f(t) mit der Kurve [t, f(t)],

=N "0t [y Bty = an r pjl
J j

Beispiel: Skalares Kontrollpolygon, de Boor-Algorithmus,
siche Seite 66.

15¢

10

AN

i | - | | H—=
-5 X X Y4 Y4 X X
XX X X %X X X X
—10¢ XX X XXX X X X
-1 0 1 2 3 4 5 6



Verallgemeinerte Bézierkurven: Sei
1T = ...,Tk$n,7'k+1$n,... ,

dann sind alle Splinesegmente unabhangig voneinander.
Auf einem Intervall [a, B) := [k, Tr1) sind genau die B-

Splines b;_, .1, ...,b; von Null verschieden. Diese stim-

men mit skalierten Bernsteinpolynomen b’ iiberein,

t — «

L= (525) . te ).

Folglich gilt fiir t € [, §)

Z bk n+] pk—n"‘] Z b3 (t — Oé) Pr—n+j -

Das Spllnesegment stimmt also (bis auf Umparametrisie-
rung) mit der Bézierkurve zu den relevanten Kontrollpunk-
ten iiberein.

Die Bézierdarstellung einer B-Splinekurve erhadlt man, in-
dem man mit Hilfe des de Boor-Algorithmus alle Knoten
auf die Vielfachheit n bringt.
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Theorem: Variationsminderung
B-Splinekurven sind variationsmindernd. Das heiBt, fiir
jede Hyperebene h : xa' — d = 0 und eine Splinekurve

f = B"P gilt
#VZW (fa' —d) < #VZW (Pa' — d) .

Beweis: Der de Boor-Algorithmus ist variationsmindernd,
da nur Konvexkombinationen benachbarter Kontrollpunk-
te durchgefiihrt werden. Folglich ist auch die Transforma-
tion einer Splinekurve auf Bézierdarstellung variationsmin-
dernd. Da Bézierkurven variationsmindernd sind, folgt die

Behauptung.

\

Lokale Kontrolle: Andert man den Wert eines einzel-
nen Kontrollpunkts p;, so andert sich der zugehérige Spline

der Ordnung n nur auf dem Intervall |7}, 7;4,).
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Geschlossene Splinekurven: Geschlossene Kurven wer-
den durch periodische Funktionen dargestellt,

c(t)=c(t+1L).

Die kleinste positive Zahl L, fiir die diese Gleichung gilt,
heiBt Periode der Funktion. Alle Argumente, die sich um
ein Vielfaches von L unterscheiden, werden identifiziert:

ot —2L~t—L>~t~t+L~t+2L---, telR.
Das dadurch entstehende Definitionsgebiet ist R/ L.

geschlossene Kurve periodische Koordinatenfunktionen

1) I
[ '
i )

Fiir periodische Splines muss die Knotenfolge kompatibel
zu R/L sein. Dies ist der Fall, wenn das Definitionsgebiet
D(T) die Lange L hat und

Tjitm-n+1 = T; + L, firalle 5.
Somit miissen fiir einen periodischen Spline nur die Knoten

Tn’ o o o 77-m_|_1

angegeben werden. Die Periode L ist dann L = 7, .1 — T,.




Periodische B-Splines der Ordnung n lassen sich sinnvoll
definieren, wenn m > 2n — 1 ist. Sie entstehen durch
periodische Fortsetzung, d.h. durch

2 :b]+k (m—n+1)"

keZ

Damit hat eine geschlossene B-Splinekurve die Form

Beispiel: 7' =10,0,1,2,3,5], n =14

periodische B — Splines

L
1 AR

Sei m > 2n — 1. Der Raum der periodischen Splines iiber
der nichtentarteten Knotenfolge

=

T:Tn7°"77_m-|-1

hat die Dimension m 4+ 1 — n, und die periodischen B-
Splines

n n
1y 92yYm+1—n

bilden eine Basis.

78



Beispiel: Appproximation des Einheitskreises durch pe-
riodische uniforme Splines. Der Fehler err gibt die maxi-

male radiale Abweichung an.

n=3 er =12e-1

n=24 er =14e-2

>

()

n=25, emr=285e-4
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n =12, err = 3.7e -12
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