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5. Ubungsblatt zu FGdI 2

Gruppeniibung
Aufgabe G1
(a) Zeigen Sie mit dem Resolutionskalkiil, dass die folgenden Formelmengen unerfiillbar
sind:

@) {(pvae) =2 (xVy) —2zpVeVy =z}
(i) {VaVy(Rzy — (Px A —Py)),VaVy(Rry — Jz(Rxz A Rzy)),VzRx fx }
(iii) {VaVyVz(RxyV RxzV Ryz),VaVyVz((Rzy A Ryz) — Rxz),
VaVy(Rxy — Rfzfy),Yx—Rxf fx }
(b) Untersuchen Sie fiir jede der obigen Formelmengen, ob es auch echte Teilmengen gibt,
die schon unerfiillbar sind.

Musterlésung:
(a) (i) Klauseln: {-p, 2}, {=q, z}, {-z, 2}, {~y, 2}, {p. ¢, ¥}, {—2}
{-z} {~w, 2} {~z, 2} {=z}

g .

{r,q,y} {-y} {—q, =} {—z} {-p, x}

g e

{r.q} {—aq}

I

{r} {-p}
g
(ii) Die zweite Formel hat folgende Skolemnormalform: VaVy(Rxy — Rxg(z,y)ARg(x,y)y)
Klauseln: {=Rzxy, Pz}, {-~Rxy, ~Py}, {-Rzxy, Rxg(x,y)}, {~Rzy, Rg(x,y)y},{Rx fx}
{~Refe,~Pfa}  {Rzfz}  {Rfaffz}  {~Rfeffe,Pfa}

Iy e

{-Pfx} {Pfx}

L

O

Achtung: Dies ist das verallgemeinerte Resultionsverfahren. Im GI-Resultionsverfahren
(wie es im Skript eingefiihrt wurde) miissten die Variablen durch Konstanten ersetzt
werden. Konkret miisste hier ¢ anstatt x geschrieben werden.

Wir verenden das verallgemeinerte Verfahren auch in den folgenden Aufgaben.
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(iii) Klauseln: {Rzy, Rxz, Ryz}, {-Rxy, ~Ryz, Rxz}, {-Rxy, Rfrfy}, {-Rxffr}

{~Rxffz} {(~Raxfx,~Rfzffx, Reffr}
\
{~Rxfx, Rfrffx} {ﬁRxfx&Rfa:ff:c}
\ /
(Rafx, Ref fo, Rfzffa} {~Rxfx}
\
\{Mffﬂ% Rfzffx} {~Rfaffz}
/
{=Raffx} {Rxf fx}
\ O
Oder:
{Rafx, Reffx, Rfeffr} {~Rxffz}
\\
{~Rafx,Rfuffx} {Rafx, Rfxffa}
{Rfaffa}
{(-=Rfzffe,~Rffafffz, Rfafffx} {Rffafffx}
\\

{-Rfzffz, Rfxfffx}

T

{-Rfxfffz} {Rfxfffx}
\é

(b) Die Formelmengen in (i) und (iii) haben nur echte Teilmengen die erfiillbar sind (ins-
besondere ist { VaVyVz(Rzy V Rxz V Ryz),VaVyVz((Rxy A Ryz) — Rxz),Yx—Rxffr }
erfiillbar: wir nehmen z.B. die natiirliche Zahlen als Tragermenge und interpretieren f
als die Nachfolgerfunktion f(z) =z + 1 und R wie folgt:

(z,y) € Rgdw. (xt € P&y € P),

wobei P ={0,1,4,5,8,9,...}.)
In (ii) ist { VaVy(Rzxy — (PxA—Py)),Vx Rz fx } schon unerfiillbar, wie wir oben gezeigt
haben.

Aufgabe G2
Leiten Sie die folgenden Sequenzen her:

(i) YRz fo - JxRfx ffx.
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(ii) Vo f(x,z) = o - Ve(Pz VvV -Pf(x,x)).

(iii) JyVaxRzy b VeIyRzy.
) V(o V) Ve Vi), vorausgesetzt, dass x ¢ frei(v)).
)V

z(Pr — Pfx) - Vx(Px — Pffx).

(iv
(v
Musterlésung:

(i)

VeRxfx, Rfcffet Rfcffe, 3xRfxffa EéI)j))
VaRafx - Rfcffe wRfcffz oo,
VeRxzfx b JaeRfzf fx

(i)

(Ax)
(Sub-L)
(VL)
(—R)

Vaxfxx =z, fcc = ¢, Pfee, Pck Pe,Nx(Px V —Pfxx)
Vaefrx =z, fcc = ¢, Pfect Pe,No(Px V —Pfrx)
Ve fre =z, Pfeck Pe,Vx(PxV —Pfxx)
Vaefxx =zt Pc,~Pfee,Vx(PxV —Pfxx)
Vefxx =+ PcV —Pfce,Ye(PxV —Pfrx)
Vefre = x b Ve(PxV -Pfax)

(VR)

(iii)

JyVxRxy, Ve Rxb, Rab - Rab, JyRay, VxdyRxy EVAE{))
JyVx Rzy, Ve Rxb F Rab, Jy Ray, VaIyRxy (3R)
JyVe Rry, Vo Rxb F JyRay, Vady Rry (3L)
JyVxRxy - dyRay, Ve3dy Rry (¥R)

JyVx Rxy - Vady Ry

(iv) Beachte, dass ¥(c/z) = 1 ist, da x ¢ frei(v)).
V(o v D). p(e]a) F plef) Vg 956 ) Gl 0).0 F plefa) Vap, b Vet
V(o Vo), plc/z) Vi Fp(c/z), Vop, ¢, Varp (VL)
Va (e V) Fo(c/x),Vap, i, Vaip (VR)
Va(p V) EVep, ¥, Ve (VR)
Va(p V) FVep, Ve (VR)
Va(p V) FYep VvV

(Ax)
(VL)

(v)

Pat Pa,Pfa,Pffa (?_‘XI)‘) (Ax)
Pa,-Pat Pfa,Pffa Pa,Pfat Pfa, Pffa( VL)
Pa,—PaV Pfat Pfa,Pffa (VL)

Pa,VYx(Px — Pfx)+ Pfa,Pffa (L)
Pa,-Pfa,Ne(Pr — Pfx)F Pffa Pa,Pffa,Yx(Px — Pfx)F Pffa

Pa,-PfaV Pffa,Vx(Px — Pfx)F Pffa
Pa,Vx(Px — Pfx)+ Pffa
Va(Px — Pfx) b —Pa, Pffa
Vax(Px — Pfx)bF —-PaV Pffa
Va(Pr — Pfx) - Va(Pr — Pffx) (

(Ax)
(VL)

(VL)

(—-R)
(VR)
VR)
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Aufgabe G3
Sei S = {+,-,<,0,1} die Signatur der Arithmetik und und V' = (N, +, N <N 0N 1N} das
Modell der natiirlichen Zahlen. Dieses Modell wird auch Standardmodell genannt. Weiterhin
sei

T = Th(N)

die Menge der FO(S)-Séitze iiber der Signatur S, die wahr sind in M. Wie in der Vorlesung
besprochen (siehe Skript 4.3) beschreibt T" das Modell N nicht eindeutig, d.h. es gibt auch
anderen Modelle von T'. Solche Modelle werden Nichtstandardmodelle genannt.

Wir zeigen in dieser Aufgabe, dass jedes Nichtstandardmodell eine Kopie von N enthélt.
Wir zeigen weiter, dass jedes Element, das nicht zu dieser Kopie von N gehort, grofler ist als
jedes Element in dieser Kopie, d.h. dass diese Zahlen ,,unendlich“ sind. Nichtstandardmodelle
haben damit die Form:

012 3...
natiirliche Zahlen unendliche Zahlen

Sei nun *N = (*N, + N "N "N 0"N 1"N) ¢in Nichtstandardmodell. Betrachten Sie die Ab-
bildung

0N wenn n =0
(=) N="Nine="n=¢ "N NP NN LN gonst.

n—mal

(a) Zeigen Sie, dass diese Abbildung *(—) ein injektiver Homomorphismus ist, d.h. dass
die Abbildung die Interpretationen der Konstanten 0,1 in A auf die entsprechenden
Interpretationen in *N abbildet, und dass die Operationen +,- und die Ordnung <
erhalten werden.

Das Bild von *(—) verhilt sich also wie N und ist damit eine Kopie von A in *N.
Hinweis: Verwenden Sie hier und in den nichsten Teilaufgaben, dass alles, was in N
wahr ist und sich durch einen Satz in der Logik 1. Stufe ausdriicken lisst, auch in *N
wahr ist und umgekehrt.

(b) Zeigen Sie, dass alle Elemente, die nicht im Bild von *(—) liegen, gréfler als jedes *n
(fiir n € N) sein miissen.

Diese Elemente von *N sind die unendlichen Zahlen.

(c) Zeigen Sie, dass es fiir jedes unendliches Element x in *N ein anderes unendliches Ele-

ment y gibt, so dass 2y < x.

Musterlésung:

(a) Die Bilder von 0N und 1N sind per Definition 0N bzw. 17N,

Um die Erhaltung der Operationen und der Ordnung zu beweisen, benutzen wir folgende
Schreibweise: Fiir jede natiirliche Zahl n € N definieren wir den Term

0 wenn n = 0
n:=49(1+1+...+1) sonst.
—_——
n—mal

Dass die Operation + von *(—) erhalten wird, zeigen wir unter Zuhilfenahme der Sétze
Ommk = m+n = k fir m,n, k € N. Beachte, dass N |= ¢y, genau dann, wenn
m +n = k in den natiirlichen Zahlen gilt. Es gilt

‘m+ ="k <= ‘NEm+n=k < NEm+n=k < m+n=kinN,
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Analog zeigt man dies fiir - und <.
Der Homomorphismus ist injektiv, weil fiir alle n,m € N gilt

n#m <= NE-n=m < "NE-n=m < "n#"m.

(b) N EVaVy(z <y Vy>a V x =y), also ist auch *A eine lineare Ordnung. Neue
Elemente sind deshalb entweder kleiner als 0, liegen zwischen *n und *(n+ 1) oder sind
grofler als alle *n. Die ersten beiden Fille sind unmdglich, da die Sétze -3zxx < 0 und
—Jdz(n <z Az <n+1)in N erfiillt sind und deshalb auch in *\ erfiillt sein miissen.

(c) N erfiillt den Satz Va3y(y+y =z V (y+y) + 1 = x), also muss dieser auch in *A wahr
sein. Also gibt es fiir jedes unendliches Element x € *N ein Element y € *N, so dass
y+ Ny =z oder (y+ Ny)+ N1'N = 2. Dieses Element y muss unendlich sein, da sonst
auch y + Ny und (y + Ny) + N 1 endlich wiren.

Hausiibung

Aufgabe H1 (6 Punkte)
Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph (ohne Schleifen, d.h. es gibt keine Kante von einem
Knoten zu sich selbst).

Wir nennen G 3-firbbar, wenn es eine Abbildung f: V' — {1,2,3} gibt, so dass fiir jede

Kante (u,v) € E gilt f(u) # f(v).

(a) Erstellen Sie eine Formelmenge #(G), welche genau dann erfiillbar ist, wenn G 3-farbbar
ist.
Hinweis: Fithren Sie zu jedem Knoten v € V eine Konstante ¢, ein und zu jeder Farbe
i € {1,2,3} ein Pradikat P;.
Zusatz: Uberlegen Sie sich auch wie eine solche Satzmenge in AL aussieht.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Kompaktheitssatzes, dass ein Graph G genau dann 3-firbbar
ist, wenn jeder endliche Teilgraph 3-farbbar ist. (H = (Vp, Ep) ist ein Teilgraph von G,
wenn Vo C V und Ey C E ist.)

Musterlésung:

(a) Wir fithren zu jedem Knoten v € V eine Konstante ¢, ein, zu jeder Farbe ¢ € {1,2, 3}
ein Pradikat P; und eine Kantenrelation F.

B(G) = {Vz((PizV PaxV P3z) A =(Piz A Pax) A —(Pix A Psz) A —~(Pox A Psz)) } U
{Ecyey | (u,v) e EYU{—cy, =c¢y|u,v € Vu#ov} U
{Vzy(Ezy — ~((Piz A Pry) V (Pax A Poy) V (Psz A Psy))) }

(b) Eine Farbung f : V. — {1,2,3} von G liefert Farbungen fly, : Vo — {1,2,3} jedes
endlichen Teilgraphen (Vy, Ep) von G.
Umgekehrt nehmen wir an, dass jeder endliche Teilgraph 3-farbbar ist. Um zu zeigen,
dass dann auch G 3-férbbar ist, reicht es nach (a), die Erfiillbarkeit von @(G) nachzuwei-
sen. Dazu benutzen wir den Kompaktheitssatz. Sei @9 C @(G) eine endliche Teilmenge.
Sei Vy C V die Menge der Knoten von G, die in @y erwihnt werden. Dann ist Vjy endlich
und @9 C &(H), wobei H := (Vp, Ey) der Teilgraph von G ist mit Ey := EN(V x V).
Nach Annahme ist H 3-farbbar. Also ist #(H) und damit auch @ erfiillbar. Wir haben
gezeigt, dass jede endliche Teilmenge von @(G) erfiillbar ist. Nach dem Kompaktheits-
satz ist deshalb auch ®(G) erfillbar.

Aufgabe H2 (6 Punkte)
Beweisen Sie die gegebene Folgerungsbeziehung sowohl im Sequenzenkalkiil als auch durch
Resolution.

VaVy(Rxy — (Pz A —Py)) = JzVy—(Rzy A Ryx)
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Musterlésung:

Rab, Rba, Pa, Pb,—Pa t- Pb (?Xﬁ)
Rab, Rba, Pa, —~Pb, Pb, ~Pa - *

(Ax) Rab, Rba, Pa \ —Pb,- Rba (fi‘XI)J) Rab, Rba, Pa,—Pb, Pb AN - Pa (Z\/\LIB)
Rab, Rba,~Rba v (Pb A\ —Pa) - Rab (L) Rab, Rba, Pa N\ ~Pb, ~Rba + Rab, Rba, Pa N\ ~Pb, Pb A =Pa (VL)

Rab, Rba, ~Rab, ~Rba V (Pb A =Pa) - Rab, Rba, Pa A —=Pb,—~Rba V (Pb A =Pa) -
Rab, Rba, ~Rab V (Pa N —=Pb), ~Rba V (Pb A\ —~Pa) -

Rab, Rba, ~Rab V (Pa A =Pb),Vy(Rby — (Pb A —-Py)) -

Rab, Rba, ~RabV (Pa A —~Pb),YaVy(Rxy — (Px A —Py)) F

Rab, Rba,Vy(Ray — (Pa A =Py)),VaVy(Rxy — (Px A —Py)) -
Rab, Rba, VaVy(Rxy — (Px A —Py)) F
Rab A Rba, Vavy(Rey — (Pz A —Py)) F

VaVy(Rxy — (Px A —~Py)) b —(Rab A Rba)

VaVy(Rxy — (Px A —Py)) F Yy—(Ray A Rya)

VaVy(Rxy — (Px A —=Py)) F 3aVy—(Rxy A Ryzx) (

(VL)

(VL)
(VL)
(VL)
(VL)

(AL)
(-R)
(VR)
IR)

Die Sequenz ist genau dann allgemeingiiltig, wenn
VaVy(Rxy — (Px A —~Py)) A ~3aVy—(Rxy N\ Ryx)

nicht erfiillbar ist.
Eine Skolemnormalform zu diesem Satz ist

V2VaVy ((mRxy V Px) A (wRxy vV —=Py) AN Rzfz AN Rfzz)

Der Satz liefert folgende Klauselmenge: {Rzfz}, {Rfzz},{—~Rxy, Pz}, {—~Rxy, Py}

Geeignete Substitution von z und y durch z bzw. fz liefert

{Rzfz} {-Rzfz,~Pfz} {Rfzz} {-Rfzz,Pfz}
T~ |
{(=Pfz} {Pfz}

L



