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4. Ubungsblatt zu FGdI 2

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Wir wollen Sprachen iiber dem Alphabet X' := {a, b} mit Hilfe der Pridikatenlogik definieren.
Wie im Skript, S. 3, definieren wir zu einem nichtleeren Wort w = a4 . . . a, eine Wortstruktur

W(w): ({17"‘7n}7<7pa7Pb)
wobei P,={i<n|ai=a} und PF,:={i<n|a;=0>b}.

(Wir schliefen das leere Wort aus, da es keine leeren Strukturen gibt.) Ein Satz ¢ €
FO(<, Py, By) definiert dann die Sprache L(p) :={w e X+ | W(w) E ¢ }.
(a) Welche Sprachen definieren die folgenden Formeln?
(i) VaVyle <y — ((Puz — Pay) A (Pyy — P))]
(i) VaVy[(zx < y A Pox A Pyy) — Jz(z < 2 Az < y A Byz)]
(b) Geben Sie zu den folgenden Sprachen Formeln an, welche sie definieren.
(i) L((a+b)*bb(a + b)*)
(i) L((ab)*)
(¢) Zusatzaufgabe: Wir definieren die Menge der x-freien reguliren Ausdriicke induktiv
durch
- () und jedes Element von X' sind *-freie regulire Ausdriicke;
- sind a und ( *-freie regulére Ausdriicke, so auch af, a + 3 und ~a.
Die Semantik eines solchen Ausdrucks ist wie fiir reguldre Ausdriicke definiert, wobei
die Operation ~ fiir die Komplementierung steht: L(~a) := X* \ L(«). Konstruieren
Sie (induktiv) zu einem gegebenen *-freien reguldren Ausdruck a eine Formel ¢4 (,y),
so dafl

W(ai...an) = palik]  gdw 1 <i<k<nund wj € L(a).

Bemerkung: Man kann zeigen, dass die *-freien reguldren Ausdriicke genau die Spra-
chen beschreiben, die man mit Priadikatenlogik definieren kann. Weiterhin gibt es re-
gulére Ausdriicke, die Sprachen beschreiben, die von keinem x-freien reguldren Ausdruck
beschrieben werden. Reguldre Ausdriicke konnen also mehr Sprachen beschreiben als
Logik erster Stufe. Allerdings gibt es eine Erweiterung der Logik erster Stufe, die so-
genannte monadische Logik zweiter Stufe, mit der man genau die Sprachen definieren
kann, die auch von reguldren Ausdriicken beschrieben werden.

Musterlésung:

(a) Der erste Teil der ersten Formel besagt, dass rechts von einem a nur a stehen diirfen.
Analog sagt der zweite Teil, dass links von einem b nur b stehen diirfen, also wird die
Sprache L(b*(a+b)a*) definiert. Die zweite Formel besagt, dass zwischen zwei a jeweils
ein b auftauchen muss, also ist die definierte Sprache L((b+ ab)*(a + b)b*).
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JrIylr <y A-Fz(x < 2Nz < y) A P A Byl

und
VaVy[(z <y A —3z(x < 2 Az <y)) = (Pax < By)A

Ve(—3y(y < x) — Pyz) AVa(—-Jy(r < y) — Pyx)

(¢) Fir a =0, pa(z,y) :=3F2(-2=2). Fira=1€ X, ¢(z,y) :=x =y A Px. Fiir andere
«-freien regulidren Ausdriicke o wird ¢, (x,y) induktiv definiert durch:

Yap(z,y) = Fzlz < 2Nz <yApalr,2) Apg(z,y)]
Parps(T,y) = walz,y)Ves(r,y)
Ornal®,y) = < yA oz, y)

(r <y ist eine Abkiirzung fir x <y Vz = y.)

Aufgabe G2
Betrachten Sie die folgenden FO-Formeln, wobei ¢ ein Konstantensymbol, P ein einstelliges
Relationssymbol und R ein zweistelliges Relationsymbol ist:

(a) Va(Pc A Jy(Px < —Py))

(b) Vaz(Px V Jz—Px)

(¢) (Vz3y(Rzy — VxIyRyzx))
)

i) Geben Sie fiir jede dieser FO-Formeln dquivalente Formeln in pranexer Normalform und

in Skolemnormalform an.

(ii) Geben Sie fiir die Formel aus (a) ein Herbrand-Modell an.

Musterlésung:
(i) Wir geben jeweils eine mogliche Losung an:
(a) Prianexe Normalform:

Vz(Pc A Jy(Px < -Py)) = VaIJy(PcA (Px < —Py))

Skolemnormalform: Vz(Pc A (Px < —P fyx) fiir ein neues einstelliges Funktions-
symbol f,.
(b) Prinexe Normalform:

Va(PzV 3xz—Pzx) = Va(PzxV Iy-Py)
Va3y(Pz V - Py)

Skolemnormalform: Vz(Pz V =P f,(z)) fiir ein neues einstelliges Funktionssymbol
fy-

(¢) Prianexe Normalform:

Vaxdy(Rxy — VaxIyRyx) = VzIdy(Rry — Vz3tRiz)
Vzdy(—Rxy V Vz3tRtz)
Va3yVz3t(—Rxy V Rtz)
Va3yVz3t(Rxy — Rtz)

Achtung: Wenn man einen Quantor aus der Prédmisse einer Implikation heraus-
zieht, muss man ihn dualisieren! Wenn man ihn aus der Konklusion herauszieht
bleibt der Quantor dagegen erhalten.

Skolemnormalform: VaVz(Rx f,(z) — Rf:(x, z)z fiir ein neues Konstantensymbol ¢
und ein einstelliges Funktionssymbol f;.
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(ii) Eine Herbrand-Struktur zur Signatur S = (c, f,, P) ist H = (7o(S5), %, f¢, P™), wobei
7o(S) die variablenfreien Terme iiber S sind, also die Elemente von der Form ¢, fc, f fc,
etc., ¢’ = ¢ und f;i(f"c) = ff"c fiir alle n € N. P* C 75(S) muss so gewihlt sein,
dass Vx(Pc A (Px < —Pf,x) erfiillt wird. Die Formel besagt, dass ¢ € P gelten soll
und dass jede Anwendung von f Elemente beziiglich P* wie eine Negation wirkt, das
heiflt jeder zweite Term muss in P" liegen. Wir setzen also P* := {f"c: n ist gerade}.

Aufgabe G3
Seien Sy und S1 = (R, Ry, ..., R,) Signaturen, so dass die Relationssymbole Ry, Ra, ..., R,
Symbole nicht in Sy vorkommen.
Ein gleichungsfreier nicht-negativer universeller Horn-Satz ist ein Satz der Form

Yoy - -Vaeu[(ar A Aam) — 6],

wobei ay, ..., any, 0 gleichungsfreie atomare Formeln sind. Wir betrachten im weiteren sol-
che nicht-negativen universellen Horn-Sétze, in denen «y, ..., a, atomare Formeln iiber der
Signatur Sp U S7 sind und S eine relationale atomare Formel iiber der Signatur S.

Sei A eine Sp-Struktur und @ eine Menge von FO(Sy U Sy))-Formeln. Wir nennen eine Er-
weiterung von A zu einer (Sp U Sp)-Struktur um zusétzliche Relationen R, ..., R, minimal
fiir &, wenn (A, R1,...,Ry) ein Modell von @ ist und fiir jede Erweiterung (2, R}, ..., R})
von A, welche ebenfalls ein Modell von @ ist, gilt

ng'Rll, RngRg
Man kann zeigen, dass in jeder Struktur fiir alle Mengen von nicht-negativen universellen

Horn-Sétzen zusitzliche Relationen existieren, die minimal sind (siche dazu Aufgabe H1).

(a) Sei ¥ = (V, E, P) eine Struktur mit Triagermenge V', eine zweistellige Relation £ und
eine einstellige Relation P. Beschreiben Sie umgangssprachlich die Teilmenge Q C V,
so dass @ minimal ist fiir die folgende Menge @ von nicht-negativen universellen Horn-
Sétzen:

¢ = {Vaz (Pzx — Qx),VaVy (Qy A Exy — Qx)}
Hinweis: Betrachten Sie dazu V als einen Graphen mit E als Kantenrelation und P als

einer Kontenfarbe.

(b) Wir versuchen Q von unten zu approximieren. Sei dazu fir X CV
X' ={zeV:zePVvIy((z,y) c EAnyecX)},

Qo =0 und Q41 = (Q;)'. Beweisen Sie, dass Q; C Q41 und Q = J, oy Qi- Was ist die

intuitive Bedeutung von @;?

Hinweis: Um Q C | J;cy @i zu zeigen, kénnen Sie die Minimalitdt von Q ausnutzen.
(c) Geben Sie eine pridikatenlogische Formel v;(x) an, die in jede Struktur U = (V, E, P)

die Teilmenge (); definiert, also so, dass:

Q; = {’U eV 9 ):1/11(1))}

(d) Zeigen Sie mit Hilfe des Kompaktheitssatzes, dass es eine keine pridikatenlogische For-
mel ¢(x) gibt, die in jeder Struktur U = (V, E, P) die Menge Q definiert, so dass die
Erweiterung von U um Q minimal fiir @ ist.

Musterlésung:

(a) Q besteht aus den Knoten in V, von denen man mit einem E-Pfad zu einem Knoten
in P gelangen kann (also, die v € V, so dass es eine Folge (v, ..., v,) gibt, mit vy = v,
v, € P und (v;,vi41) € E fiir alle i < n).



4. Ubung FGdI 2

(b)

Die Aussage Q; C Q;1+1 beweisen wir mit Induktion. Fiir 7 = 0, gilt Qo = () und damit

Qo C Q1.
Gilt Q; C @Qiy1, dann gilt:

Qi1 = (@)
— {xEV:xeP\/Hy((az,y)EE/\yeQi)}
C {JJGV::UGP\/EIy((a:,y)GE/\yeQiH)}
= Qit+o

Also gilt Q; C Qi1 fir alle i € N.

Um zu zeigen, dass Q C |J;cy @i, reicht es zu zeigen, dass |J;. Qi ein Modell von &
ist. Da Q1 = P gilt die Aussage Yz (Pz — Q) sicher. Betrachten wir also x,y, so dass
(x,y) € Eund y € J;eny @i- Dann gibt es ein i € N, so dass y € @;. Dann folgt, dass
T € Qi1 C UieN Q;. Also gilt die zweite Aussage in @ auch.

Um die andere Inklusion | J;cy Qi € Q zu zeigen, beweist man mit Induktion {iber 7, dass
Q; C Q. Als Induktionsanfang betrachten wir die Féllei =0 und i =1. Qo =0 C Q ist
offensichtlich wahr, genauso sieht man, dass )1 = P C Q. Fiir den Induktionsschritt
nehmen wir an, dass P C @; C Q ist. Fiir jedes v € Q;11 gilt, v € P C Q oder es gibt
ein v/ mit (v,v') € F und v € Q; C Q. Damit erfiillen aber v und v in (2, Q) die
Pramisse von VaVy(Qy A Exy — Qx), also muss v auch die Konklusion erfiillen, womit
v € Q bewiesen ist.

Intuitiv ist @; die Menge von Knoten von denen man mit einem F-Pfad der Linge
kleiner als ¢ einen Knoten in P erreichen kann.

Wir definieren induktiv:

Yo(z) = —z=z
Yir1(x) = Pz V3y(Ezy Avi(y))

Nehmen wir an, es gidbe eine Formel ¢ die in jeder Struktur U eine Teilmenge Q definiert,
so dass (U, Q) minimal fiir ¢ ist. Erweitern wir die Sprache um eine Konstante ¢ und
betrachten wir die Satzmenge:

¥ ={p(c)} U{ti(c) : i € N}.

Die Formelmenge ¥ is unerfiillbar, da man in einem Modell ¥ die Konstante ¢ nicht
widerspruchsfrei interpreteren kann: einerseits soll man mittels eines E-Pfads von ¢ aus
Knoten in P erreichen kénnen, da ¢(c) gilt; andererseits darf dieser Pfad nicht die Lénge
7 haben fiir alle 4 € N. Aber so ein Pfad muss natiirlich eine bestimmte Lénge i haben,
also sind die Aussagen widerspriichlich.

Dann ist nach dem Kompaktheitssatz eine endliche Teilmenge von ¥ unerfiillbar und
insbesondere ist schon eine Teilmenge von der Form

Un = {p(c)} U{i(c) - i <nj}

unerfiillbar (da jede endliche Teilmenge von ¥ in einem der ¥, enthalten ist). Im Wi-
derspruch dazu zeigen wir nun, dass ¥, sehr wohl ein Modell besitzt. Wir betrachten
das folgende Modell

O 1 e n ,

wobei wir ¢ als 0 interpretieren und P als {n}.

Also haben wir einen Widerspruch und schliessen, dass es keine Formel ¢ geben kann,
die in jede Struktur U die Teilmenge Q definiert.
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Hausiibung

Aufgabe H1 (6 Punkte)
Diese Aufgabe ist eine Fortsetzung von Aufgabe G3. Wir betrachten weiterhin nicht-negative
universelle Horn-Formeln iiber der Signatur SoUS1, so dass in der Konklusion jeweils nur eine
Relation aus S; auftritt. Weiterhin nehmen wir an, dass Sy keine Relationssymbole enthalte.

(a)

(b)

Nehmen Sie an, eine Sp-Struktur 2 besitze eine minimale Erweiterung beziiglich einer
Formelmenge &. Zeigen Sie, dass diese dann von der Form (2, (R;)ies,) sind, wobei
R = (R} | es gibt (R meso (i 5o dass (A, (R mes,) = B).

Beweisen Sie, dass jede solche Menge @ von nicht-negativen universellen Horn-Sétzen
ein Herbrand-Modell H = (7y(S0), (Ri)r,es, ) besitzt, das minimal fiir ¢ ist, wenn wir H
als Erweiterung von 7y(5) auffassen.

Finden Sie das minimale Herbrand-Modell der Sitze
Pe, Va(Px — Pfxx).

und begriinden Sie, warum dieses Modell minimal ist. Dafiir diirfen Sie den Hinweis
benutzen ohne ihn zu beweisen.

Hinweis: Man kann allgemein beweisen, dass die Approximation von unten wie in
Aufgabe G3 fiir alle Modelle und alle Mengen nicht-negativer universeller Hornformeln,
wie wir sie hier betrachten, funktioniert.

FEin gleichungsfreier negativer universeller Horn-Satz hat die Gestalt
Vay - -Vep—(ag A A ap)

mit gleichungsfreien Atomen oy, ..., .

Sei @, eine Menge nicht-negativer universeller Horn-Sétze und @_ eine Menge negativer
universeller Horn-Sétze. Zeigen Sie, dass die Vereinigung ¢4 U®_ genau dann erfiillbar
ist, wenn jede Formel aus ¢_ im minimalen Herbrand-Modell von @ gilt.

Hinweis: Es kann hilfreich ein zu zeigen, dass ein negativer universeller Horn-Satz ¢
folgendes erfiillt: Wenn Ry, ..., R, und R),..., R} Relationen sind, so dass R; C R
und zusétzlich (A, R, ..., R]) E ¢, dann gilt (A, Rq,...,Ryn) E ¢

Musterlésung:

(a)

Seien (R;)r,ecs, Relationen, so dass die Erweiterung (A, (R;)r,es, ) minimal beziiglich ¢
ist. Wir setzen M; := {R] | es gibt (R})jes,\r, so dass (%, (R})jes,) = @}. Wir miissen
zeigen, dass R; = (Vprcari Ri- Da Ri € My, ist (2) klar. Fiir (C) reicht es festzustellen,
dass nach Definition fﬁr alle R, € M; gilt, dass aufgrund der Minimalitidt von R; dann
Ri C R gilt.

Sei M die Menge aller Herbrand-Modelle von @. Fiir jedes Relationssymbol R; € S
definieren wir die Relation

Ri={RI'|HeM},

wobei RZ{ die Interpretation von R; in H bezeichnet. Wir behaupten, dass Hy :=
(70(5), (Ri)R,es,) das minimale Herbrand-Modell von @ ist.

Fiir ein beliebiges Herbrand-Modell H € M gilt Ry C R™ nach Definition von Ry. Es
reicht also zu zeigen, dafi Hg tatéchlich ein Modell von @ ist.

Sei ¢ := Vay---Va,[(an A -+ A ay,) — [] eine Formel aus . Um zu zeigen, dass
Ho = ¢ betrachten wir ein beliebiges Tupel a € Tp(S)". Wenn ein Index i existiert mit
Ho - «a;lal, dann ist die Implikation erfiillt. Nehmen wir also an, da Hy = «;lal, fiir
alle 7. Nach Definition von Hj folgt daraus, daB H = «;[a], fiir alle H € M. Da die
Elemente von M Modelle von ¢ sind, gilt also H = fa] fiir alle H € M. Somit gilt
auch Hy = Bla]. Dies impliziert, dass Ho = ¢.
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(¢) Ho := (7o(S), P), wobei P die Menge aller >balancierten< Terme ist:
P = {c, fec, f fecfee, f f fecfeef fecfece, . .. }

(d) (<) Wenn das minimale Herbrand-Modell von & auch Modell von &_ ist, dann ist
offensichtlich @, U &_ erfiillbar.
(=) Angenommen, die Menge @, U®_ ist erfiillbar. Dann hat diese Menge eine Herbrand-
Modell H = (75(So), (R*)g,es,)- Sei Ho = (70(So), (R1®)r,es, ) das minimale Herbrand-
Modell von . Dann gilt RZ{O C R fiir jedes i. Fiir jede Formel ¢ = Va1 - - - Vo, (a1 A
- A ayy,) € D_ folgt deshalb aus H |= ¢, dass Ho = ¢. Also ist Hp Modell von &_.

Aufgabe H2 (6 Punkte)
Seien
p1 = VaVy(R(z,y) A Qy) — ~P(v))
2 = Va(=P(z) — y(R(z,y) A P(y) AQ(y)))
w3 = Va(P(z) — Jy(R(z,y) A~P(y)))
wyg = VaVyVz(R(z,y) N R(y,z) — R(z, z))

(a) Wandeln Sie die Formeln ¢1, p2, ¢3, ¢4 in Skolem-Normalform um.
(b) Zeigen Sie semantisch, dass die Formelmenge {1, 2, 3, ¢4} nicht erfiillbar ist.
(c) Je drei der vier Formeln ¢1, 9, 3, ¢4 sind gemeinsam erfiillbar. Weisen Sie dies fiir alle
vier Kombinationen durch Angabe von Herbrand-Modellen nach.
Musterldsung:

(a) ¢1 und ¢4 sind schon in Skolem-Normalform, fiir ¢9 und 3 fithren wir einstellige
Funktionssymbole f und g ein.

o1~ VaVy(R(z,y) A Q(y) — —P(z))

2~ Va(=P(z) — R(z,g(z)) A P(g(x)) A Qg(x)))
@3~ Va(P(z) — R(z, f(x)) A—P(f(z)))

P4~ VwaVz(R(:c,y)/\R(y, )_> (iL',Z))

(b) Es geniigt zu zeigen, dass die Skolem-Normalformen von ¢; bis ¢4 nicht gleichzeitig
erfiillbar sind.

Nehmen wir an, dass A ein Modell wire. Es ist hilfreich A als einen Graph zu betrachten,

wobei R4 die Kantenrelation ist und P4 eine Eigenschaft der Knoten. Sei z einen

beliebigen Knoten. Es gibt zwei Moglichkeiten:

(1) z hat die Eigenschaft P. Dann ist « nach ¢3 mit einem Knoten f(z) verbunden, der
nicht die Eigenschaft P hat. 9 besagt dann, dass f(z) mit einem Knoten g(f(z))
verbunden ist, der die Eigenschaft () hat. Andererseits ist die Relation R transitiv
(¢4) und deshalb ist x mit g(f(z)) verbunden. Da g(f(z)) die Eigenschaft @ hat,
hat x nach ¢ die Eigenschaft P nicht. Widerspruch!

(2) z hat die Eigenschaft P nicht. Dann ist wegen 9 z mit einem Knoten g(x) verbun-
den, der die Eigenschaft P hat. Wir erreichen dann wie oben einen Widerspruch
mit g(x) statt x.

Wir schliessen, dass es keine Modelle von {¢1, p2, 3, @4} gibt.

(c) Wir geben jeweils eine mogliche Losung an.
e Herbrand-Struktur H fiir {¢1, 2, 3}
Trégermenge: T' = | J,,cry T, wobei Ty = {c} und Tpp1 = {f(t) : t € T} U{g(t) :
teT,}.
R ={(s,t) €T? : s €T, und t € T,y fiir ein n € N} (also ein biniirer Baum).
PM = Q" = J{T,, : n ungerade}.
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e Herbrand-Struktur H fiir {1, 3, pa}
Trégermenge: T = {f"(c) : n € N}.
R™ = ) (niemals verbunden).
P = Q" = ) (kein Knoten hat die Eigenschaft P oder Q).

e Herbrand-Struktur H fiir {¢1, 2, 4}
Trigermenge: T' = {¢"(c) : n € N}.
R™ = ) (niemals verbunden).
P = Q" =T (alle Knoten haben die Eigenschaft P und Q).

e Herbrand-Struktur H fiir {2, 3, pa}
Trégermenge: T' = | J, ey T, wobei Ty = {c} und Tp,p1 = {f(t) : t € T} U {g(t) :
teT,}.
R" =T x T (immer verbunden).
P = Q" = J{T}, : n ungerade}.



