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3. Ubungsblatt zu FGdI 2

Gruppeniibung

Aufgabe G1
(a) Sei R = (R, +®, % R <R 0 1). Eine Formel o(x,y) definiert in R die Relation

[¢]* = {(a,b) € R* : R |z pla,b] }.

Geben Sie Formeln an, die die folgenden Relationen in R? definieren:
(i) Einen Kreis mit Radius 2 um den Ursprung.
(ii) Eine Gerade durch den Ursprung mit Steigung 2/3.
(iii) Die Strecke, welche vom Punkt (1,2) bis zum Kreis aus (i) fithrt und senkrecht auf
diesem steht.

(b) Zeigen Sie durch ein konkretes Gegenbeispiel, dass

JroATzy #Z Fz(pA).

Uberlegen Sie sich anhand des Semantikspiels warum Thr Gegenbeispiel zeigt, dass die
Formeln nicht dquivalent sind.

Musterlésung:
(a) (1) ¢(z,y) =z -x+y-y = t4, wobei wir ¢, als eine Abkiirzung fir 1 +1+...1

n—mal
betrachten.

(ii)) p(x,y):=x+x=y+y+yoder p(x,y) =ty -x =1t3-y.
(iii) p(z,y):=y+y=z) A(e<lVa=1)A(0<y)
ANta<z-z+y-yVitg=x-x+y-y)

(b) Man nimmt z.B. die Struktur (B = {0,1},0, 1) zur Signatur S = {0, 1} mit zwei Kon-
stantensymbolen 0 und 1, und Formeln ¢(x) := x =0 und ¢(z) := = = 1.
V gewinnt das Spiel zur Formel 3x o A3z 1), da sie die folgende Gewinnstrategie hat: sie
wartet ab welches Konjunktsglied von F gewihlt wird. Falls F das Konjunktionsglied
Jx ¢ wahlt, wihlt sie z = 0; falls F das Konjunktionsglied 3z ¢ wahlt, wihlt sie x = 1.
In beiden Fillen gewinnt sie, also ist die Formel Jx ¢ A dz ¢ wahr in diesem Modell.
Andererseits gewinnt F das Spiel zur Formel 3z (p A1), da er die folgende Gewinnstra-
tegie hat: er wartet ab welches Element z € B von V gew&hlt wird. Falls V den Wert
x = 0 wahlt, wihlt er die Teilformel ; falls V den Wert x = 1 wéahlt, wihlt er das
Konjunktionsglied ¢. In beiden Fillen gewinnt er, also ist die Formel Jx (¢ A1) unwahr
in diesem Modell.
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Aufgabe G2
Eine nicht negative Hornformel ist eine Formel der Form

(@A Ngn) —q.

(Fiir n = 0 ergibt sich einfach gq.)

Man beachte, dass eine nicht negative Hornformel (g1 A - -Agy,) — ¢ einer Klausel {—qy, ..., —qn, q}
entspricht, die genau ein positives Literal enthélt. Allgemeiner heiflen Klauseln mit hdchstens
einem positiven Literal Hornklauseln.

(a) Geben Sie alle Modelle der Menge

&={p,(pNq) =r,p—=r,(pANqg) = s,(pAr) = t,s—t}

an.
Welches ist das minimale Modell (vgl. Skript Lemma 5.12 und H1)?

(b) K := {{p}, {=p—q,r}, {-p,7},{-p,—q,s}, {-p, —m,t},{—'s,t}} ist die Klauselmenge,
die zu der Menge der Hornformeln ¢ aus (a) gehort.

Berechnen Sie Res*(K).

Musterlésung:

(a) Es gibt die folgenden Moglichkeiten:

p q v s t
1 01 0 1
1 1 1 1 1
1 01 1 1

Das erste Modell ist minimal.

(b)
ReSO(K) = {{_‘pa =q,7}, {=p, v}, {p} {=p,—q, s}, {-p, —r, t}, {-s, t}}
Res' (K) = ReSO(K) U {{_'p7 t}v {_'Qa T}v {T}’ {_'Q7 S}v {_'T7 t}v {—'p, -q, t}}
Res?(K) = Res' (K) U {{t}, {~q,t}}
Res?(K) = Res?(K)
Also:
ReS*(K) = {{—'p, -q, T}v {_‘p, 7“}, {p}7 {_'p7 -q, S}, {_‘p7 -, t}? {_'37 t},
{=p.t}, {=a, 7} {r}, {=g,sh {-r th {-p, 2a, th {th {—q, t} } .
Aufgabe G3

Finden Sie mittels Beweissuche im Sequenzenkalkiil SK fiir folgende Formeln bzw. Sequenzen
entweder eine Herleitung oder eine nicht-erfiillende Belegung.

(@) F(pAg)V=(gVvr)VrVv-p
(b) pgvrE(pAg V(pAT)
(c) F=(=(pAg)AT)V(gAT)

Musterlésung:
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—— (Ax) ——— (Ax)
¢,pEpr q¢,praq,r
AR

¢pbEpAgr onpAqnxA@
(VL

(—-R)

(—R)

(VR)

(VR)

(VR)

qVvr,pEpAg,r

gVvVrtEpAg,r,—p

l—p/\q,—'(q\/T)J‘,—'p

FpAg,—(qgVr),rV-p

FpAg,=(gVr)VrV-op
FpAgV—o(gVvr)VrV-p

— (Ax) —— (Ax) ——— (Ax) ——— (Ax)
p,qtEp,pAT p,qbEq,pArT p,rEpAgp p,rEpAg,r
(AR) (AR)

pqEpANgGpAT p,rEpAgpAT
p,qVrEpANgpAT
p,gVrE(@AqV(pAr)

(VL)

(VR)

rtq,q rkgqp
(AR) ———— (Ax)
rEqg,pAgq rEr,pAgq
AR)

rEgATr,pAgq

(-L)
(AL)
(=R)
(VR)

“(pAq),rEgAT

“(pAgATEQGAT
Fo(=pAg AT) g AT
F=(=(pAg) AT)V(gAT)

Fine nicht erfiillende Belegung ist z.B. r — 1 und ¢, p + O.

Hausiibung

Aufgabe H1 (6 Punkte)
(a) Sei @ eine Menge von nicht negativen Hornformeln und 7 := {J : J |= &} die Menge
aller ihrer Modelle. Wir definieren eine Interpretation Jy durch

Jo(p) =1 gdw J(p)=1firaleJeZ.
Zeigen Sie, dass Jy ebenfalls ein Modell von @ ist. Wir nennen Jy das minimale Modell

von @. (Warum?)

(b) Zeigen Sie, dass es Formelmengen @ gibt, die keine minimalen Modelle besitzen. (¢ kann
also nicht nur aus nicht negativen Hornformeln bestehen.)

(c) Sei @ eine Menge von nicht negativen Hornformeln, K die dazugehorige Menge von
Hornklauseln und Jg das minimale Modell von @. Zeigen Sie, dass

(i) Res"(K) nur nicht negative Hornklauseln enhélt (insbesondere also nicht die leere
Klausel);

(ii) fiir jede Variable p, gilt

{p} € Res*(K) gdw TJo(p)=1.
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Hinweis. Beweisen Sie erst, dass
Jo(p) =1 gdw @PE=p gdw [OeRes"(KU{p}).

Benutzen Sie dabei die Korrektheit des Resolutionskalkiils fiir die Richtung (=) und die
Vollsténdigkeit (insbesondere Lemma 5.5 bzw. Lemma 5.8) fiir die Riickrichtung (<=).

Musterlésung:

(a) Sei (g1 A -+ A@gn) — q eine Formel in ¢. Angenommen, Jy j= (¢1 A -+ A gn) — ¢. Dann
gilt Jo(g;) = 1 fiir alle 1 < i < n, aber Jy(q) = 0. Nach Definition von Jy gibt es also
eine Interpretation J € Z mit J(q) = 0. Andererseits ist J(g;) = 1 fiir alle 7. Somit gilt
JHE (@ AN ANgn) — q. Also ist T ¢ Z. Widerspruch.

(b) ¢ :={pVq} (oder =p V =g = =(p A q), eine negative Hornklausel).

(c) (i) Wenn wir zwei Hornklauseln {—qi, ..., —¢n, ¢} und {—¢i,...,—q,, ¢} resolvieren,

dann muss dies beziiglich eines der positiven Literale g oder ¢ geschehen. Wir haben
also etwa ¢ = ¢} und die Resolvente

{=a1, s G, s+ 2y 0}
ist wieder eine Hornklausel. Wenn wir also mit einer Menge von Hornklauseln star-
ten, dann enthalten wir durch Resolution nur Hornklauseln.

(ii) Zum Beweis des Hinweises: es gilt, dass Jo(p) = 1 gdw. fiir alle J mit J = &
gilt I(p) = 1, also J = p gdw. @ | p gdw. @ U {—p} unerfiillbar gdw. O €
Res*(K U {—p}). Wir beweisen nun die Aufgabe:

(=) Nach Lemma 5.5 folgt aus {p} € Res*(K), dass ¢ |= p. Somit ist Jo(p) = 1.

(<) Wenn Jo(p) = 1, dann gilt (mit Hilfe des Hinweises) 0 € Res*(K U {—p}).
Das bedeutet, es gibt einen Ableitungsbaum aus den Klauseln aus K und {—p}, der
O erzeugt. In diesem Baum muss die Klausel {—p} vorkommen, denn sonst wire
O € Res*(K), im Widerspruch zu Aufgabenteil (i). Wenn man aber die Resolvente
von {—p} und einer Klausel C' bildet, ist das Ergebnis die Klausel C'\ p. Wir kénnen
also im Ableitungsbaum alle Vorkommen von {—p} streichen und dafiir bei allen
Klauseln, die unterhalb eines solchen {—p} urspriinglich standen, p hinzufiigen.
Damit erhalten wir eine giiltige Ableitung deren letztes Element U {p} = {p} ist.

Aufgabe H2 (6 Punkte)
= sei ein 2-stelliges Relationssymbol in Infixnotation. Betrachten Sie den FO(=)-Satz

© = Vx1Vaodrs ((azg =z Ax3 2 x9) AVay ((x4 2T Axg R x9) — Ty < a:3)>

Sei A = (A, =4) mit A = {0,1,2} und =*= {(0,0),(0,1),(0,2),(1,2)}.
(a) Zeigen Sie A F ¢, indem Sie eine Gewinnstrategie fiir den Falsifizierer angeben.
Hinweis:
(i) Bringen Sie ¢ in Negationsnormalform ¢, und bestimmen Sie SF(y’).

(ii) Skizzieren Sie die Struktur 4, und iiberlegen Sie inhaltlich, was die Subformeln von
¢’ bedeuten.

(iii) Geben Sie fiir alle relevanten Spielpositionen an, wie der Falsifizierer ziehen soll,
um sicher zu gewinnen.

(b) Sei v eine zu
dxg ((1’3 <@ Ay X m9) AVay (24 2 @1 Ay X 29) — a4 < 333))

dquivalente Formel in Negationsnormalform.
Fiir welche (a},a) € A x A hat der Verifizierer in der Position

(1/)) (alla a,2a as, a4))

eine Gewinnstrategie?
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Musterlésung:

(a) Eine Menge mit einer zweistelligen Relation ist i.A. ein (gerichteter) Graph, also kann
man A folgendermaflen darstellen

{
\0
)

und cpA bedeutet, dass es zu zwei Elementen z; und x5 ein Element x3 gibt, mit x3 — x;
und z3 — x2 und sodass es zu jedem x4 mit x4 — x1 und x4 — 9 eine Kante x4 — 3
gibt. Man {iberpriift leicht, dass fiir 1 — 2 und xo — 2 kein x3 mit der bendtigten
Eigenschaft existiert, also A H .

Als néchstes formen wir ¢ in Negationsnormalform um:
© = Vao1Vrodrs ((atg < x1 ANy 2 x9) AVay ((x4 < x1 ATy S x9) — x4 X x3)>
= Va1 Varodrs <(:c3 <z Ax3 2 x9) AVry (—|(x4 <1 ANxg 2 x9) Vg =X CL‘3))

= Va1 Vaodas ((1‘3 <z Azg X 1}2) AVxy ((—|.1'4 <x1V-zy X 1‘2) Vs X xg))

:290,
Wir zeigen nun, dass fiir beliebige a1, as, a3, a4 € A der Falsifizierer in der Spielposition

(¢, (a1, a2,a3,a4)) eine Gewinnstrategie hat: Angenommen der Falsifizierer zieht von
der Position

(Vwﬁxﬁxg ((xg < x1Ax3 X T2)AVy ((ﬁa:4 < x1Vory X x9)Vay < mg)) , (a1, a2,as, a4)>
nach

<V$25|$3 ((:1}3 2z Ax3 2 x9) AVy ((ﬂx4 <z Voxy 2 x9)Vay = :c;;)), (2, a9, as, a4))
und von dort nach

<3:173 (({L‘g <z Ax3 2 x2) AVry ((—|$4 <z Vxg 2 x9) Vg < xg)), (2,2, a3, a4)>

dann hat der Verifizierer drei Moglichkeiten zu ziehen:

az — 2:
((:Eg <1 ANxg S x9) AViy ((—|:v4 <11V xg S x9) Vg < xg), (2,2,2, a4)>
dann kann der Falsifizierer nach
(3 2 21 A = 22,(2,2,2,00)

und
(.’133 j X1, (27 27 2) (14))

ziehen und gewinnt wegen A F 2 < 2.



3. Ubung FGdI 2
as — 1:
((333 <z Ax3 2 x9) AVry ((ﬁ:c4 <z Vxg 2 x9) Vg <X ZE3), (2,2,1, a4)>
dann kann der Falsifizierer nach
(Vaz4 ((—|334 <z Vxg 2 x9) Vg <X :cg), (2,2,1, a4))

und
((ﬂx4 <2 Vg < @) Vg < a3, (2,2, 1, 1))
ziehen und gewinnt wegen AF 1 <1und AF 1 <2.
ag — 0:
<($3 <z Azr3 X 1’2) AVxy ((—|$4 <x1V -y X .1‘2) Vg X .7}3), (2, 2,0, a4)>
dann kann der Falsifizierer nach
(Vl‘4 ((mzg 221 Vg 2 x2) Vg = x3),(2,2,0, a4)>
und
<(ﬂ334 <z Vxy 2 x2) Vg 2 x3,(2,2,0, 1))

ziehen und gewinnt wegen A1 <0und AF 1 < 2.
Also hat der Falsifizierer eine Gewinnstrategie, und es gilt A & ¢.

(b) Wir zeigen, dass der Verifizierer fiir alle (a}, ab) € A x A\ {(2,2)} eine Gewinnstrategie
hat:

Der Verifizierer zieht von (v, (a}, @), as,aq)) nach

((963 =1 Aw3 X x2) AVIy ((ﬂx4 < a1 Vowy X x2) Vay 2 $3), (ah, a5, 0, a4))

Der Falsifizierer hat nun zwei Zugmoglichkeiten:
(1) Er zieht nach
(ZU3 =z Ar3 = T2, (a’l,a’Q,O,a4))

dann gewinnt der Verifizierer im néchsten Zug, da A E 0 < x fiir alle x € A.
(2) Er zieht nach

(V374 ((—'6174 <z Vg X 9) Vg X 333)7 (af, a3, 0, a4))

dann hat der Falsifizierer im néchsten Zug drei Moglichkeiten:
(i) Er zieht nach

((may < @1V —wg 2 @2) Vg = @3, (a], a5, 0,0))

dann gewinnt der Verifizierer im néichsten Zug, da AF 0 <0
(ii) Er zieht nach

(mzg 221V~ 2 22) Vg = 3, (a],a5,0,1))

oder
((omg 221V —2g < 2) V 24 = 13, (0, 05,0, 2))

dann gewinnt der Verifizierer in zwei Ziigen, da a} oder af ungleich 2 ist und
AF1<1und A¥1<0bzw. A¥2<1und AKF2 <0 gelten.
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Aufgabe H3
Zusatzaufgabe
Losen Sie das Rétsel (Nr. 5) auf der néchsten Seite (aus Lewis Carroll, Symbolic Logic, 1896)

(a) mit dem Resolutionskalkiil.
(b) mit dem Sequenzenkalkiil.

Hinweis: Arbeiten Sie z.B. mit Aussagenvariablen p,,, fiir x,y € {a,b,¢,d,e, h}U{A,B,C,D,E, H}
mit der Bedeutung ,,x ist in derselben Gruppe wie y”; hierbei steht etwa a fiir Mr Acres, A
fiir Mrs Acres, etc.

EIGET PROBLEMS FROM PART II 191

(18) People, who are popular and worthy of praise, either
are public benefactors or else are unassuming,

Univ. “ persons’; a = able to keep a secret; b = clear-
headed; ¢ = constantly talking; d = deserving
praise ; e = exhibited in shop-windows ; / = expressing
oneself well ; & = fit to be an M.P.; ! = influential ;
m = never-to-be-forgotten; n = popular; r = public
benefactors; & = unassuming; ¢ = using ome’s in-
fluence for good objects; v = well-educated ;

0 = women; z = worth one's weight in gold.

\5.

Six friends, and their six wives, are staying in the same
hotel ; and they all walk out daily, in parties of various size
and composition. To ensure variety in these daily walks,
they have agreed to observe the following Rules :—

(1) If Acres ’is with (i.e. is in the same party with)
his wife, and Barry with his, and Eden with Mrs.
Hall, Cole must be with Mrs. Dix ;

(2) If Acres is with his wife, and Hall with his, and
Barry with Mrs. Cole, Dix must not be with Mrs.
Eden ;

(3) If Cole and Dix and their wives are all in the
same party, and Acres not with Mrs. Barry, Eden
must not be with Mrs, Hall ;

(4) If Acresis with his wife, and Dix with his, and
Barry not with Mrs. Cole, Eden must be with
Mrs. Hall;

(5) If Eden is with his wife, and Hall with his, and
Cole with Mrs. Dix, Acres must not be with Murs.
Barry ;

(6) If Barry and Cole and their wives are all in the
same party, and Eden not with Mrs. Hall, Dix must
be with Mrs. Eden,

The Problem is to prove that there must be, every day,
at least one married couple who are not in the same party.

Musterlésung;:
(a) Wir formalisieren erst die Aussagen mit Hilfe der Aussagenvariablen pg,,:
©1 := (PaA N DoB N DeH) — PeD
92 := (PaA N OrH A Poc) — —PdE
@3 := (pec A PdD A PeD N “PaB) — “PeH
@4 := (PaA N PaDPbC) — PeH
@5 := (PeE N PhE A PeD) — “PaB
©6 := (PbB A\ Pec A PbC N "PeH) — PdE

IR ol o
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7. %= =paa NV =P V pec V TPap V TPeE V TPhH
Zu zeigen ist, dass ¢1, ..., vs = 1. Deshalb schreiben wir ¢ bis ¢g und =7 in Klausel-
form um:
1. {{_'paAa —PvB, _‘peHapcD}}
H=Par, ~nm, poc; PaE}}
H{=pecs =PaD, —PeD, PaB, "Pen }}
{H{=Paa, ~pap, Pbc; Per }}
{{_'peE’ TPhH) "PcD; _‘paB}}
H=pvB, =PeC, PoCs Perrs Par}}
7. {{paa}t {ps}, {pcc}, {PaD}, {PeE} {PRE}}

Ziel ist, die leere Klausel abzuleiten aus der Vereinigung der obenstehenden Klausel-
mengen.

AR T

Erstens konnen wir Resolution mit Klauseln aus 7 anwenden um die negierten Aussagen
von der Form p,x in 1-6 zu eliminieren. Also sind die folgenden Klauseln mit Resolution
ableitbar:

. {_'pevacD}

2. {-pvc, par}t

3. {_‘pcD7 PaB, _‘peH}

4. {pvc,perr}

5. {=PeD, "PaB}

[u—

6. {—pvcsPer, Par}
Mit diesen Klauseln ist dann {—p.z} ableitbar:
{_‘peH7 pcD} {_‘pcDa _‘paB}
{_‘peH7 _‘paB} {_‘pcDa PaB; _‘peH}
{ﬂpeHa _‘pcD} {_‘peHa pcD}
{_‘peH}
Und damit auch [J:
{=pvc, par} {=pvcs Perr, PaE}
{=poc, Perr } {pocs per }

/

{_'peH } {peH }

/

|:| /
(b) Seien Iy = {(Paa APbBAPer) — PeD, (PaA ADLEADLB) — PdE, (Dec ADdD APeDA"PaB) —
e s (PaA APdD N —DbC) — DeH, (PeE ADhE APeD) — —DaBs (DB A Pec ADbc N —Der) —
pae}ts I = {Paa, PbB, PeC, PaD, PeE, Prhi } und I' = Iy U I'. Es geniigt zu zeigen, dass
I' F ableitbar ist, da hieraus mit wiederholter Anwendung von (—R) die Sequenz [ -

—PaAs "PbB; - - - , "Pru folgt und daraus wieder durch wiederholte Anwendung von (VR)
die Sequenz Iy F = pga V-pp V...V —pry.
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Durch Zusammensetzung der folgenden vier Ableitungen bekommt man die erwiinschte
Ableitung von I'" F-. Diese Ableitungen sind so zu verstehen:
(i) Der Ausdruck zy is eine verkiirzte Schreibweise fiir die Aussagevariable p,y (z.B. c¢d

fiir pep).

(ii) Aussagen von der Form zx A yy sind einfach aus Iy (und damit aus I") ableitbar,
so Sequenzen von der Form I' F zx A yy konnen als Axiome behandelt werden.

(iii) Eine Situation die oft auftritt, ist, dass man I" F ¢, A und I',¢) b A ableitet, mit
¢ — ¢ € I' (zur Erinnering: ¢ — 1) ist eine Abkiirzung fiir —¢ V v). Hieraus folgt
I' F A, wie folgt:

', A
I''—pk A iyt A
'y —yE A

Da I' = I' U {¢ — 1}, haben wir hiermit auch I" - A abgeleitet. Diese Schritte
werden wie folgt abgekiirzt:
F'Fo, A ToFA
I'ey—vyell A

(iv) Die folgende abgeleitete Regel (“weakening”)

't A
rreAA
ist oft implizit angewand worden in den (VL) und (AR) Regeln um gleiche Kon-

texten zu erzwingen. So folgt z.B. mit “weakening” und der iiblichen (AR)-Regel,
dass man die (AR)-Regel auch so anwenden kann:

I'p A I'=¢ A
LI'=png, AN

Erstens leiten wir I', cd, eh | ab.

I'FceNdd Icdtcd

I'icdbFcecNddAcd I',—abt —ab I',eh Feh
I'teeNhh Icdt cd I cd,—abt cc ANdd A cd A —ab I',eh,—eh F
I,cdtee ANhh A cd I',(cc Ndd N cd N —ab) — —eh € T, cd, —ab, eh -

I'ed,(ee Nhh A ed) — —ab € I'yeh =
Daraus folgt dann I, eh +:

I'taa Abb I',eh Feh
I cd,eh - I'eh Faa AbbAeh
I' (aa Nbb AN eh) — cd € I'yeh -

Das koénnen wir dann anwenden um I, A F —pyco abzuleiten:

I, bbA cc I, bct be I'eht- I'Faa N hh I',bct be I',de - de
I',bc = bb A ccAbe 't —eh I',bck aa A hh A be I, de, ~de -
I'bcE bb A cc A\ be A —eh I',(aa AN hh A\bc) — —de € I',be,de -
I, (bb A cc Nbe N —eh) — de € I',be -
'+ —bc

Mit Hilfe der letzten zwei Ableitungen folgt dann I" F, wie erwiinscht.

I'FaaNdd I'F —be
I'aa AddA—bc I'eh

I' (aa Ndd N\ —bc) — eh € I'




