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7. Ubungsblatt zu FGdI 1

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Zeigen Sie, dass die Klasse der rekursiv aufzéhlbaren X-Sprachen unter Durchschnitt und
Vereinigung abgeschlossen ist.
Folgerns sie daraus, dass auch die Klasse der entscheidbaren Y-Sprachen unter Durchschnitt
und Vereinigung abgeschlossen sind.
Hinweis: Sie kénnen dafiir die Tatsache benutzten, dass es fiir zwei beliebige Turingmaschinen
immer eine Turingmaschine gibt, die diese beiden parallel simuliert. Diese Turingmaschine
kann man aus der Beschreibung der beiden anderen explizit konstruieren (was aufwendig
ist). Unter Annahme der Church-Turing-These ist klar, dass eine solche Konstruktion exi-
stieren muss, denn auch ein Computer kann die Ausfithrung von zwei Programmen parallel
simulieren.

Musterlésung:

Nach Definition 4.3.2 heifit L C X* aufzdhlbar, wenn L von einer Turingmaschine akzeptiert
wird. Nehmen wir deshalb an, dass K C X* von einer Turingmaschine Mg und L C X* von
einer Turingmaschine M, akzeptiert werden.

Die folgende Maschine M akzeptiert die Sprache K N L: auf einer beliebigen Eingabe w € X*
simuliert die Maschine M gleichzeitig die Berechnungen von M g und M, auf dieser Eingabe.
Wenn beide Simulationen in akzeptierenden Zusténden terminieren, dann akzeptiert M die
Eingabe. Andernfalls gilt die Eingabe als verworfen. (Dies gilt insbesondere wenn eine der
beiden Simulationen nicht terminiert).

Die Sprache K U L wird von der folgenden Maschine M’ akzeptiert: Auch diese Maschine
simuliert die beiden Maschinen My und My, nur die Akzeptanzbedingung dndert sich.
Sobald eine der beiden Simulationen in einem akzeptierenden Zustand terminiert, terminiert
auch M’ und akzeptiert die Eingabe. Wenn dieser Fall nie eintritt, gilt die Eingabe als
verworfen.

Um die entsprechen Abschliisse fiir entscheidbare Sprachen zu folgern wenden wir Beobach-
tung 4.3.3. aus dem Skript an: Sind K, L C X* entscheidbare Sprachen, dann ist K, K, L, L
aufzihlbar. Nach dem oben gezeigten gilt dann auch, dass KN L und KNL = KUL
aufzidhlbar sind und damit dass K N L entscheidbar ist.

Die Entscheidbarkeit von K U L kann man analog zeigen.

Aufgabe G2
Bestimmen Sie eine kontextfreie Grammatik fiir die arithmetischen Terme tiber (N, +,-,0, 1),
die minimal geklammert sind (d.h., wir beriicksichtigen die Assoziativitit der Addition und
Multiplikation und geben der Multiplikation Prioritdt iiber die Addition).

Musterlosung: Wir setzen X = {0,1, +, -, (, )} und benutzen die Nichtterminale {S, B, A, M }.
S ist das Startsymbol, B steht fiir Terme die nur aus einer der Konstanten 0 oder 1 bestehen,
A steht fiir alle Terme, die Summen kleinerer Terme sind, und M steht fiir alle Terme, die
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Produkte kleinerer Terme sind. Wir benutzen die folgenden Produktionen:

S — B|AIM

B — 0|1

A — A4+ A|A+B|B+A|B+B|M+A|A+M|M+M|M+B|B+M

M — M-M|M-B|B-M|B-B|M-(A)[(A)-M|[(4)(A)|(A)- B|B-(4)
Aufgabe G3

Sei w ein Wort iiber einem Alphabet X und
L, =X w

die Sprache der Worter, die auf w enden. Skizzieren Sie ein Verfahren, dass zu jedem Wort
w € X* den minimalen DFA A, fiir L, liefert.

Bemerkung: Die effiziente Berechnung und Simulation des Minimalautomaten fiir L,, ist
die Grundlage fiir den sehr effizienten String-Matching-Algorithmus von Knuth, Morris und
Pratt.

Hinweis 1: Versuchen Sie erst den minimalen DFA fiir L,, zu bestimmen im Fall X' = {a, b}
und w = abb und w = ababb.

Hinweis 2: Lesen Sie Paragraph 5.1 im Skript (Seiten 72 und 73).

Musterlésung:
Der minimale Automat fiir Lgpp ist:

b a 2
B
R
b

Im allgemeinen ist der minimale Automat fiir L,, der DFA A,, = (X, @, qo,J, A), wobei

Q = {w' :w istein Prefix von w}
g = ¢
S(w',r) = w”, falls w” das lingste Prefix von w ist,

das gleichzeitig ein Suffix von w'z ist
A = {w}

Beweisskizze: Wir zeigen erst, dass der DFA A, die Sprache L,, erkennt. pazu beweist man
mit Induktion iiber die Liange des Wortes, dass fiir alle v € X* gilt, dass 6(qo, v) das langste
Prefix von w ist, das gleichzeitig ein Suffix von v ist. Deshalb gilt:

d(qo,v) € A gdw. d(qo,v) =w gdw. w ist ein Suffix von v.

Um die Minimalitit von A, zu zeigen, benutzen wir das L,, # (. Wenn es einen Automaten
mit n Zustdnden gibt, der L,, erkennt, dann gibt es ein Wort v € L,, mit |[v| < n (vgl.
Hausaufgabe H2 auf Blatt 5). Da das kiirzeste Wort in L,, das Wort w ist, muss also jeder
DFA fiir L,, mindestens |w|+ 1 viele Zustéinde haben. Da |Q| = |w|+ 1, ist A, also minimal.
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Aufgabe G4
Sei L C {a}* eine kontextfreie Sprache iiber einem einelementigen Alphabet.

(a)

(b)

Zeigen Sie, dass man L darstellen kann als endliche Vereinigung
L=LoULp p,U---ULp, p.
wobei Lg eine endliche Sprache ist und
Lip:={d".ieN}.

Folgern Sie hieraus, dass jede kontextfreie Sprache iiber einem einelementigen Alphabet
regulér ist.

Hinweis zu (a): Benutzen Sie das Pumping Lemma um zu zeigen, dass es eine Zahl n € N
gibt, so dass

L=LoyULy p, ULpyp, U... mitpy,pa,...<n,

wobei Sie zunéichst unendlich viele Sprachen der Form Lj ,, zulassen. Argumentieren Sie im
zweiten Schritt, wieso Sie mit endlich vielen solchen Sprachen auskommen.

Musterlésung:

(a)

Sei n die Konstante aus dem Pumping Lemma. Wir setzen

Ly = {welLl:|w <n} und
S = {keN:d eLundk>n}
Fiir jedes k € S gibt es eine Zerlegung a* = yuvwz mit |uvw| < n, vw # ¢ und

yulvw'z € L fiir alle i € N. Setze pj, := |uw|. Dann folgt, dass
yulvw'z = a¥tPr e I
Also ist Ly p, € L und

L="LoU | Lip, -
kesS

Sind k,l € S zwei Zahlen mit
pr=pi, k=p, ! und k<I,
dann gilt L;,, C Ly p, . Wir konnen also L;,, aus der Vereinigung entfernen. Deswegen
gilt
L=1LoU | Ly,
kESo
wobei
Sy = {/-ceS cesgibt keinl € Smit I <k, p; = pi und k =, l}.

Da py, < n ist, folgt, dass Sy weniger als n? Elemente enthélt. Insbesondere ist die obige
Vereinigung also endlich.

Endliche Sprachen und jede Sprache der Form Ly, ), sind regulér:
Ly = L(a"(a?)").
Da regulédre Sprachen unter Vereinigung abgeschlossen sind, folgt, dass
L=LoULg p U---ULg, .

ebenfalls regulér ist.
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Hausiibung

Aufgabe H1 (7 Punkte)
Wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Antwort!

(a)
(b)
()
(d)

(e)

(f)
(2)

Reguldre Sprachen sind entscheidbar.
Es gibt kontextfreie Sprachen, die regulér sind.
Ist Ly reguldr und Lo C Ly, so ist Lo auch regulér.

Ist Ly regulédr und Lo beliebig, dann ist
L ={xe X" : es existiert ein y € Lo, so dass zy € L1}

regulér.

Das Komplement einer Sprache, die von einer Grammatik erzeugt wird, wird auch
wieder von einer Grammatik erzeugt.

Sind L; und Lo kontextfrei, so ist L1\ L2 entscheidbar.

Die Sprache aller reguldren Ausdriicke ist regulér.

Musterlésung:

(a)
(b)

()
(d)

(2)

Richtig. (Jede kontextsensitive Sprache ist entscheidbar und jede reguire Sprache ist
auch eine kontextsensitive Sprache.)

Richtig. (Jede regulére Sprache ist auch kontextfrei.)
Falsch. (Sei Ly = X* und L2 eine nicht-regulére X-Sprache.)

Richtig. (Sei A ein DFA fiir die Sprache L;. Wir kénnen A in einem DFA A’ fiir
die Sprache L umwandeln, indem wir die Menge der akzeptierenden Zustinde dndern:
wir erklidren nédmlich diejenigen Zustéinde in A’ zu akzeptierenden, aus denen man mit
einem Wort y € Lo in einen akzeptierenden Zustand von A gelangt. Diese Definition ist
natiirlich nicht unbedingt rekursiv, d.h., es gibt Sprachen Ls, so dass der Automat fiir
L sich nicht aus dem Automaten fiir L; berechnen lisst).

Falsch. (Die Sprachen, die von Grammatiken erzeugt werden, sind gerade die rekursiv
aufzidhlbaren Sprachen. Diese sind nicht unter Komplement abgeschlossen. Rekursiv
aufzdhlbare Mengen, deren Komplement auch rekursiv aufzéhlbar ist, sind gerade die
entscheidbaren Mengen: siehe Beobachtung 4.3.3 auf Seite 66 im Skript.)

Richtig. (Kontextfrei Sprachen sind entscheidbar und entscheidbare Sprachen sind unter
allen Booleschen Operationen abgeschlossen.)

Falsch. (Wére die Sprache aller regulidren Ausdriicken reguldr, dann wire die Sprache
der Klammerworter auch regulidr (warum?). Das ist sie aber nicht.)

Aufgabe H2 (8 Punkte)
Welche der folgenden Sprachen iiber dem Alphabet X = {a,b,c} sind (i) regulér, (ii) kon-
texfrei, aber nicht regulér, oder (iii) nicht kontextfrei? Begriinden Sie Thre Antwort!

Ly = {zeX" :|z|la> |z}

Ly = {zeX: |x|a> |xp > |2/}

Ly = {zxe€X" : |zl > |zp und |z|, <2010}
Ly = {ze€X* :|z|a>|z]p und |z|, > 2010}

Musterlésung:



7. Ubung FGdI 1

th

Lj:

L4:

L ist kontextfrei, aber nicht regulér. Ein PDA fiir L ist P = (X, Q, qo, A, A, ', #) mit
Q={q,q1}, I' ={#,A,B}, A= {q} und Transitionen

{ (@0, #, a, A#, q)
(qo, #, b, B#, qo)
(g0, A, a, AA, qo)
(@, B, a, ¢ )
(g0, A, b, ¢ qo0)
(0, B, b, BB, q)
(0, A, € ¢  q)
(g1, A, € ¢ q1)
(@, #, € ¢ Q) )

Man kann auf (mindestens) zwei Weisen argumentieren, warum L; nicht regulér ist.
Wenn L; regulér ist, dann auch die Sprachen L := {w € X* : |w|, < |w|p} (da reguldre
Sprachen unter Komplementbildung abgeschlossen sind) und aufgrund der Symmetrie
auch Lg := {w € X* : |w|y < |w|,}. Dann wire aber auch der Schnitt Ls N Lg eine
reguldre Sprache. Wir haben aber bereits gezeigt, dass die Menge aller Worter mit
|w|e = |wlp nicht regulér ist.

Alternativ kann man ein Pumpingargument benutzen: Angenommen L; wéire regulir.
Dann sei n die Schranke fiir L; aus dem Pumping Lemma. Wir betrachten das Wort
r = a1 Nach dem Lemma gibt es eine Zerlegung x = wvw mit |uv| < n,v # €
und wv™w € L fiir alle m € N. Da |uv| < n und v # ¢, ist v = a” fiir k > 1. Also ist
u®w = a1 kp" & L. Widerspruch!

: Lo ist nicht kontextfrei. Angenommen Lo wire kontextfrei. Sei n die Konstante aus dem

Pumping Lemma und setze z = a" 20"+, Nach dem Lemma gibt es eine Zerlegung
r = yuwowz mit |[uvw| < n,uw # € und yumvw™z € Lo fiir alle m € N. Da |Juvw| <
n kann wvw nicht sowohl a als auch ¢ enthalten. Deshalb gibt es nur die folgenden
Moglichkeiten:
e u und w enthalten nur a. Dann enthilt yuvw
nicht in Lo enthalten. Widerspruch!

02 nicht mehr a als b und ist deshalb

0

e v und w enthalten ¢ und b. Dann enthélt yu’vw®z nicht mehr b als ¢ und ist deshalb

nicht in Lo enthalten. Widerspruch!

02 nicht mehr b als ¢ und ist deshalb

e u und w enthalten nur b. Dann enthélt yuvw
nicht in Lo enthalten. Widerspruch!
e v und w enthalten b und ¢. Dann enthélt yu?vw?z nicht mehr @ als b und ist deshalb

nicht in Lo enthalten. Widerspruch!

2

e v und w enthalten nur c. Dann enthalt yu?vw?z nicht mehr b als ¢ und ist deshalb

nicht in Lo enthalten. Widerspruch!
L3 ist regulér. Fiir jedes n € N ist

f={rxe X" i |zlg>nund |z =n}={x € X* : |z|g >n}N{z e X" : x|, =n}

ein Durchschnitt von zwei regulédren Sprachen und deshalb regulédr. Es folgt, dass Lg =
Un<2010 L% auch regulér ist.

L, ist kontextfrei, aber nicht regulér. Ly = Lo N {xz € X* : |z|, > 2010} ist der Durch-
schnitt einer kontextfreien Sprache mit einer reguldren Sprache und deshalb kontextfrei.
Ware L4 auch noch reguldr, dann wére Ly = L3 U Ly das auch. Wir haben aber oben
gezeigt, dass Ly nicht regulér ist.



