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6. Ubungsblatt zu FGdI 1

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Betrachten Sie die kontextfreie Sprache L, die von der folgenden Grammatik G erzeugt wird:

G X() — ab ‘ ba ‘ X()Xo ’ CLX()b ’ ona

(a) Beschreiben Sie L umgangssprachlich.
(b

)

) Bringen Sie G in Chomsky-Normalform.

(c) Wenden Sie den CYK Algoritmus an, um zu bestimmen, ob bbab € L und aabbab € L.
)

(d) Konstruieren Sie einen Kellerautomaten, welcher L erkennt.

Musterlésung:

(a) L besteht aus den Wortern in {a,b}*, die nicht leer sind und genauso viele a wie b
enthalten.
Klar ist, dass alle Worter w, die man ableiten kann, genauso viele a wie b enthalten
und dass das leere Wort nicht ableitbar ist. Andererseits kann man das Argument in
Aufgabe G1 auf dem 5. Ubungsblatt einfach zu einem Beweis umschreiben, dass alle
nicht-leeren Worter mit genauso vielen a wie b in G ableitbar sind.

(b) Es gibt keine Regeln der Form X — Y oder X — ¢, deshalb konnen wir direkt damit
beginnen, Buchstaben durch Variablen zu ersetzen und erhalten:

Xo — ZoZy| ZpZy| XoXo| ZaX0Zy | ZpX0Z,
Ze — a
Zy, — b

Nun werden die Regeln der Form X — Y1Y5...Y,, mit n > 3 aufgeltst und wir erhalten
als Endergebnis:

Xo — ZuoZy|ZyZy| XoXo | Zo X | ZpY
X — Xo4

Y — XoZ,

Ze — a

Zy — b

(¢) Erzeugbare Teilworte der Léinge 1:

a Za

b Zy
FErzeugbare Teilworte der Linge 2:

aa : —

ab : Xp

bb : —

ba:Xo
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Erzeugbare Teilworte der Lénge 3:

aab —
abb X
bba —
bab X
Erzeugbare Teilworte der Lange 4:
aabb : Xg
abba : Xj
bbab : —
Erzeugbare Teilworte der Lénge 5:
aabba : Y
abbab : X

Deshalb ist bbab nicht erzeugbar und aabbab ist erzeugbar (z.B. mittels Xo — Z,X).

(d) Sei P = (X,Q,q0,A,A, I'#) der Kellerautomat mit Eingabealphabet X = {a,b},
Zustandsmenge @ = {qo,q1}, qo als Anfangzustand, A = {q1} als Menge der akzep-
tierenden Zustéinde, Kelleralphabet I = {#, A, B} und Ubergangsrelation A gegeben

durch

{ (q #,CL A# Q1)
(qo, #,b, B#, q1)
( 1,A a, AA ql)
(q1,A,b,¢,q1)
(q1, B, a,€,q1)
(q1,B,b, BB, q1)
(q1,#, a, A#, q1)
(q1,%,b, B#, q1)
(q1,#,€,€,q1) }

P erkennt die Sprache L. Der Automat ist in Zustand ¢; genau dann, wenn ein nicht-
leeres Wort bereits gelesen wurde. Aulerdem wird der Keller benutzt um die Differenz
der a und b im bisher gelesenen Wort zu zéhlen: Wenn bisher das Wort w gelesen
wurde und |w|, > |w|p dann befinden sich genau |w|, — |w|p viele A im Speicher, falls
|wlp > |wl|, gilt die analoge Aussage fiir B.

Alternativ kann man auch die Konstruktion aus dem Beweis des Satzes 4.1.5 aus dem
Skript anwenden, die eine beliebige kontextfreie Grammatik in einen Kellerautomaten
iibersetzt, der die von der Grammatik erzeugte Sprache akzeptiert.

Aufgabe G2
(a) Zeigen Sie, dass die Sprache

L={a"b"a"b™ : m,n >0}

nicht kontextfrei ist.

(b) Sei L eine kontextfreie Sprache und M eine regulire X-Sprache. Zeigen Sie, dass LN M
eine kontextfreie X'-Sprache ist.

Hinweis: Sei P ein Kellerautomat fiir L, und A ein NFA fiir M. Konstruieren Sie daraus
(wie in Lemma 2.2.11(a) im Skript) einen Kellerautomat Q, der L N M erkennt.

(c) Benutzen Sie Aufgabenteilen (a) und (b) um zu schlieBen, dass
N ={ww : w € {a,b}"}

keine kontextfreie Sprache ist.
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(d) Zusatzaufgabe: Warum kann man nicht 2 Kellerautomaten parallel simulieren? Warum
ist der Durchschnitt kontextfreier Sprachen im allgemeinen nicht kontextfrei?

Musterlésung;:

(a) Wir zeigen, dass die Bedingung des Pumping Lemmas verletzt ist. Das heifit:
Fiir jedes i € N gibt es ein x € L mit |x| > 4, so dass fiir alle Zeichenreihen
Y, u, v, w,z, mit x =y u-v-w-z, Juw| >0 und |uvw| < 4, es ein j € N gibt
mit
y-u -v-w -z ¢ L.

Um dies zu zeigen, sei ¢ € N beliebig und
z = a'b'a’d’.

Offensichtlich ist € L und |z| > 4. Seien also y, u, v, w, z, mit = y-u-v-w-z, |[uw| > 0
und |uvw| < i. Wir wéhlen j = 2 und behaupten

o =y-u?v-w? 2z ¢ L.

Beweis: Nenne die Teilworter der Form af und b* in « Blocke. Es gibt jetzt drei Moglich-
keiten:

e Entweder u oder w {iiberschreitet eine Blockgrenze (beides zusammen ist wegen
|luvw| < n unmoglich!). Dann enthélt entweder v oder w sowohl a als b. Das be-
deutet, dass z’ nicht die Form a*b*a*b* hat und deshalb nicht in L enthalten sein
kann.

e y und w sind in demselben Block enthalten. Dann hat z’ einen Block der lénger ist
als die andere drei und ist deshalb nicht in L enthalten.

e 1 und w sind in verschiedenen Blocken. Diese Blocke miissen benachbart sein, da
|luvw| < 4. Das heifit, dass entweder u nur aus a besteht und w aus b, oder umge-
kehrt. Dann haben die zwei a-Blocke in 2 verschiedene Linge (wenn uww a enthlt),
oder die zwei b-Blocke (wenn uw b enthilt; beides ist natiirlich auch méglich!).
Jedenfalls ist 2’ nicht in L enthalten.

(b) SeiP = (X,Q', q5, AL, AL, I, #) ein Kellerautomat, der L erkennt, und A = (X, Q?, g3, A%, A?)
ein NFA der M erkennt. Wir konstuieren einen Kellerautomat Q, der P und A parallel

simuliert analog zur Bildung von Produktautomaten fiir den Schnitt regulérer Sprachen.
Sei @ :=(X,Q,q0, A, A, I',#), wobei:

Q = Q'x@?
w0 = (4.4)
A = Alx A%

und

((q,p), 7,2, 8,(d,p)) €A & ((¢,7,3,8,4) € Al und (p,z,p') € A% und = # €) oder
(((:Lr%x,ﬁvq,) S Al und P :p, und z = 6)

(c) Sei L die Sprache aus Aufgabe (a) und M := L(a*b*a*b*). M ist regulir und es gilt
L =MnNN. Wire N also kontextfrei, dann wire nach Aufgabe (b) L auch kontextfrei.
Wir haben aber in Aufgabe (a) gezeigt, dass L nicht kontextfrei ist.
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Hausiibung

Aufgabe H1 (6 Punkte)
Der Parser eines Compilers arbeitet iiblicherweise in zwei Schritten. Zunéchst wird als Vor-
verarbeitung die Eingabe in eine Folge sogenannter >Tokens< zerlegt. Die eigentliche Syntax-
analyse arbeitet dann mit Wortern iiber dem Alphabet, welches aus diesen Tokens besteht.
Beispielsweise kéonnte die Eingabe

fac n := if n = 0 then 1 else n * fac (n-1);
in die Token-Folge
id id := if id op num then num else id op id ( id op id ) ;
konvertiert werden. Wir betrachten das Tokenalphabet
X = {id, op, num, if , then, else,:=, (,),;}
und die Grammatik G = (X, V, P, S) mit Produktionen

S—D|DS

D—id A:=F;

A—celid A

E—id|num |(E)|EopE|idP|if E then E else E
P-E|EP

(a) Transformieren Sie G in Chomsky-Normalform und bestimmen Sie mit Hilfe des CYK-
Algorithmus, ob das Wort

id id := id ( id op id op num ) ;

zu L(G) gehort.

(b) Konstruieren Sie einen Kellerautomaten, welcher L(G) erkennt.

Musterlésung:

(a) 1. Schritt: X — Xy eliminieren.

idA:=E;|DS

id A:=F;

e|id A

id | num | (E )| Eop E | id P |if E then E else E

id | num | (E )| Eop E|id P |if E then E else E| E P

el eI SRR
A R A )

2. Schritt: e-Produktionen eliminieren.

id A=FE;|id =E;|DS

id A:=FE;|id =FE;

id | id A

id |num | (E )| E op E|id P | if E then E else E

id |num | (E )| Eop E | id P |if E then E else E | E P

aelics B V)
[
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3. Schritt: Variablen fiir Buchstaben.

S —

D —

A — d]|IA
E —

P —

I — i
O — op
G — =
K — ;

X =

Y — )

F — if
T — then
L — else

IAGEK | IGEK | DS
IAGEK | IGEK

4. Schritt: X — X ... X, mit & > 2 eliminieren.

id | num | XEY | EOE | IP | FETELE
id | num | XEY | EOE | IP | FETELE | EP

S — 1Dy | IDy| DS I —id
D — 1Dy | IDy O — op
Dy — AD, G — =
D1 — GDy K —;
Dy — EK X —(
E —id | num | XEy | EE, | IP | FE, Y —)
Ey — EY F —if
FE, — OF T — then
FEy — EFEs3 L — else
Es —>TE, A—id|TA
Ey — EE;5

FEs — LE

P —id | num | XEy | EE, | IP | FE, | EP

FGdI 1

Da das Startsymbol S in der untersten Zeile steht, gehort das Wort zu L(G).

id id = id ( id op id op | num
1 |AILEP|AILEP| G |ALEP| X |AILEP| O |AIEP| O |EP
2 | A E,P - - - - - B - E, | Eo
3 - - - - - EP |- | EP | -] -
4 - - - = - - B Eo -
5 - - - = - EP | -
6 - - - - - Ey | —
7 = - - - E,P -
8 - - | E.P | Dy
9 — — — Do
10 - - Ds
11 - D, Dy, S
2] DS

(b) 7) = <E,Q,QO,A,A7F,#> mlt Q = {QO}; A = {QO}, F = {S7D7A7E7P’#} UZ und




6. Ubung FGdI 1

Transitionen

(qo, #, €, S, Q) (o, 1d, id, e, qo)
(90, S, €, D, q) (g 0op, op, & qo)
(qo, S, €, DS, q) (qo, num, num, ¢, qo)
(o, D, €, id A:=FE;, q) (qo, if, if, , Qo)
(qo, A, €, &, q) (qo, then, then, e, qo)
(qo, A, €, id A, q) (qo, else, else, €, qo)
(q0, E, €, num, ) (q0, :==, =, &, q)
(90, E, &, (E), @) (90, G » 0)
(90, E, e, Eop E, @)  (q90,), ), ; Qo)
(90, E, ¢, id P, @) (90,5 5 & qO)
(qo, E, €, if Ethen E else E, qq)

(90, P, ¢, E, q)

(qo, P, €, EP, q)

Aufgabe H2 (6 Punkte)

(a) Welche Sprache beschreibt die Grammatik G = (X, V, P, S) mit X' := {a,b,¢,$}, V :=
{S, A, B, X,Y} und Produktionen

S — AB Xa—aX
A—aXA|S$ X$ — Y
B—bB|$ Yb— bY

Y$ — $¢

Beweisen Sie ihre Behauptung durch Induktion iiber die Menge der in G ableitbaren
(V U X)-Worter. Stellen Sie hierzu zuéchst eine geeignete Induktionsbehauptung auf.

(b) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik fiir die Sprache aus (a) an, d. h. eine Grammatik,
bei welcher die linke Seite jeder Produktion aus einer einzigen Variablen besteht.
Musterlésung:
(a) Wir behaupten: L(G) = {a*$b"$cF+" . k,n € N}.
(D) Jedes Wort der Form w := a¥$b"$c**+" kann in G abgeleitet werden:

S —q AB —g aXAB —¢g aXaXAB —¢ --- —¢ (aX)*AB —¢ (aX)*$B
- (@X)*$bY B —¢ - -+ =g (aX)*$(BY)"B —¢ (aX*)$(bY)"$
—q - —a d"XES(BY)"$ - - =g dFSYE(BY)"$

S e dPYRTS S e dP SR

(C) Wir beweisen die folgenden Aussagen durch Induktion iiber den AbleitungsprozeS.

(1) Gilt S —=¢ w, dann ist w = S oder w ist von der Form w = uxvyz fiir geeigenete
Wérter

ue{a, X}, vel{bY}, ze{c}, ze€{A,$} und ye{B,S$}.

(2) Gilt S —=§ w, so ist |w|q + |w]p = |w|x + |w]y + |w]c.
Induktionsanfang: Fiir w = S sind die Aussagen offensichtlich erfiillt.

Induktionsschritt: Angenommen die Ableitung ist S —¢, w’ —¢ w. Falls w’ = S, dann
ist w = AB und (1) und (2) erfiillt. Wir nehmen deshalb an, dass w’ # S. Nach
Induktionshypothese erfiillt w’ die Bedingungen (2) und es gibt eine Zerlegung w' =
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u'z'v'y' 2, wie unter (1). Fiir jede mogliche Produktion, die von w’ nach w fithren kénnte,

miissen wir untersuchen, ob sie die Eigenschaften (1) und (2) erhilt. Wir betrachten
exemplarisch einige Fille.

(A — aXA) In diesem Fall ist ' = A und w = v/aX Av'y'2’. Desweiteren gilt
lwla + [wlp = [w']a + [w']y + 1 = |w'|x + ||y + [w']c + 1 = |[w]x + |w]y + |w]c.

(Yb — bY) In diesem Fall ist w = u'2’vy’2’, wobei das Wort v aus v entsteht, indem zwei
Buchstaben vertauscht wurden. An der Anzahl der verschiedenen Buchstaben andert
sich nichts.

(Y$ — $¢) Dann ist w = v/a’v$cz’ mit v/ = vY und ' = $. Es verringert sich die
Anzahl der Y um 1. Dafiir steigt die Zahl der c.
Die verbleibenden Félle zeigt man analog.

S — aSc |$X
X —»bXc|$



