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3. Ubungsblatt zu FGdI 1

Gruppeniibung

Aufgabe G1
(a) Welche XY-Sprache mit X' = {a,b} wird von dem folgenden DFA A akzeptiert?
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(b) Beschreiben Sie L(.A) durch einen reguldren Ausdruck.

Musterlésung:

(a) L(A) besteht aus den a/b-Folgen, in denen nach jedem a irgendwann ein b folgt. Anders
gesagt besteht die Sprache aus allen Folgen, die auf b enden und dem leeren Wort.

(b) Mogliche regulire Ausdriicke sind: (b+aa*b)*, (a+b)*ab*b+b*, oder auch 0* + (a+b)*b.

Aufgabe G2
L und M seien X-Sprachen.

(a) Zeigen Sie, dass L* die kleinste Sprache ist, die L und das leere Wort e enthilt und
unter Konkatenation abgeschlossen ist, d.h. dass fiir alle v, w € X* gilt

v,we€ L* = vwe L.

Bemerkung: Die kleinste Sprache mit diesen Abschlusseigenschaften ist auch der Durch-
schnitt aller solcher Sprachen (warum?).

(b) Zeigen sie mit Hilfe von (a), dass fiir den *-Operator folgende Aussagen gelten:
LCM = L*CM" (Monotonie)
L~ =1r (Idempotenz)
(c) Verwenden Sie (a) und (b) um zu zeigen, dass
(L+ M) = (L"M")".
Musterlésung:
(a) Wir erinnern an die Definition des Sternoperators:
L*:{ll'...'ln:ll,...,ln GL,HGN}.

Fir n = 0 heifit das, dass ¢ € L* und fiir n = 1, dass L C L*. L* ist auch unter
Konkatenation abgeschlossen ist, da fir v = Iy - ... [, und w = mqy - ... - my mit
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liymj € Lgilt,dassv-w=10;-...-lp,-mqy-...-my € L*. Also hat L* alle gewiinschten
Eigenschaften.

Wir zeigen jetzt, dass L* die kleinste Sprache mit diesen Eigenschaften ist. Sei M also
eine Sprache die L und e enthélt und unter Konkatenation abgeschlossen ist. Schreiben
wir L, ={ly-... 1y : l1,...,l, € L}. Wir zeigen mit Induktion, dass L,, C M. Daraus
folgt dann, dass L* = (J,,cy Ln € M.

Induktionsanfang: Lo = {¢} C M.

Induktionsschritt: wir nehmen an, dass L, C M und betrachten ein beliebiges Element

Iy by lpyr (mit [; € L) aus Lyptq. Uy - ... -l € L, und deshalb folgt, nach der
Induktionsannahme, dass ly-...-l, € M. Dal,+1 € L C M und M unter Konkatenation
abgeschlossen ist, folgt Iy «... Iy - l,41 € M.

Wir zeigen, dass der x-Operator monoton ist, d.h. dass L C M = L* C M*: Angenom-
men L C M. Dann ist M* eine Sprache, die L und € enthélt und unter Konkatenation
abgeschlossen ist. Da L* die kleinste Sprache ist, die diese Eigenschaften hat, folgt
L* C M*.

Wir zeigen jetzt die Idempotenz, d.h. L* = L**. Aus der Monotonie folgt sofort, dass
L* C L*, d.h. um die Idempotenz zu beweisen, geniigt es, L** C L* zu zeigen. Die
Sprachen L* und L** enthalten L* und € und sind unter Konkatenation abgeschlossen.
Aus oben gezeigtem folgt, dass L** die kleinste Sprache mit diesen Eigenschaften ist,
daher L** C L*.

(L+M)* C (L*M*)*: Es geniigt L+ M C L*M*, zu zeigen, da mit der Monotonie des
x-Operators daraus die Aussage folgt. Sei deshalb w € L + M. Dann gilt w € L oder
w € M. Nehmen wir an, dass w € L. Dann auch w € L*, und w = w - € € L*M*. Der
Fall w € M geht analog.

(L*M*)* C (L + M)*: Es geniigt L*M* C (L + M)* zu zeigen, weil daraus mit der
Monotonie und der Idempotenz des *-Operators folgt, dass (L*M*)* C (L + M)** =
(L + M)*.

Da L C L+ M, folgt wieder mit der Monotonie, dass L* C (L + M)*. Analog gilt auch
M* C (L+ M)*. Da (L+ M)* unter Konkatenation abgeschlossen ist, konnen wir jetzt
schlieflen, dass L*M™* C (L + M)*.

Aufgabe G3
Betrachten Sie den folgenden NFA A,:

(a)
(b)
()
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Bestimmen Sie L(A,,).
Bestimmen Sie einen DFA B, der die gleiche Sprache wie A3 akzeptiert.

Zeigen Sie, dass es keinen zu A,, dquivalenten DFA gibt mit weniger als 2" Zusténden.

Musterlésung:

(a)

L(A;) is die Menge von a/b-Folgen, an deren n-ter Position vor dem Ende ein b steht.
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(b) Wir verwenden den Potenzmengentrick um A3z zu determinisieren:

1) a b
{0} {0} {0,1}
{0,1} {0,2} {0,1,2}
{0,2} {0,3} {0,1,3}
{0,1,2} |{0,2,3} | {0,1,2,3}
{0,3} {0} {0,1}
{0,1,3} | {0,2} | {0,1,2}
{0,2,3} | {0,3} | {0,1,3}
{0,1,2,3} | {0,2,3} | {0,1,2,3}

Die Zustéinde sind {0}, {0, 1}, {0,2}, {0, 1,2}, {0,3},{0,1,3}, {0, 2,3}, {0, 1,2, 3}. Akzep-
tierend sind {0, 3}, {0, 1,3},{0,2,3},{0,1,2,3}.

Nehmen wir an, Q ist ein dquivalenter DFA mit weniger als 2" Zustéinden. Dann gébe
es einen Zustand g und zwei verschiedene Zeichenreihen zixo...x, und yi1ys...Yn,
sodass sich @ nach dem Einlesen sowohl von z1xo...x, als auch von yiys...¥y, im
Zustand q befande. (Dies folgt aus dem Schubfachprinzip, d.h. aus der Tatsache, dass
falls n 4+ 1 Objekte in n Schubficher eingeordnet werden, es ein Schubfach gibt, in dem
sich mindestens zwei Objekte befinden.)

Da die Zeichenreihen verschieden sind, miissen sie sich an einer bestimmten Position
unterscheiden; sei z; # y;. Angenommen (auf Grund der Symmetrie ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit), x; = b und y; = a. Wenn i = 1, dann muss ¢ sowohl ein akzeptieren-
der Zustand als auch ein nicht akzeptierender Zustand sein, da zixs ...z, akzeptiert
wird (das n-te Zeichen vor dem Ende ist b) und 4192 ...y, nicht. Ist ¢ > 1, dann be-
trachten wir den Zustand p, in den Q nach dem Einlesen sowohl von zixs . .. z,a' ! als
auch von y1vs . .. ypa'~ " kiime. Da x; = b und vy; = a, miisste 122 . .. zpa’' "' akzeptiert
werden (das n-te Zeichen vor dem Ende ist z; = b) und %1y2...y,a’ "' nicht, d.h. p
miisste ein akzeptierender und zugleich ein nicht akzeptierender Zustand sein. Dies ist
ein Widerspruch, somit kénnen wir folgern, dass unsere Annahme falsch ist, d.h. es gibt
keinen DFA mit weniger als 2" Zustanden.

Hausiibung

Aufgabe H1 (6 Punkte)
Betrachten Sie den folgenden NFA A:

(a) Bestimmen Sie einen zu A &dquivalenten DFA.
(b) Finden Sie einen reguldren Ausdruck fiir L(A). Betrachten Sie dafiir den DFA und

finden Sie zuerst fiir jeden Endzustand einen reguldren Ausdruck, der alle Liufe von
diesem Endzustand zu demselben Endzustand zuriick beschreibt.

Musterlésung:
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(a) Wir verwenden den Potenzmengentrick um A zu determinisieren:

1) a b
{0} {0,1} {2}
{0,1} |{0,1,3} {2}

{2} 0 {3}
{0,1,3} 1 {0,1,3} | {0,1,2}
0 0 0

{3} 0 {0,1}
{0,1,2} | {0,1,3} | {2,3}
{2,3} 0 1{0,1,3}

Akzeptierende Zusténde sind {0,1},{0,1,3} und {0,1,2}. In einem Bild (mit X =
{0,1,3} und Y = {0, 1,2}):

(b) Die Schleifen des Zustands {0,1} werden durch (bbb)* beschrieben. Schleifen von X
werden durch (a + ba + bbb)* beschrieben. (bba*b + aa*b)* beschreibt die Schleifen von
Y. Damit ergibt sich als reguldrer Ausdruck fiir die von A erkannte Sprache

(a + bbb)(bbb)* (0 + a(a + ba + bbb)* + aa™b(bba™b + aa™b)*).

Aufgabe H2 (6 Punkte)
Gegeben seien die folgenden DFA:

OBE
§

b
o [
b — D@D A —

N A |

(a) Geben Sie einen DFA an, der L(A;) N L(A3) erkennt.

(b) Geben Sie einen NFA an, der L(A;) - L(Az) erkennt. Was dndert sich an der Losung,
wenn der Zustand 1 in A; auch akzeptierend ist?

(c) Geben Sie einen NFA an, der rev(L(.A;)) erkennt. Die Sprache rev(L) enthélt die Worter
aus L riickwérts gelesen, d.h., wenn x125 ... xp— 12, € L, dann ist 2,1 ... 211 € rev(L).

Musterlésung:

(a) Wir bilden den Produktautomaten (vgl. Lemma 2.2.11 auf Seite 30 im Skript):
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Falls Zustand 1 in A; auch akzeptierend ist, muss in diesem Automaten der Zustand 1
auch akzeptierend sein und es muss eine a-Transition von 1 nach ¢ sowie eine b-Transition
von 1 nach p und eine a-Transition von 3 nach p hinzugefiigt werden (warum?).

(¢) Wir drehen alle Transitionen um und vertauschen den Anfangszustand und den akzep-
tierenden Zustand (der in diesem Fall eindeutig ist). Als Ergebnis bekommen wir den
folgenden NFA mit 2 als Anfangszustand und 1 als akzeptierendem Zustand:




