21 Komplexe Differentiation

Wir wenden uns nun der (komplexen) Funktionentheorie zu und beschéftigen uns
mit komplexwertigen Funktionen einer komplexen Verdnderlichen. Solche Funk-
tionen lassen sich ebenfalls differenzieren und integrieren. Man gewinnt dabei
iiberraschende Einsichten auch in die Eigenschaften reeller Funktionen. Die mo-
derne Funktionentheorie besticht sowohl durch ihre innere Schonheit und Eleganz
als auch durch ihre vielfiltigen Anwendungen, die von der Berechnung von Trag-
fliigelstromungen bis zum Beweis des Primzahlsatzes reichen.

21.1 Die komplexe Zahlenebene

Im Abschnitt 1.3 haben wir komplexe Zahlen eingefiihrt als Paare z = (z,y) € R?
reeller Zahlen, die man addieren

(s,t) + (x,y) = (s+z, t +y)

und multiplizieren
(s,8) - (z,y) = (sz — ty, tx + sy)

kann. Versehen mit diesen Operationen wird die Menge C der komplexen Zahlen
ein Korper. Ubliche Schreibweisen der komplexen Zahl z = (x,y) sind z = = + iy
mit ¢ = (0,1) (imaginére Einheit) sowie

z =r(cosp+isingp),
wobei r = |z| = /2% +y? fiir den Betrag und ¢ = argz € [0,27) fiir das

Argument der Zahl z stehen.

y=Imz p----m-mmmmmemem z=(x,y) =x+iy

z = Rez

Z=(z,—y)=x—1y

Da man C mit der Ebene R? identifizieren kann und der Betrag |z| der komplexen
Zahl z = (z,y) nichts anderes als die Euklidsche Norm |[(x,y)|| = /2% + y?
ist, kann man die im zweiten Semester eingefiihrten Begriffe fiir Punktmengen,
Abbildungen usw. im R" problemlos auf C iibertragen. Wir erinnern an einige
dieser Begriffe.
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e Fir r» > 0 und z; € C heifit
Ur(z0) ={2€C:|z— 2| <7}

die r- Umgebung von zj. Diese stellt eine Kreisscheibe vom Radius 7 und mit
Mittelpunkt zg ohne ihren Rand dar. Die Begriffe innerer Punkt, Haufungs-
punkt, Randpunkt sowie offene Menge, abgeschlossene Menge, kompakte
Menge, Rand und auch Inneres und AbschlieBung einer Menge definieren
wir wie in Abschnitt 13.1.

e Eine stetige Abbildung v : [a,b] — C heifit ein Weg, und
I''={~({t)eC: telab]}

heiflit die zugehorige Kurve. Einen Weg in C kann man darstellen als
v(t) = x(t) + iy(t) mit reellwertigen Funktionen x,y : [a,b] — R. Der Weg
~ heilit stetig differenzierbar, wenn x,y stetig differenzierbare Funktionen
sind. Wir wollen 7 glatt nennen, wenn zusétzlich noch z(¢)*+4(¢)* # 0 (oder
(&(t),9(t)) # 0) fiir alle ¢ € [a,b] ist. Weitere Begriffe wie Anfangs- und
Endpunkt, geschlossene Wege, doppelpunktfreie Wege, Parametrisierungen
u.s.w. finden Sie in Abschnitt 14.1.

e Eine Teilmenge M von C heifit wegzusammenhdngend, wenn zu je zwei
Punkten my,ms € M ein Weg v : [a,b] — C existiert, der z; mit 2z, verbin-
det und der ganz in M verlduft. Eine offene wegzusammenhéngende Menge
heifit ein Gebiet.

e Eine Folge (z,)nen komplexer Zahlen heifit konvergent, wenn es ein z € C
mit |z — z,| — 0 gibt. Wir schreiben dann

limz, =2 oder gz, — 2z firn — oco.
Es gelten das Cauchykriterium und die Rechenregeln wie im Reellen.

e Sei (2,,)n>0 eine Folge komplexer Zahlen. Dann heifit die Folge (s,,)n>0 der
Partialsummen

n
Sp = E S, =8y +S81+...4+ 8,
k=0

eine unendliche Reihe, die wir mit » °  z, bezeichnen. Konvergiert die
Folge der Partialsummen gegen s € C, so schreiben wir s = 3 >° - z,, und
wir nennen die Reihe konvergent und s die Summe der Reihe. Die Reihe
> o o #n heiBt absolut konvergent, wenn die Reihe Y 7 |z, konvergiert.
Absolut konvergente Reihen sind konvergent. Zum Nachweis der absoluten
Konvergenz stehen die aus Abschnitt 2.4 bekannten Kriterien (Majoranten-
kriterium, Wurzelkriterium und Quotientenkriterium) zur Verfiigung.
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Das Cauchyprodukt der Reihen >~ a, und )7 b, ist die Reihe >~ ¢,

mit
n
Cp = E arby_.
k=0

Diese Reihe konvergiert absolut, wenn die Ausgangsreihen absolut konver-
gieren.

e Sei (a,)n>o eine Folge komplexer Zahlen, und seien z, zgp € C. Dann heifit

die komplexe Reihe
Z an(z — 29)"
n=0

eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zg, und die Zahlen a, heiflen
die Koeffizienten der Potenzreihe. Fiir jede Potenzreihe gibt es ein R €
[0,00) U {0}, den Konvergenzradius der Reihe, so dass die Reihe fiir
|z — 20| < R konvergiert und fiir |z — 29| > R divergiert. Fiir Punkte z mit
|z — 20| = R 148t sich ohne weiteres keine Aussage treffen. Zu komplexen
Potenzreihen gehort also eine offene Kreisscheibe, auf der sie konvergieren.
Der Konvergenzradius berechnet sich aus

R = lim | an | oder R = (lim {/]a,]) ",

Ap+1

falls diese Grenzwerte existieren. Im allgemeinen Fall ist
R = (limsup {/ \an|)71.

Beispiel Fiir die Potenzreihe

000(2?)“(,2“—1)" (21.1)

n

mit dem Entwicklungspunkt zp =1 — 1 ist a,, = (%)n und

iy Vlewl = tim §f17571"= 17571 = 5

Also ist die Reihe (21.1) fiir alle z € C mit |z +i—1] < \/Lg konvergent und fiir alle
z€Cmit |z+i—1] > \/Lg divergent. Fiir die Punkte z € C mit |z +i— 1| = \/Lg
kénnen wir ohne weitere Untersuchung keine Aussage treffen. |
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21.2 Komplexe Funktionen

Eine komplexe Funktion f ist auf einer nichtleeren Teilmenge D von C definiert
und ordnet jedem Punkt z € D eine komplexe Zahl f(z) zu. Stellen wir z und
f(2) durch Real- und Imaginérteil in der Form

z=x+1y, f(z)=u+iv

dar, so konnen wir u und v als reellwertige Funktionen der zwei reellen Verdnder-
lichen z, y auffassen:

flz+iy) = u(z,y) +iv(z,y).

Die Funktion u und v heiflen der Real- und der Imagindrteil von f.
Beispiele Die Funktion f: C — C, z +— 22 bildet z = x + iy auf
22 = (z+iy)? =a2* —y* + 2y

ab. Also ist

u(z,y) =2 —y*, v(z,y) = 2zy.

Die Funktion f: C\{0} — C, z — 1 bildet z = x + iy auf

z

1 z z T —1y x .Y
_= — = — = = — 1
z 2z |z]P 2?4y a4 y? x? 4+ y?
ab. Also ist y
u(x = —— und ov(z = .
(z,y) e (2, v) e

Die graphische Veranschaulichung komplexer Funktionen ist schwieriger als die
reeller Funktionen, da der Graph eine Teilmenge von C x C = R* ist. Oft begniigt
man sich damit, eine Ebene fiir den Definitionsbereich und eine fiir den Werte-
bereich zu zeichnen und durch geeignete Markierungen zu verdeutlichen, welche
Punkte der einen Ebene durch die Funktion den Punkten der anderen Ebene
zugeordnet werden.

Grenzwerte und Stetigkeit komplexer Funktionen erklidren wir wie friiher.

Definition 21.1 Set D C C, f : D — C, und zy sei ein Hiufungspunkt von
D. Wenn fir jede Folge (z,)n>1 von Punkten in D mit limz, = 2z, die Folge
(f(zn))n>1 der Funktionswerte gegen ein- und dieselbe komplexe Zahl g konver-
giert, so heifit g der Grenzwert von f fiir z — zy. Man schreibt

lim f(z) =g oder f(z)—g firz— z.

z—20

Ist zg € D und gilt lim, .., f(z) = f(20), so heifit [ stetig an der Stelle .
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Fiir den Umgang mit Grenzwerten komplexer Funktionen gelten die gleichen Re-
geln wie im Reellen (Abschnitt 3.3). Auch sind Summe, Produkt und Verkettung
stetiger Funktionen wieder stetig. Der Quotient zweier stetiger Funktionen ist in
allen Punkten stetig, wo er definiert ist, d.h. wo die Nennerfunktion ungleich 0
ist.

Eine wichtige Klasse stetiger Funktionen wird durch Potenzreihen beschrieben.

Satz 21.2 Sei) > a,(z—z)" eine komplexe Potenzreihe mit Konvergenzradius
R > 0. Dann ist die durch f(z) =Y " an(z —20)" definierte Funktion stetig auf
der offenen Kreisscheibe

{z€C: |z — 2| < R}
Wir sehen uns einige weitere Beispiele komplexer Funktionen an.

Die Funktionen C — C, z — 2z 4 ¢ mit ¢ € C heiflen Translationen, da sie eine
Verschiebung (Translation) der komplexen Ebene um ¢ bewirken. Translationen
sind stetig und bijektiv.

Die Funktionen C — C, z — az mit a € C\{0} heilen Drehstreckungen. Ist
néimlich a = re’®, so hat der Bildpunkt von z den Betrag r|z| (Streckung um den
Faktor » > 0) und das Argument ¢ + arg z (Drehung um den Winkel ¢). Auch
Drehstreckungen sind stetig und bijektiv.

Eine Funktion der Gestalt f(z) = a,2"+ ...+ a1z + ag heifit Polynom. Polynome
sind stetig auf C. Quotienten zweier Polynome f, g mit g # 0 heiflen rationale
Funktionen. Diese sind iiberall dort definiert und stetig, wo das Nennerpolynom
g keine Nullstelle hat.

Austiihrlicher sehen wir uns die Exponentialfunktion an. Wir definieren sie im

Komplexen durch

o0 n

e =expz = Z Z—' : (21.2)
n!

n=0
Die absolute Konvergenz dieser Reihe auf ganz C haben wir bereits in Abschnitt
2.4 festgestellt. Nach Satz 21.2 ist die Exponentialfunktion auf ganz C stetig. Fiir
z=1x € Rist e = €%, d.h. wir erhalten die in 3.4 eingefiihrte reelle Exponenti-
alfunktion. Fiir z = iy mit y € R wird wegen

1 firn=0,4,8,1216,...
i firn=1,591317,...
~1 fiirn=2,6,10,14,18,...
—i  firn=3,7,11,15,19,...
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und

% n 2 A 3,5
Y Y Y - Y Y
L0 — n — 1 — < . — N —
‘ RZ; EY I TR ‘“(y 315 )
e = cosy + isiny. (21.3)

In Abschnitt 1.3 haben wir diese Schreibweise rein formal eingefithrt. Wie im
Reellen kann man nachrechnen, dass

et = e*e?  fiir 21,2 € C. (21.4)
Damit ergibt sich fiir z = x + 1y
eF = " = % = ¢”(cosy + isiny).

Real- bzw. Imaginérteil der komplexen Exponentialfunktion sind also gegeben
durch
u(z,y) =e"cosy und v(x,y)=e"siny.

Damit ist auch eine weitere Eigenschaft der komplexen Exponentialfunktion klar:
Sie ist 2mi—periodisch, d.h.

e = e*T¥  fiir alle z € C.

Die Exponentialfunktion im Komplexen ist also nicht injektiv. Sie wird injektiv,
wenn wir sie (z.B.) nur auf dem Streifen

S:={2€C: —n<Imz <7}

betrachten. Die Bildmenge der komplexen Exponentialfunktion ist C\{0} (der
Punkt 0 wird wegen e* - ¢7* = € = 1 nicht angenommen). Jeder Funktionswert
wird dabei wegen der Periodizitdt unendlich oft angenommen. Die Einschrankung

exp : S — C\{0}
der Exponentialfunktion ist eine Bijektion. Thre Umkehrabbildung
Ln:C\{0} — S

heifit komplexe Logarithmusfunktion (genauer: der Hauptwert des komplexen Lo-
garithmus). Thre Funktionswerte kann man einfach iiber die Polarkoordinaten-
darstellung berechnen: Ist z = re¢ mit r > 0 und —7 < ¢ < 7, so ist

Lnz = Ln(re?) = Inr +ip

mit der reellen Logarithmusfunktion In. Die komplexe Loarithmusfunktion ist
unstetig in allen Punkten der negativen Halbachse. Es gilt ndmlich fiir jedes
r > 0 und fir n — oo

i(—m+1)

i(r—1
re — —r und  re"Tw) — —p,
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aber }
Ln(rei(_’ﬂrﬁ)) — Inr —m¢ und Ln(rei(”_%)) — Inr + m.

Nur der zweite Grenzwert ist der Funktionswert an der Stelle —r. In allen iibrigen
Punkten der Definitionsmenge, also in der entlang der negativen Achse geschlitz-
ten komplexen Ebene C\(—o0,0], ist die komplexe Logarithmusfunktion stetig.

Die komplexen trigonometrischen Funktionen werden durch die auf ganz C kon-
vergenten Potenzreihen

o 22n+1 o ZQn
sin z := Z(—l) o1l und cosz = Z(—l) o)
n=0 n=0
definiert. Man rechnet leicht nach, dass
€' = cosz +isin z (21.5)
und , 4 4 .
) 612 _ e*ZZ ) 612 + 6712
sinz = ———— sowie cosz=————
2 2

fiir alle z € C gilt. Trigonometrische Funktionen und Exponentialfunktionen
sind also eng miteinander verwandt. Aus (21.4) und (21.5) folgen auch leicht die
iiblichen Additionstheoreme fiir die Sinus- und Kosinusfunktion. SchliefSlich ist
firz,y e R

sin(x 4 iy) = sinx coshy + i cos x sinh y

(Nachrechnen!), so dass der Real- und der Imaginérteil der Sinusfunktion gleich
u(z,y) =sinzcoshy, wv(x,y) = coszsinhy
sind.

Analog ist
cos(x + iy) = cosx coshy — isin x sinh y.

Sinus- und Kosinusfunktion sind auf ganz C stetig. SchliefSlich erkldren wir die
komplexen Hyperbelfunktionen durch

. eF—e* e +e*
sinh z := — und coshz := —

Beide Funktionen sind auf C stetig.
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21.3 Differentiation im Komplexen

Die folgende Definition ist der Definition der Differenzierbarkeit im Reellen nach-
gebildet. Wie wir bald sehen werden, ist die komplexe Differenzierbarkeit eine
wesentlich stéirkere Eigenschaft als die reelle Differenzierbarkeit mit z.T. ver-
bliiffenden Konsequenzen.

Definition 21.3 Sei D C C, f: D — C und zy ein innerer Punkt von D. Wenn

der Grenzwert
lim f(z) = f(20)

21.6

220 zZ— 20 ( )
existiert, so heifft f an der Stelle zy differenzierbar, und der Grenzwert (21.6)
heifit die Ableitung von f an der Stelle zq und wird mit f'(zy) bezeichnet. Ist D

offen und f in jedem Punkt von D differenzierbar, so heifit f holomorph auf D.

Statt holomorph sind auch die Bezeichnungen reguldr und analytisch gebrauch-
lich. Fiir holomorphe Funktionen gelten die aus dem Reellen bekannten Regeln
iiber die Differenzierbarkeit von Summen, Differenzen, Produkten und Quotien-
ten (vgl. Abschnitt 4.2) ebenso unverdndert weiter wie die Kettenregel.

Beispiele Seien a, b € C. Die lineare Funktion f(z) = az+b ist auf C holomorph,

und es ist fiir zp € C
lim f(2) = f(20) — Lm (az +b) — (azo + ) —u

z— 2 Z— 2o 220 Z— 20

Ebenso leicht sieht man, dass alle Polynome f(z) = a,2"+...+ a1z +ag auf ganz
C holomorph sind und dass wie gewohnt gilt

f(2)=na,z" '+ ...+ 2az +ay.

Dagegen ist die Funktion f(z) = Z in keinem Punkt zy € C komplex differen-
zierbar. Es ist namlich sowohl zy + % — 2o als auch zg + % — zp fir n — o0,
jedoch

Wti—% _ —:
—1 und o no
Zo—i-ﬁ—Z()

1 —
ZO—FE—ZO

S=]3 =

20 + % — 20 %
|
Der folgende Satz garantiert die komplexe Differenzierbarkeit vieler wichtiger

Funktionen.

Satz 21.4 Die komplexe Potenzreihe >~ a,(z — 29)" habe den Konvergenzra-
dius R > 0. Dann ist die durch f(z) =" a,(z — )" definierte Funktion auf
der offenen Kreisscheibe {z € C : |z — 2| < R} holomorph, und ihre Ableitung
ist gleich

f'(z) = Z nap(z — 2)" "
n=1
Diese ,abgeleitete” Potenzreithe hat wieder den Konvergenzradius R.
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Man darf Potenzreihen also gliedweise komplex differenzieren. Satz 21.4 liefert
die Holomorphie der komplexen Exponential-, Sinus- und Kosinusfunktion auf
ganz C. Dabei ist

(expz) = (1—1—%4—;—?4—;—?—1—...)’ = 1+2%+3§+... = expz,
. z Z3 29 Z7 22 24
(SIHZ)I = (F—gﬁ-y—ﬁ—l—), = 1—354—5?— = COSZ
und analog (cosz)’ = —sinz. Auch die Hyperbelfunktionen sind auf C holo-

morph, und es ist
(sinh 2)" = cosh z sowie (coshz)" = sinh z.

Sei wieder z = z + iy und f(z) = f(x + iy) = u(z,y) + iv(x,y). Wir stellen nun
einen Zusammenhang her zwischen der komplexen Differenzierbarkeit von f in
20 = xo + 1yo und der (reellen) Differenzierbarkeit von u und v in (g, yo).

Satz 21.5 Sei D C C offen und f: D — C.

(a) Ist f in zg = xo+iye € D komplez differenzierbar, so sind u und v in (zo,yo)
partiell differenzierbar, und es ist

Uz (2o, yo) = vy(To,%0), uy(To,yo) = —vx(T0,Yo)- (21.7)

(b) Sind u und v auf D stetig partiell differenzierbar und gelten dort die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen

Uy = Uy, Uy = —y, (21.8)
so ist f auf D holomorph, und in zg = xo + iyo € D gilt
f/(Zo) = Uy (0, Yo) + 105 (20, Y0) = —i (Uy(ﬂf?o, Yo) + z’vy(x(), 3/0))- (21.9)

Beweis von Aussage (a) Sei f in zp € D komplex differenzierbar, d.h. der

Grenzwert oot h) — f(z0)
Jim TR = (=)

soll existieren. Lassen wir h entlang der reellen Achse gegen 0 streben, d.h. wéhlen
wir h =t € R\{0}, so folgt

. flzo+t) = f(20)
! —
f'(z0) = lin t

_ lim u(zo +t,y0) +iv(zo + 1, y0) — (U(SCO, Yo) + 1v(zo, yo))

o t—0 t

~ lim (U(ilio +t,y0) — u(xo, Yo) 1 v(zo +t,90) — v(o, yo))
t—0 t t

~ lim u(xo +t,90) — w(Zo, Yo) 4 ilim v(zo +t,40) — v(Zo, Yo)
t—0 t t—0 t

~ lim u(xo +t,y0) — u(zo, Yo) 4 lim v(zo +t,90) — v(To,Yo)
t—0 t t—0 t

= Uy (o, Yo) + 1v5(z0, Yo)
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(man beachte, dass eine Folge in C genau dann konvergiert, wenn die Folgen
ihrer Real- und Imaginérteile in R konvergieren). Lassen wir dagegen h entlang
der imaginéren Achse gegen 0 streben, d.h. wihlen wir h = it mit ¢ € R\{0}, so
folgt analog

_ fzo+it) = f(z0)
/ —
flz) = lim it
~ i w(xo, yo + 1) + (w0, yo + t) — (u(zo, yo) + iv (o, yo))
o t—0 Zt
= L (u(xo,yo HO) = ultun) P £ v(xo,yo>>

7 t—0

1 . .
= ;(%(370, Yo) + Wy(mo,yo)) = vy (0, Y0) — Uy (0, Yo).

Ein Vergleich von Real- und Imaginérteil in den beiden erhaltenen Ausdriicken
fir f'(zo) liefert (21.7). m

Beispiel 1 Die Funktion f(z) = |z|> hat den Realteil u(z,y) = 2% + y* und den
Imaginérteil v(x,y) = 0. Beide Funktionen sind auf R? stetig partiell differenzier-
bar mit den Ableitungen

ug(z,y) =2z, wuy(r,y) =2y, v(r,y) =0 und v,(z,y)=0.

Komplexe Differenzierbarkeit von f kann daher hochstens im Punkt 2y = 0 vor-
liegen, da nur dort die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt sind.
Wegen )
FE =10 1P =
z z z
ist in diesem Punkt f tatséchlich komplex differenzierbar, und f’(0) = 0. Ebenso
einfach zeigt man, dass die Funktionen z +— Re z, 2 — Im z und 2z — Z nirgendwo

komplex differenzierbar sind.

Beispiel 2 Wir betrachten die komplexe Logarithmusfunktion Ln : C\{0} —
S={2€C: -1 < Imz < r}, die den Punkt z = re* mit r > 0 und
—m < ¢ < 7 in Inr + ip iiberfithrt. Real- und Imaginérteil dieser Funktion sind
fir > 0

1
u(z,y) =Iny/x? +y? = 5 In(z? +%?) und wv(x,y) = arctan %

Diese Funktionen haben fiir z > 0 die partiellen Ableitungen

( ) 1 2z T q ( ) Y
Uy x) = 3 - un Uy\ T, = ——Q
Voo ovy 2y Y e
sowie
1 Y —y T
Vp(x,y) = ——(— =)= —"— und v,(zr,y) = ———.
= (%)2( 2 = Erp oy =
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Nach Satz 21.5 (b) ist die komplexe Logarithmusfunktion holomorph in der rech-
ten Halbebene {z € C: Rez =z > 0}, und ihre Ableitung ist dort
T — 1y z

Ln'(2) = ug (2, y) + v, (z,y) = P =

1
>

Mit mehr Aufwand kann man zeigen, dass die Funktion Ln sogar in der geschlitz-
ten Ebene C\(—o0, 0] holomorph ist und dass ihre Ableitung gleich Ln'(z) =
ist.

| ISE

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen liefern eine sehr einschrénken-
de Bedingung dafiir, wann eine (reell) differenzierbare Funktion u der Realteil
einer holomorphen Funktion ist.

Satz 21.6 Sei D offen und f = u+1iw : D — C in D holomorph. Sind die
Funktionen u und v zweimal stetig partiell differenzierbar auf D, so gilt

Upy + Uy =0 und vy + vy, = 0. (21.10)

Beweis Aus der Holomorphie von f folgt u, = v, und u, = —v,. Erneutes
Ableiten ergibt u,, = Uy, Usy = Vyy, Uye = —Vzp und uy, = —v,,. Daher ist
Upg + Uyy = Vyy — Vgy SOWIC VUgy + Vyy = —Uyy + Uyy. Nach dem Satz von Schwarz
(Satz 13.11) ist aber vy, = vy, und uyy, = u,, so dass (21.10) unmittelbar folgt.

|

Wir werden spéter sehen, dass die geforderten Differenzierbarkeitseigenschaften
von u und v iiberfliissig sind, da sie bereits aus der Holomorphie von f folgen.
Mit Hilfe des Laplaceoperators A := 88—; + 83—;2 konnen wir (21.10) auch schreiben
als

Au=0 und Av=0.

Die Gleichung Au = 0 heifit Laplacesche Differentialgleichung oder Potentialglei-
chung, und ihre Losungen heiflen harmonische Funktionen.

Folgerung 21.7 Real- und Imagindrteil einer holomorphen Funktion sind har-
momnische Funktionen.

21.4 Konforme Abbildungen

Sei D C C offen, f: D — C holomorph und zy € D sei ein Punkt mit f'(zy) # 0.
Wir betrachten einen glatten Weg 7 : [a,b] — D, der durch z, verlduft. Sei etwa
20 = Y(to) mit einem ty € (a,b). Dann schliefit die Tangente an v im Punkt =z,
mit der positiven reellen Achse den Winkel ¢ = arg4(to) ein (fiir v = (71, 72) ist
4 = (%1,%2) der Tangentenvektor). Durch f wird der Weg ~ in den Weg

3 :[a,b] = C, t — f(~(t))
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iiberfithrt. Er fiihrt durch den Punkt wy = f(20) = f(v(to)) = F(to). Der Weg
7 ist ebenfalls glatt. Die Tangente an 4 im Punkt wg schliefit mit der positiven
reellen Achse den Winkel

. d :
argY(to) = arg - f(7(1)) li=io= arg (f' (7(t0)) - 4(to))
= arg f'(z0) +¢
ein. Durch die Abbildung f wird also der Weg ~y lokal (nahe bei zp) um den Winkel
arg f'(zo) gedreht. Dies gilt fiir alle glatten Wege durch zp. All diese Wege werden
lokal um den gleichen Winkel arg f’(z) gedreht. Schneiden sich also zwei glatte
Wege 71,72 in zp, so bleibt ihr Schnittwinkel nach Uberfithrung in die Wege

71 = f oy und 4, = f o 7y erhalten. Diese Eigenschaft heifit Winkeltreue der
Abbildung f im Punkt zj.

Yo N

g ¥

wo
7

Wir betrachten nun eine Folge (z,),>1 mit z, — 2, die in D liegt. Dann
konvergiert die Folge der Bildpunkte w, := f(z,) gegen wy := f(z0). Die
Absténde |z, — zo| und |w,, — wo| konvergieren also gegen 0, und die Quotienten
|w, — wo|/|2n — 20| kann man als Verzerrungsfaktoren fir die Abbildung f in der
Néhe von zp betrachten. Wegen

|wn - U)0| — lim ‘f(zn> — f(ZO)

Zn — 20

= [f'(20)]

sind diese Verzerrungsfaktoren fiir grofie n (d.h. wenn z, nahe bei z liegt) néhe-
rungsweise gleich | f’(2)| und damit unabhéngig von der speziell gewéhlten Folge
(zn). Die Verzerrung durch die Abbildung f ist also unabhéngig von der Rich-
tung. Man sagt daher, dass f lokal (nahe bei zy) mafstabstreu ist. Eine in z, lokal
maBstabstreue und winkeltreue Abbildung heifit konform in z.

Satz 21.8 Sei D C C offen und f : D — C holomorph. Dann vermittelt f in
jedem Punkt zg € D mit f'(z) # 0 eine konforme Abbildung.

Wie die komplexe Exponentialfunktion zeigt, kann man durch konforme Abbil-
dungen z.B. Rechtecke auf Kreissegmente oder Streifen auf die geschlitzte kom-
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plexe Ebene abbilden. Es ist erstaunlich, dass es mit geeigneten konformen Abbil-
dungen gelingt, sehr unregelméfliige Gebiete auf einfache Gebiete (wie eine offene
Kreisscheibe) abzubilden.

Definition 21.9 Fin Gebiet D C C heifit einfach zusammenhéngend, wenn mit
jeder ganz in D verlaufenden geschlossenen doppelpunktfreien Kurve auch deren
Innengebiet zu D gehort.

Beispielsweise ist ein offener Kreisring zwar wegzusammenhéngend, aber nicht
einfach zusammenhéngend. Anschaulich bedeutet der einfache Zusammenhang
eines Gebietes, dass dieses keine Locher hat. Die in der Definition 21.9 benutzte
Tatsache, dass jede geschlossene und doppelpunktfreie Kurve die Ebene in zwei
Teile (das AuBere und das Innere der Kurve) zerlegt, scheint auch anschaulich
klar zu sein. Der Beweis dieser Tatsache ist aber ziemlich schwierig (Jordan-
scher Kurvensatz). Auch der Beweis des folgenden bemerkenswerten Satzes ist zu
schwierig, um ihn hier andeuten zu konnen.

Satz 21.10 (Riemannscher Abbildungssatz) Seien M und M’ einfach zu-
sammenhdngende Gebiete, die beide echte Teilmengen von C sind. Dann gibt es
eine bijektive konforme Abbildung von M auf M’'.

Wir vermerken in diesem Zusammenhang lediglich eine weitere Eigenschaft ho-
lomorpher Funktionen, ihre lokale Umkehrbarkeit.

Satz 21.11 Sei D offen, f : D — C holomorph, zo € D und f'(z9) # 0. Dann
st f in einer Umgebung von zy injektiv.

Zur Illustration des Riemannschen Abbildungssatzes betrachten wir eine Familie
besonders einfacher holomorpher Funktionen.

Definition 21.12 Seien a,b,c,d komplere Zahlen mit ad — bc # 0. Dann heifst
die fiir alle z € C mit cz + d # 0 durch

f(2)

definierte Funktion gebrochen linear (oder eine Mobiustransformation ).

_az—i—b
ez +4d

(21.11)

Gilt cz+d =0, so ist f(z) in (21.11) nicht definiert. In diesem Fall legen wir fest,
dass f(z) = oco. Andererseits definieren wir f(oco) = a/c falls ¢ # 0 und f(o0) =
oo falls ¢ = 0. Durch diese Erginzungen des Definitions- und Wertebereichs von f
wird die komplexe Ebene C um einen Punkt oo erweitert, den wir den unendlich

fernen Punkt nennen. Wir verwenden fiir die erweiterte komplexe Ebene CU{oo}
das Symbol C.

Eine gebrochen lineare Funktion vermittelt eine bijektive Abbildung von C auf
C. Zu gegebenem w hat ndmlich die Gleichung
az+b
=w
cz+d
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die eindeutige Losung

dw —b

—Ccw +a
mit da — (—b)(—c) = ad — be # 0. Man rechnet auch leicht nach (HA), dass
die Hintereinanderausfithrung zweier gebrochen linearer Abbildungen wieder eine
gebrochen lineare Abbildung ergibt.

z =

Die einfachsten gebrochen linearen Abbildungen sind

zr—=z+c mitceC (Translation),
zZ > az mit a € C\{0} (Drehstreckung) und
2 27t (Inversion).

Wie die Identitaten
az + b —e=be ez +d) T 4+ ¢ fallsc#£0
cz4d %z+§ falls c =0

zeigen, kann man jede gebrochen lineare Abbildung als Hintereinanderausfithrung
der drei genannten einfachsten gebrochen linearen Abbildungen realisieren.
Formal wird eine gebrochen lineare Abbildung durch vier Parameter (a,b,c, d)

beschrieben. Da man im Bruch %IZ aber beliebig kiirzen oder erweitern kann ohne

etwas an der Funktion z +— errs zu dndern, kann man z.B. zusétzlich fordern,
dass ad — bc = 1. Deshalb ist die Angabe der Bilder dreier verschiedener Punkte

zur Festlegung einer gebrochen linearen Funktion ausreichend.

Satz 21.13 Seien 21, 2,23 drei paarweise verschiedene Punkte aus C und
wy, wa, w3 drei weitere paarweise verschiedene Punkte aus C. Dann gibt es ge-
nau eine gebrochen lineare Funktion f : z — %jfs mit f(zx) = wy firk=1,2,3.
Man erhdlt sie durch Aufiésen der Gleichung

f(z) —wy jws —wy _z—21/23—21
f(z) —wo! w3 —wy z— 2z

(21.12)

23— 22
nach f(z).

Den Quotienten auf der rechten Seite von (21.12) nennt man das Doppelverhdltnis
von z, 21, 2, 23. Ist etwa wy, = oo, so sind in (21.12) der Zahler und der Nenner,
in denen wy, vorkommt, durch 1 zu ersetzen. Entsprechend ist zu verfahren, wenn
eines der z; gleich oo ist.

Durch drei verschiedene Punkte der Ebene, die nicht auf einer Geraden liegen,
geht genau ein Kreis (der Umkreis des entsprechenden Dreiecks). Liegen die drei
Punkte dagegen auf einer Geraden, so verlduft genau eine Gerade durch diese
Punkte. Wir interpretieren nun Geraden als Kreise durch den unendliche fernen
Punkt. Dann ist durch drei verschiedene Punkte der erweiterten Zahlenebene
immer genau ein Kreis bestimmt.
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Satz 21.14 Seien zi, 22, 23 und wi, wy, w3 jeweils drei paarweise verschiedene
Punkte aus C und f sei eine gebrochen lineare Abbildung mit f(z,) = wy fiir
k=1,2,3. Dann bildet f den Kreis durch zy, 29, z3 auf den Kreis durch wy, ws, ws
ab. Durchliuft man den ersten Kreis von zy tiber zo nach z3 und bezeichnet man
mit Dy das Teilgebiet von C, das dabei zur Linken liegt, so wird D; durch f auf
das Teilgebiet von C abgebildet, das beim Durchlaufen des Bildkreises von wy tiber
we nach ws zur Linken liegt. Entsprechendes gilt fir die zur Rechten liegenden
Teilgebiete.

Eine Abbildung, die Kreise in Kreise iiberfiihrt, heiit auch kreistreu. Neben den
gebrochen linearen Abbildungen haben nur noch die Abbildungen

az+b
cz+d

Z =

diese Eigenschaft (Satz von Caratheodory).

Z2

z3

f(Zg)//

Beispiel 3 Wir suchen die gebrochen lineare Funktion, die die Punkte z; =
1,29 = 1 und z3 = —2 auf w; = 0, wy = 3 und w3 = ¢ abbildet. Nach Satz 21.13
ist

f(2) =0 /i—0 z—i /—2—1

f(z2)=3/i-3 z—-1/ -2-1"

Umstellen nach f(z) ergibt

92 — 0
A4—=T)z—14+4

f(z) =

Dabei wird das AuBiere des Kreises durch z, 29, 23 auf das Innere des Kreises
durch wq, wy, w3 abgebildet.

Beispiel 4 Wir suchen eine gebrochen lineare Abbildung, die die reelle Achse auf
die Einheitskreislinie abbildet und dabei die obere Halbebene {z € C: Imz > 0}
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auf das Innere des Einheitskreises {z € C : |z| < 1} abbildet. Dazu wihlen wir
z.B.

f0)=—1, f(1) = =i, floo) =1. (21.13)
/ / f 1(0) f(o0)
0 i
f()

Wir bestimmen f wieder mit Satz 21.13 oder aus dem Ansatz f(z) = %52
Einsetzen der Bedingungen (21.13) liefert

b a+b a

i~ cvd "
Also ist b = —d und a = c. Eingesetzt in die zweite Gleichung erhélt man %‘; =1,

woraus d = 1a folgt. Also ist

f(z):az—m:z—i

az +ia  z4+1i

Man kann zeigen, dass jede gebrochen lineare Abbildung, die die reelle Achse
auf die Einheitskreislinie abbildet und die obere Halbebene in das Innere des
Einheitskreises iiberfiihrt, von folgender Gestalt ist:

f(2) :ewz_g mit » € Rund Imp > 0.
Z—=p

1 27 1 27 1 ) 27
/ dz = / v (t)dt = / — irettdt = z/ dt = 2. ]
oB 2 —C o () —c o re’ 0
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