19 Lineare gewohnliche Differentialgleichungen

Wir beschéftigen uns nun mit Anfangswertproblemen fiir lineare Differentialglei-
chungen, iiber die man sehr viel mehr aussagen kann als im allgemeinen Existenz-
und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof.

19.1 Allgemeine lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung haben wir bereits in Abschnitt
18.2.2 kennen gelernt. Analog dazu treffen wir die folgende Definition.

Definition 19.1 Sei I C R ein (endliches oder unendliches) Intervall, n € N,
und ag,...,a,_1 sowie b seien gegebene stetige reellwertige Funktionen auf I.
Dann heift

Y™ 4 a1 (2)y" Y 44 an(2)y + ao(x)y = b(x) (19.1)

eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung auf I. Die Funktionen a; hei-
fen die Koeffizienten der Differentialgleichung und b die rechte Seite oder die
Storfunktion. Ist b nicht die Nullfunktion, so heifst (19.1) eine inhomogene Dif-
ferentialgleichung, und

Y™ a1 (2)y" Y+ ay(@)y + ag(z)y =0 (19.2)
heifit die zugehorige homogene Gleichung.

Das Wort , linear” kann man wie folgt verstehen: Erklart man einen Operator A
auf dem linearen Raum aller n mal differenzierbaren Funktionen auf I durch

(Ay)(2) =y (@) + an-a @)y V(@) + ..+ ar(2)y' (2) + ao(2)y(x),
so kann man (19.1) schreiben als Ay = b, und der Operator A ist linear.

Definition 19.2 Unter Anfangsbedingungen fiir (19.1) versteht man die Vorgabe
der Werte

y(:vo) = Qp, y,(ﬂﬁo) =0y, ... ,y(n_l)(xo) = Op—1 (19-3)

an einer Stelle xg € 1.

Satz 19.3 Das Anfangswertproblem (19.1) mit (19.3) besitzt eine eindeutig be-
stimmte Losung y auf ganz I.

Wihrend Picard-Lindelof die Existenz und Eindeutigkeit der Losung nur auf
einem (moglicherweise sehr kleinen) Intervall um xy herum garantiert, hat man

also fiir lineare Anfangswertprobleme (=AWP) die eindeutige Losbarkeit auf ganz
I.

Wir sehen uns nun an, wie die Losungen linearer Differentialgleichungen aufge-
baut sind und beginnen mit homogenen Gleichungen.
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Satz 19.4 (U’berlagerungsprinzip) Sind vy, ...,yx Losungen der homogenen
Gleichung (19.2) und ¢, ..., ¢y reelle Zahlen, so ist auch

iy () + caye(x) + ...+ cyi(w)
eine Losung von (19.2).

Dies sieht man am einfachsten, wenn man die Schreibweise Ay = 0 fiir (19.2)
benutzt. Aus Ay, = Ays = ... = Ay, = 0 und der Linearitdt von A folgt sofort

Alcryr + Yo + ... + k) = 1 Ayr + cAya + ...+ e Ay = 0.

Die Menge der Losungen der homogenen Gleichung Ay = 0 bildet also einen
linearen Raum. Wie grof ist dessen Dimension?

Satz 19.5 Der lineare Raum der Lisungen der homogenen Gleichung (19.2) n-
ter Ordnung hat die Dimension n. Es gibt also n linear unabhdngige Lisungen
Yty - Yn von (19.2), so dass sich jede Losungy von (19.2) als Linearkombination

y(x) - Cly1<x) +...+ Cnyn(x>
mit ¢1,...,c, € R schreiben ldfst.
Zur Erinnerung:

Definition 19.6 Fin System wvon Funktionen y,,...,y, : I — R heift linear
unabhéngig, wenn aus

ay(x) + ...+ cpyn(z) =0 firalex el

folgt, dass ¢; = ... = ¢, = 0. Anderenfalls heifsen die Funktionen vy, ..., y, linear
abhéngig.
Ein linear unabhéngiges System ¥, ...,y, von Losungen der homogenen Glei-

chung (19.2) n-ter Ordnung heifit auch ein Fundamentalsystem oder eine Inte-
gralbasis der Differentialgleichung.

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung (19.2) anzugeben heifit also,
ein Fundamentalsystem (oder eine Basis des Losungsraumes) anzugeben. Im Fall
n = 1 ist das einfach (vgl. Satz 18.3). Fir n > 2 hat man dagegen keinen
einfachen Algorithmus mehr, der ein Losungsfundamentalsystem liefern konnte.
Das folgende Verfahren der Ordnungsreduktion nach d’Alambert ist anwendbar,
wenn eine nichttriviale Losung der homogenen Gleichung bekannt ist (die man
beispielsweise durch Erraten oder durch einen speziellen Ansatz gefunden hat).
Wir sehen uns dieses Verfahren fiir Gleichungen zweiter Ordnung an.
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Sei etwa y; eine bekannte Losung der homogenen Differentialgleichung
' +a(x)y +b(x)y=0 auf I (19.4)

mit y;(x) # 0 fiir alle x € I. Wir suchen eine weitere Losung yo von (19.4) in der
Form ys(x) = u(x) y;1(z) mit einer zu bestimmenden Funktion u. Dann ist

Yy = u'yr +uyy  sowie yy ="y + 2u'y) + uyy,
und eingesetzt in (19.4) ergibt sich
! / " /! ! / /
Yy +ay, +bys = wy + 20y +uy; + auw'yy + auy; + buy,

= (y] +ayy + by )u+ (2y) + ay)u' + yiu”
=y’ + (2y; + ayp)u

Wir sehen: Ist y;(z) # 0 auf I, so 16st yo = uy; genau dann die Gleichung (19.4)
auf I, wenn u die Gleichung

?/1

u// + <2
Y1

+a>u —0 auf ] (19.5)
16st. Nach Substitution u’ = v geht (19.5) tiber in die Gleichung
v+ <2y1 —|—CL>U:0 auf [
N

erster Ordnung, die wir in Abschnitt 18.2.2 gelost haben. Aus v erhalten wir u
und hieraus ys.

Beispiel 1 Wir betrachten die Gleichung

1 1
! /
Vo 5gY +2 sy =0 auf I =(0,00).

Durch Erraten finden wir die Losung y;(z) = x, und fir diese ist y;(z) # 0 fiir
alle z € I. Wir machen daher den Ansatz y,(z) = zu(z) und erhalten aus (19.5)

2 1
e (- Do
r 2
Sei v/ = v. Die Gleichung
2 1 3
!/
S Ju=v+—v=0
v (a: 23:) =o'+ 23:U

hat nach Satz 18.3 die allgemeine Losung

v(x) = cexp </x( 2375) dt) = cexp(— glnx) = cx 32,
1
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Fiir ¢ = —3 ist u(z) = z7'/? eine Stammfunktion von v, und daher ist yo(z) =

zru(r) = \/x eine weitere Losung der Ausgangsgleichung. n

Der folgende Satz sagt, dass dieses Verfahren tatsichlich funktioniert, d.h. dass
man aus einer bekannten Losung y; eine weitere, dazu linear unabhdngige Losung
Yo gewinnt.

Satz 19.7 (Ordnungsreduktion) Seien I C R ein Intervall und a,b: I — R
stetige Funktionen. Weiter sei y; eine Losung von (19.4) auf I mit yi(z) # 0
fir alle x € I. Ist u eine Losung von (19.5), so ist auch ys(x) = u(x)y,(x) eine
Lésung von (19.4). Die Losungen y, und yo sind linear unabhdngig, wenn die
Funktion u nicht konstant ist.

Mit diesem Satz ist klar, dass die Losungen y; (2) = x und yo(x) = /2 tatséchlich
ein Losungsfundamentalsystem fiir die Gleichung aus Beispiel 1 bilden, d.h. man
kann jede Losung dieser Gleichung schreiben als

y(z) = v + co/r mit x> 0.

Ein bequemes Hilfsmittel, die lineare Unabhéngigkeit von Funktionen zu priifen,
ist die Wronski-Determinante.

Definition 19.8 Die Funktionen yi,...,y, : I — R seien n — 1 mal differen-
zierbar auf I. Dann heif$t

n@ ) b (2)
Wie) im yl@ y2(:$) yn@ sel
W @) @) e ()

die Wronski-Matrix des Funktionensystems yi,...,y, und (det W)(z) seine
Wronski-Determinante.

Satz 19.9 Sind die Funktionen yi,...,y, : I — R linear abhdingig und n—1 mal
differenzierbar, so ist (det W)(z) =0 fiir alle x € I.

Dies ist leicht zusehen, da dann eine Spalte der Wronski-Matrix linear abhéngig
von den iibrigen Spalten wird.

Beispiel 2 Fiir die Funktionen y;(z) = z und ya(x) = /z auf I = (0, 00) ist

W(z) = (”1” g) und (et W)(z) = 7“" _Vz= —g

£ 0.

Also sind ¥; und gy, tatséchlich linear unabhéngige Losungen der Gleichung aus
Beispiel 1.
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Beispiel 3 Seien y;(x) = x, y2(z) = 22 — 2 und y3(z) = 22% + 3z — 4 fiir v € R.
Dann ist

x x2—2 202+ 3xr—14

WE)y=11 2z dr + 3 und (det W)(z) =0
0 2 4

fiir alle z € R. In diesem Fall liefert uns Satz 19.9 keine Information. Aus

ys(x) = 3y1(x) + 2y2(2)
folgt aber sofort die lineare Abhéngigkeit der Funktionen yq, y» und ys. |

Eine wesentlich prézisere Aussage als in Satz 19.9 erhélt man unter der Voraus-
setzung, dass yi, . .., ¥y, Losungen einer linearen Differentialgleichung (und nicht
irgendwelche Funktionen) sind.

Satz 19.10 Seien y1,...,y, : I — R Lisungen der homogenen linearen Diffe-
rentialgleichung (19.2). Dann ist entweder

a) (detW)(z) =0  fir alle x € I oder
b) (detW)(xz)#0  fir allex € 1,

und die Funktionen yy,...,y, bilden genau dann ein Losungsfundamentalsystem,
wenn Fall (b) vorliegt.

Ist unter den Voraussetzungen von Satz 19.10 also (det W)(x) # 0 fiir ein x € I,
so ist (det W)(x) # 0 fir alle x € I, und die Funktionen i, ..., y, sind linear
unabhingig. Ist dagegen (det W)(z) = 0 fiir ein x € I, so ist (det W)(z) = 0 fiir
alle x € I, und die Funktionen vy, ..., v, sind linear abhingig.

Wir gehen nun zu inhomogenen Gleichungen iiber. Ihre Losungsstruktur kann
dhnlich wie in Satz 18.5 (fiir n = 1) beschrieben werden.

Satz 19.11 Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (19.1) hat die
Gestalt

y(@) = yn(z) +y"(z),
wobei y* eine spezielle Losung von (19.1) und y, die allgemeine Léosung der zu-
gehorigen homogenen Gleichung (19.2) ist.

Einen systematischen Weg zur Bestimmung einer speziellen Lésung der inhomo-
genen Gleichung (19.1) bietet die Methode der Variation der Konstanten. Dazu
sel

y(z) =cayi(z)+ ...+ cpyp(zr) mite eR
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die allgemeine Losung der homogenen Gleichung (19.2). Wir suchen eine spezielle
Losung von (19.1) in der Form

y(x) = a(@)y (@) + .. + cnl@)yn(2)
mit stetig differenzierbaren Funktionen ¢; : I — R. Es ist

/

vy = duyitayy+.. Ay + eyl
= (ayi+ ...+ + Ay + .o+ yn).

Um die Rechnung iibersichtlich zu halten, versuchen wir, die ¢; so zu wéhlen,
dass
dyi+ ...+ dy, =0

(spater sehen wir, dass dies moglich ist). Dann bleibt also
v =ayi+ .. ey,

und wir finden weiter

1

y' = () + . ey, + (Y )

Wir fordern wieder
AYy+ ...+, =0.

Wir fahren so fort und erhalten
yk) :clygk)—i—...—l—cnyﬁf) firk=0,1,...,n—1
unter den Bedingungen
Gy w4 dy® =0 firk=0,...,n—2
SchlieBlich erhalten wir fiir die n-te Ableitung
y™ = (e + ey + (" L+ ).

Wir setzen diese Ausdriicke in die inhomogene Gleichung (19.1) ein und finden

b = y™4a, 1y Y +. 4+ ay +ay

n n n—1 n—1
= (clyp +...+ cnyr(z))+(c’1y§ )—i-...—i-cilyfl ))

+ an_l(clygn_l) ...+ cny,(ln_l))

+
+ ar(ay) +... 4+ cuyl)
+ aplciyy 4.4 Caln),
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also
c’lyin_l) + ... +dynY =p,

da ja jede Funktion y; die homogene Gleichung
Y™ an 1y 4 ay +agy =0

16st. Damit haben wir das folgende lineare Gleichungssystem zur Bestimmung
der Ableitungen ¢ gewonnen:

Ayt + Gyn =
Ay +...+  dy, =

c’1y§n_2) Fo+ g =0

Gy Y =

bzw.
, 0
Y1 Yo oo Un c
" Yo oo Y, ! !
. . " l=1:]. (19.6)
3 3 3 : 0
n—1 n—1 n—1
0 e e ) e )|
Dieses System ist eindeutig 16sbar, da seine Systemmatrix die Wronski-Matrix der
Funktionen yy, ..., y, ist. Diese hat nach Satz 19.10 eine Determinante ungleich
0 und ist daher invertierbar. Aus (19.6) lassen sich die Ableitungen ¢}, ..., ¢, ein-
deutig ermitteln. Durch Integration bekommen wir Stammfunktionen ¢y, ..., c,,

und man {iberzeugt sich leicht davon, dass

y(@) = cr(@)y (@) + .-+ co(@)yn (@)
tatsichlich eine Losung von (19.1) ist.

Beispiel 4 Wir suchen die allgemeine Losung von

1 1
"y b —y = F7= . 19.
s + 52y =T au (0, 00) (19.7)

Aus Beispiel 1 und 2 wissen wir, dass y;(x) = z und yo(x) = /2 ein Losungs-
fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung bilden. Fiir eine spezielle Losung
der inhomogenen Gleichung wéhlen wir den Ansatz

y'(x) = cr(@)y (@) + calw)ya(x)

301



und bestimmen ¢}, ¢, aus

Es ist

also
d(r) =2¢ und dy(z) = —22%2

Stammfunktionen sind

4
2 und CQ(x):—ga:5/2

(da wir nur eine spezielle Losung suchen, konnen wir die Integrationskonstanten
z.B. gleich 0 wéhlen). Also ist

a(r)=x

4 1
y(z) =a? x— =2 o = =2®
5) 5)
eine spezielle Losung von (19.7), und die allgemeine Losung von (19.7) ist
1
y(r) = 1w + o/ + 5333- n

Beispiel 5 Das Anfangswertproblem

i ]‘ !
y'+y= , y(0)=0, ¢(0)=1 (19.8)

hat nach Satz 19.3 auf dem Intervall (—m/2,7/2) eine eindeutige Losung. Ein
Fundamentalsystem der homogenen Gleichung y” + y = 0 wird gebildet von den
Funktionen y;(z) = cosz und ys(x) = sinz. Die Losungen ¢}, ¢, des Gleichungs-

systems
cosx sinz\ (i [ O
—sinz cosz) \¢y)  \ i
sind ¢} (x) = —tanz und ¢,(z) = 1. Integration liefert

ci(x) =In(cosx) und cy(x) ==z,
d.h. die allgemeine Losung der Ausgangsgleichung ist
y(z) = c1cosz + casinz + In(cosx) - cosx + wsinw

mit ¢, co € R. Diese Konstanten bestimmen wir aus den Anfangsbedingungen
und erhalten ¢; = 0 und ¢y, = 1, so dass

y(x) =sinz + In(cosz) - cosz + rsinx

die Losung des AWP (19.8) ist. o
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19.2 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung
v 4+ a1yt ay +agy =b (19.9)

mit konstanten Koeffizienten a; € R. Die rechte Seite b ist weiterhin eine stetige
Funktion auf einem Intervall I C R. In dieser speziellen Situation gibt es eine
systematische Methode zur Bestimmung eines Losungsfundamentalsystems der
zugehorigen homogenen Gleichung

™+ a1y 4+ ay + agy =0, (19.10)

und auch das Auffinden einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung ist
oft einfacher zu gestalten als iiber eine Variation der Konstanten.

Zur Bestimmung eines Fundamentalsystems von (19.10) wihlen wir den Ansatz
y(z) = M mit einem zu bestimmenden (reellen oder komplexen) Parameter .
Setzt man diese Funktion und ihre Ableitungen v (z) = A\¥e** in (19.10) ein, so
erhédlt man

(A" 4+ @ A" a A Fag)e =0

bzw. wegen e # 0
P =N+ a, N+ ad+ap = 0. (19.11)

Dieses Polynom P heifit das charakteristische Polynom der homogenen Gleichung
(19.10). Offenbar ist y(z) = ¢*® genau dann eine Lésung von (19.10), wenn A eine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist. Sind alle Nullstellen Ay, ..., A, von
P reell und einfach, dann erhélt man auf diese Weise n Losungen

s ’yn(l'> - 6>\n1’,

Y1 (I ) = e>\l$7
die linear unabhéngig sind und daher ein Losungsfundamentalsystem fiir (19.10)
bilden. Ist A = a + (i eine komplexe Nullstelle mit 5 > 0, so ist auch die
konjugiert komplexe Zahl A = o — (3¢ eine Nullstelle von P, und man erhélt die
beiden Losungen

yi(x) = pla+Bz 4 y_(z) = pla—Bi)e.
Da die Losungsmenge von (19.10) ein linearer Raum ist, sind mit y, und y_ auch

Y+ + Y- Yy — Y-

21

Rey; = und Imy, =

Losungen von (19.10). Aus dem Paar (), \) konjugiert komplexer Nullstellen von
P gewinnen wir also zwei reellwertige Losungen

y1(z) = Re (e(awi)“) = Re (e**(cos Bz + isin fz)) = e** cos Sz
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und
yo(z) = Im (e(a+5i)“’) = Im (e"*(cos Bz + isin fz)) = €** sin fz.

Ist A eine Nullstelle der Ordnung k, so entsprechen dieser Nullstelle k linear
unabhéngige Losungen von (19.10), die man wie folgt gewinnt:

Satz 19.12 a) Ist \ eine k-fache reelle Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms P von (19.10), so hat (19.10) die k linear unabhdngigen Lisungen

yi(2) = e, yo(x) = 2e™, ... yp(z) = 2" e, (19.12)

b) Ist A= a+ Bi mit > 0 eine k-fache komplexe Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms P von (19.10), so besitzt (19.10) die 2k linear unabhdngigen

Lésungen
y1(z) = € cos B, yo(x) = 2™ cos fz, . .., yp(x) = 2571 cos Ba

und (19.13)
Yps1(x) = €27 sin B, Ypyo(x) = 2 sin Ba, . . ., yor(z) = 2¥ 1€ sin B

c) Aus den (entsprechend ihrer Vielfachheit mehrfach gezihlten) Nullstellen
von P erhdlt man mit (a) und (b) genau n Funktionen, die zusammen ein
Lésungsfundamentalsystem fiir (19.10) bilden.

Beispiel 6 Die Differentialgleichung vy + 2y"”" — 2y’ — y = 0 hat das charak-
teristische Polynom P()\) = A* 4+ 2X3 — 2\ — 1 mit den Nullstellen A\; = 1 und
Ay = A3 = A\, = —1. Also bilden die Funktionen

T

yi(x) = €, ya(2) = €77, ys(z) = we™ und yu(z) = 2’¢™"
ein Losungsfundamentalsystem, und die allgemeine Losung hat die Gestalt

y(x) = c1e” + coe” " + cawe " + cyxe ™. =

Beispiel 7 Das charakteristische Polynom P(\) = A*—1 der Differentialgleichung
y"" = y hat die Nullstellen A\; = 1, A\, = —1, A3 =i und Ay = —i. Hieraus ergibt
sich das Fundamentalsystem

yi(z) =€, ya(zx) = ", ys(x) = cosz, ya(z) = sinz. -
Beispiel 8 Das charakteristische Polynom der Schwingungsgleichung
' +wy =0 mitw>0
lautet P(A) = A\* +w? und hat die Nullstellen A\; = iw und Ay = —iw. Also bilden

die Funktionen y;(x) = coswz und y,(z) = sinwz ein Fundamentalsystem aus
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reellwertigen Funktionen (reine Schwingung). Wir betrachten nun allgemeiner die
Differentialgleichung

y' 4+ 2uy +wiy =0 mit u >0 und wy >0

der gedimpften Schwingung. Diese Gleichung modelliert z.B. eine Masse, die an
einer Feder schwingt, wobei i der Reibungskoeffizient und w? die Federkonstante
ist. Wie wir bereits gesehen haben, hat diese Gleichung fiir 4 = 0 das Fundamen-
talsystem

y1(z) = coswpr und ys(x) = sinwpx.

Die Zahl wy ist also die Kreisfrequenz der ungeddmpften Schwingung. Von nun an
sei 1 > 0. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P(\) = A\? + 2u\ + w?

sind
M =—p+/p?2—w} und Ng=—p—\/p?— w3,

wobei /p? — w2 im Fall p? < w? fiir i\/w? — p? steht. Wir unterscheiden drei
Fille.

Fall 1: 0 < pu < wy (geddmpfte Schwingung)
Wir setzen w := y/wg — p? und erhalten das Paar konjugiert komplexer Nullstel-
len Ay = —p 4+ iw und Ay = —p — iw. Als reelles Fundamentalsystem erhalten
wir

yi1(z) =e " coswr und yo(z) = e " sinwz.

Durch die Dampfung wird also die Frequenz kleiner, und die Loésungen klingen
exponentiell ab.

Fall 2: u = wy (aperiodischer Grenzfall)
In diesem Fall ist A\; = Ay = —pu eine doppelte Nullstelle und demzufolge

y(@) = e und  yo(a) = e

ein Losungsfundamentalsystem. Wir beobachten kein Schwingungsverhalten
mehr.

Fall 3: > wy (aperiodischer Fall)
Nun haben wir zwei einfache reelle Nullstellen \; 5 = —p + /p? — wi, die wegen

V1?2 — w? < p beide negativ sind. Ein Fundamentalsystem ist

Az Aox

yi(z) =e und  yo(z) = €727,
und alle Losungen klingen exponentiell ab. |

Wir kommen nun zu inhomogenen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten.
Eine spezielle Losung kann natiirlich wieder mittels Variation der Konstanten
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gefunden werden. Bei speziellen rechten Seiten b ist es einfacher, einen Ansatz
vom Typ der Storfunktion zu wahlen. Das funktioniert z.B. fiir
b(z) = e cos fx(amz™ + ... + a1 + ap)
und (19.14)
b(x) = e*sin Bz (anz™ + ...+ a1z + agp),
insbesondere also fiir Polynome, Exponentialfunktionen und die Sinus- und Ko-
sinusfunktion. In diesen Féllen gibt es eine spezielle Losung y* der inhomogenen

Gleichung, die vom gleichen Typ wie b ist. Dabei hat man zwei Fille zu unter-
scheiden:

Fall 1 Ist a4 ¢/ keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so gibt es eine
spezielle Losung der inhomogenen Gleichung der Gestalt

y () = e (cos Br(Apa™ + ...+ Ay + Ag) + sin Bz (Bpa™ + ... + Bz + By))
mit zu bestimmenden Koeffizienten A; und B;.

Fall 2 Ist o+ i3 eine Nullstelle der Ordnung k des charakteristischen Polynoms,
so gibt es eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung der Gestalt

y*(z) = ke ( cos fr(Apz™ + ...+ Ajz+ Ag) +sin fx(Bpax™ + ...+ Bz + BO))
mit zu bestimmenden Koeffizienten A; und B;.

Ist die rechte Seite eine Linearkombination von Funktionen der Gestalt (19.14),
so wihlt man eine Linearkombination der Ansétze aus Fall 1 und 2 als Ansatz.

Beispiel 9 Die Differentialgleichung
v+ 2y oy =2+ 27" (19.15)

hat das charakteristische Polynom P()\) = A3+2A?+\ mit der einfachen Nullstelle
A1 = 0 und der doppelten Nullstelle Ay = A3 = —1. Folglich bilden die Funktionen

T

yi(r) =1, wplr)=c " und ys(x)=ze"

ein Losungsfundamentalsystem der zu (19.15) gehorenden homogenen Gleichung.
Um die inhomogene Gleichung (19.15) zu lésen, suchen wir spezielle Losungen
der Gleichungen

"

v'+2y" +y = x =", (19.16)
y" 2y +y = 2e7". (19.17)
Nach Fall 2 hat (19.16) eine spezielle Losung der Gestalt y;1(z) = 1o + co®.
Wegen
n

Yiq + 2y§f1 + yl’-71 =042-2c + (¢1 + 2c01) = (¢1 + 4e2) + 2¢0x
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16st y; 1 genau dann (19.16), wenn 2cy = 1 und ¢; + 4cp = 0, also wenn ¢y = 1/2
und ¢; = —2. Ebenfalls nach Fall 2 hat (19.17) eine spezielle Losung der Gestalt
yi2(z) = dz?e . Dann ist

Yio(x) = d(2z—a)e™™, yly(x) =d(2— 4z +27)e ",
y;”Q(a:) = d(—6+ 6z — 2?)e ",

und Einsetzen in (19.17) ergibt
d((—6 + 62 — %) + 2(2 — 4o + 2°) + (22 — 2*))e " = 2"
und d = —1. Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung (19.15) ist also
yi(z) = —2x + %xQ — 2% "
Beispiel 10 Die Differentialgleichung
Y’ +wiy = acoswr mit wy,w >0 und a € R (19.18)

beschreibt die Bewegung eines harmonischen Oszillators der Eigenfrequenz wy
unter Wirkung einer periodischen dufleren Kraft a coswz. Wir haben zwei Fille
zu unterscheiden.

Fall A: w # wy. Dann ist iw keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
P(\) = A? + w2. Nach Fall 1 gibt es also eine spezielle Losung (19.18) der Form
yi(x) = ¢ coswx + co sinwx. Ableiten und Einsetzen in (19.18) ergibt

—cw? coswr — cow? sinwx + wgcl coswr + wgcz sinwzr = acosww,

und nach Vergleich der Koeffizienten vor den Sinus- und Kosinustermen erhalten

WIr

co(wi —wh) =0, (v —w?) =a.

Also ist ¢; = —'= und ¢y = 0, und
0

ist eine Losung von (19.18).

Fall B: w = wy. Nun ist iw eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms.
Entsprechend Fall 2 gibt es also eine Losung von (19.18) der Gestalt

yi(z) = byx coswz + c1x sinwz.
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Mit dem Ansatz
y;(z) = bx coswz + cx sinwzx

wird

yi(x) = (cxw +b)coswz + (¢ — baw) sinwz,

y/(r) = (2cw — brw?)coswr — (2bw + caw?) sinwz,
und nach Einsetzen und Koeffizientenvergleich folgt
2cw =a und —2bw =0,

also ¢ = 5= und b = 0. Eine Losung von (19.18) ist in diesem Fall also

(x) = 5ws
yil) = 5-wsinwe.
Im Fall a # 0 wachst die Amplitude dieser Funktion iiber alle Grenzen, und man

spricht von einer Resonanzkatastrophe.

19.3 Systeme linearer Differentialgleichungen

In der Praxis treten oft Systeme von Differentialgleichungen auf, d.h. man sucht
mehrere Funktionen, die durch mehrere Differentialgleichungen miteinander ver-
kniipft sind. Oft ist es auch zweckméifBig, sich eine Differentialgleichung hoherer
Ordnung als ein System von Differentialgleichungen niedriger Ordnung vorzustel-
len. Gegeben sei eine Differentialgleichung n-ter Ordnung

= fle,y,ys .y, (19.19)

Ist y eine Losung dieser Differentialgleichung, so erfiillen die Funktionen

y™)

ni(@) =y(@), @) =y@),. .., ) =y")

das folgende System von n Differentialgleichungen erster Ordnung

?/i = Y2
Yo = Y
2P (19.20)

/

Y = f(‘rJyl?yQW"uyn)‘

Hat man umgekehrt eine Losung §(z) = (y1(z), . .. ,yn(:ﬁ))T des Systems (19.20)
gefunden, so ist die erste Komponente y; von ¢ eine Losung von (19.19). In die-
sem Sinn sind die Gleichung (19.19) n-ter Ordnung und das System (19.20) erster
Ordnung zueinander dquivalent. Kommen zu (19.19) noch die Anfangsbedingun-
gen

y(zo) = a0, ¥ (zo) =1y, y" D (x0) = Ay
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hinzu, so entsprechen diese der Anfangsbedingung

y1(zo) = o,  y2(x0) = 1, ..., Yn(To) = @y

bzw. i(xg) = @ mit @ = (ag, ay,...,a,_1)7 fiir das System (19.20). Ein Vor-
teil von (19.20) gegeniiber (19.19) ist, dass man den allgemeinen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof leicht auf Systeme von Differentialglei-
chungen erster Ordnung verallgemeinern kann. Auch gibt es fiir Systeme erster
Ordnung zahlreiche effektive numerische Losungsverfahren.

Der linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
v + a1y + L+ ey + agy = b(x)

entspricht das System

vy = Y2

Yo = Y5

Yno1 = Yn

Y = —GoYy1 —@1Y2 —G2Y3 ... —Gu_1Yn +b(x),

welches wir mit

U1 0 1 0o ... 0 0

Y2 0 0 1 ... 0 0

g=1 |, A=| i | b=

Yn—1 0 0 0o ... 1 0

Yn —ay —a; —Qay ... —Qp_1 b(x)

(19.21)
kurz als ' = Ay + b schreiben kénnen. Allgemein versteht man unter einem
linearen System erster Ordnung ein System der Gestalt 7' = Ay + b mit einer
n X n-Matrix A, einer rechten Seite b= (b1,...,b,)" und einer gesuchten Losung

7= (y1,...,9yn)T. Die Gleichung ¢’ = Ay heiBt das zu 7' = Ay + b gehdrende
homogene System. Wie bei allen linearen Gleichungen setzt sich die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung 77" = Ay + b zusammen aus der allgemeinen
Losung der homogenen Gleichung 7' = Ay und einer speziellen Losung der in-
homogenen Gleichung. Uber die Losungsstruktur der homogenen Systeme gibt
folgender Satz Auskunft.

Satz 19.13 a) Sei A eine n X n-Matriz. Die Menge der Losungen des homo-
genen Systems ' = Ay bildet einen linearen Raum der Dimension n. Eine
Basis 11, . .., Yy, dieses Raumes heifst ein Fundamentalsystem.
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b) Besitzt A die Figenwerte \i,...,\, mit zugehorigen FEigenvektoren
U1, ...,0n, S0 sind die Funktionen

Lisungen des Systems ' = Ayj. Diese Losungen bilden ein Fundamentalsy-
stem, wenn die Uy, ..., U, linear unabhdingig sind.

Dieser Satz liefert nur dann explizit ein Fundamentalsystem, wenn die Matrix A
n linear unabhéngige Eigenvektoren besitzt, d.h. wenn A diagonaldhnlich ist. Fiir
die Matrix A in (19.21) ist dies z.B. genau dann der Fall, wenn ihre Eigenwerte

paarweise verschieden sind. Ist A eine reelle Matrix und A, A ein Paar konjugiert

komplexer Eigenwerte von A, so erhilt man aus der komplezen Losung § = e v

nach Satz 19.13 zwei reelle Losungen durch Bildung von Real- und Imaginérteil
von /.

Ist 71, . .., ¥, ein Fundamentalsystem fiir das homogene System 7' = A, so kann
man jede Losung dieses Systems schreiben als Linearkombination

Un(z) = aryi(x) + ... + cuyn(T). (19.22)

Eine Losung ; der inhomogenen Gleichung kann man bestimmen, indem man in
(19.22) die Konstanten ¢; variiert, d.h. durch den Ansatz

—

Ui(x) = er(@)ii () + ..+ ca(@) ().
Beispiel 11 Zur Differentialgleichung y” — 3y’ + 2y = 0 ist das System
/
(0 0 1\ (m
= 19.23
() - (% 5) () w02

dquivalent. Die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix sind Ay = 1 und Ay = 2 mit
den zugehérigen Eigenvektoren o, = (1,1)7 und o, = (1,2)T. Ein Fundamental-
system fiir (19.23) wird also gebildet von den Funktionen

i) = (1) = (2) wa wo = (5) = (5)

Als allgemeine Losung von (19.23) erhélt man daher

S S S cre” + cpe?®
(o) = (o) + ) = ( 2720

und die allgemeine Losung der Ausgangsgleichung ist die erste Komponente
y(x) = c1e” + cpe*”
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von g (x). o

Beispiel 12 Die Koeffizientenmatrix des Systems

v = SYa
19.24
Yy = —Y1+ 2y ( )

hat die Eigenwerte A\; = 14+2i und Ay = 1—2¢, und v; = (1 E 2@.) = (i)) +1 (g)

ist ein Eigenvektor zum Eigenwert ;. Also ist

g <1 () () - teme s ()59

eine komplexe Losung von (19.24), und ihr Real- und Imaginérteil

i) e ( ’ @ in2s (g)) ,
Ba(z) = e (608293 (g) e (i)))

bilden ein reelles Fundamentalsystem von (19.24). N

Beispiel 13 Ganz dhnlich wie in Beispiel 12 gewinnt man fiir das System

/

Y1 = Y2, yé =0

ein Losungsfundamentalystem

. CoS T . —sinx
yl(x) - (sinx) und yQ(x) - ( CoS T )

und die allgemeine Losung

. o cos T —sinw
Un(r) = 1 (Sin$> + ¢ ( s > : (19.25)

Um das inhomogene System

yi = —Y

) (19.26)
Y = Y1tz

zu l6sen, wahlen wir den Ansatz



d.h. wir variieren in (19.25) die Konstanten. Setzt man

. / . .
L, (cicosx —cysinz\  [cicosx —cysine — cysine — cycosw
c1sinx + cycosx cisinz + ¢y cosx + cycosx — cysinw

in (19.26) ein, so erhélt man ein lineares Gleichungssystem fiir ¢ und ¢,
ccosx —cysine = 0
disinx +cycosr = x
mit den Losungen ¢ = zsinz und ¢, = x cos z. Stammfunktionen sind
ci(x) = —zcosx +sine und cy(r) = xsinz + cosz.

Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung (19.26) ist daher

. . CoS T : —sinx —x
U;(x) = (—xcosx + sinx) (s' ) + (zsinx + cos x) ( > = ( 1 ) ,

mox COS T

und die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet

H(x)—c COS ¥ 1 —sinx n —x .
YW= A\ sinz 2\ cosz 1)

Beispiel 14 Einfacher als die Anwendung von Satz 19.13 und auch hilfreich in
Féllen, in denen Satz 19.13 kein Fundamentalsystem liefert (da A nicht diago-
naldhnlich ist) ist oft das Eliminationsverfahren, welches wir uns am Beispiel des
Systems

Vo= Y1t 2y

yé = Y2

1 2
01
Eigenwert; der zugehorige Eigenunterraum hat aber die Dimension 1 und wird
z.B. durch v = ((1)) aufgespannt. Satz 19.13 liefert also keine Fundamentalsystem.
Stattdessen versuchen wir, yo aus dem System zu eliminieren. Aus der ersten
Gleichung folgt durch Umstellen und Ableiten

(19.27)

ansehen. Die Koeffizientenmatrix A = a ( ) hat A\; = Ay = 1 als doppelten

1 1 1 1

Yy = 5?/1 — 5y und Yy = Qyi/ -

/

§y17
und Einsetzen in die zweite Gleichung liefert

1 1
SW =¥t = g — gy brwe gl =24+ =0,
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Ein Fundamentalsystem dieser Gleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten ist nach Satz 19.12

yin(z) =e* und ypo(z) = xe®,
und mit yp = %y’l — %yl erhalt man hieraus
yor =0 und yga(z) = €*/2.

Somit ist

. e’ . xe*
U1 (x) = (0) und  yp(z) = (61/2) (19.28)
ein Fundamentalsystem fiir (19.27). m

Eine Begriindung, dass die Funktionen #, %> in (19.28) tatsdchlich ein Funda-
mentalsystem bilden (also linear unabhéngig sind), kann man mit der folgenden
Variante des Satzes von Wronski geben.

Satz 19.14 Sei A eine n X n-Matriz, und i, ..., Yy, seien Losungen des homo-
genen Systems ' = Ay. Weiter sei ®(x) die nxn-Matriz, deren Spalten die
Vektoren i1(y), ..., Un(x) sind. Ist (det ®)(x) # 0 fir ein x € R, so sind die
Lésungen iy, ..., Y, linear unabhdngig. Ist (det ®)(x) = 0 fir ein x € R, so ist
(det ®)(x) =0 fiir alle x € R, und 1, . .., Y, sind linear abhingig.

Offenbar ist tatsdachlich in Beispiel 14

et xe”

det & = det (0 ¢ /2

1
) — 5625” >0 fiir alle z € R.

Mit der Matrix ® 148t sich auch die allgemeine Losung des homogenen Systems
—/

y' = Ay bequem schreiben als
j(z) = ®(x)c mit c=(c,...,c,)" €R,

und die Bestimmung von ¢(z) aus dem Ansatz y(z) = ®(x)c(z) zur Losung der
inhomogenen Gleichung i’ = A7 + b kann durch

o(z) = e(xg) + / ) (1) b(t) dt

z0

erfolgen. Losen Sie das System aus Beispiel 13 erneut, indem Sie diese Formel
mit zo = 0 und c(zo) = () verwenden.
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19.4 Die Laplace-Transformation

Wir lernen nun eine weitere Methode zur Losung von Anfangswertproblemen ken-
nen, die insbesondere bei linearen Differentialgleichungen und Systemen mit kon-
stanten Koeffizienten einsetzbar ist. So wie man durch Logarithmieren das Multi-
plizieren und Potenzieren positiver reeller Zahlen auf die Addition und Multipli-
kation ihrer Logarithmen zuriickfithren kann, so fithrt die Laplace-Transformation
die Differentiation einer reellen Funktion auf eine einfache algebraische Operation
zuriick.

Definition 19.15 FEine Funktion f :[0,00) — R heifit Laplace-transformierbar,
wenn es eine Zahl s € R gibt, fiir die das uneigentliche Integral

/OO e "I f(t)|dt = lim /Te_ts|f(t)|dt (19.29)
0 > Jo

konvergiert.

Ist f Laplace-transformierbar und konvergiert das Integral (19.29) fiir ein s € R,
so konvergiert es auch fiir alle ' > s. Es gibt daher eine eindeutig bestimmte
Zahl a = a(f) so, dass (19.29) fiir jedes s > a konvergiert und fiir jedes s < a
divergiert (fiir s = a kann man im Allgemeinen keine Aussage treffen). Diese Zahl
a heifit die Konvergenzabszisse von f, und (a,c0) das Konvergenzintervall.

Definition 19.16 Die Funktion f : [0,00) — R sei Laplace-transformierbar, und
a sei thre Konvergenzabszisse. Dann heifst die durch

F(s) = / T

0

definierte Funktion F : (a,00) — R die Laplace-Transformierte von f.

Wir schreiben dann F° = Lf und nennen die Abbildung £ die Laplace-
Transformation. Ist f Laplace-transformierbar und unterscheidet sich g von f nur
in endlich vielen Punkten, so ist auch g Laplace-transformierbar und Lf = Lg.
Die Laplace-Transformation £ ist also nicht ohne weiteres umkehrbar. Wenden
wir aber £ nur auf Funktionen f an, die stetig oder wenigstens stiickweise stetig
und von rechts stetig sind, so ist auf dieser Menge die Laplace-Transformation
L umkehrbar, und wir schreiben f = £L71F falls F = Lf. Im weiteren betrach-
ten wir daher ausschliellich stiickweise stetige und von rechts stetige Laplace-
transformierbare Funktionen f.

Beispiel 15 Fiir die Funktion f : [0,00) — R, t — 1 und s # 0, ist

1

o e St r S fiir s > 0,
/ e *tdt = lim =
0 r—oo =510 oo fiir s < 0.
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Also ist (£f)(s) = , und die Konvergenzabszisse von f ist gleich 0. Fiir die
Funktion f :[0,00) — R, ¢ — € erhilt man analog

(['f)(s):/ e_Ste‘”dt:/ o (s—a)t g 1
0 0

sS—a

mit der Konvergenzabszisse a. Dagegen ist die Funktion f(t) = " micht Laplace-
transformierbar, da das uneigentliche Integral

/OO efstet2 dt — /OO e(tfs)tdt
0 0

fiir kein s € R konvergiert. |

Wir lernen nun eine Reihe von Rechenregeln kennen, die es erlauben, Laplace-
Transformierte zu berechnen, ohne das uneigentliche Integral (19.29) auswerten
71 miussen.

Satz 19.17 (Linearitit und Streckung) Die Funktionen f,g seien Laplace-
transformierbar. Dann gilt fir beliebige a,b € R und ¢ > 0

L(af +bg) = alf+bLyg,
L)) = ~en(d).

Beispiel 16 Die Laplacetransformierten von

et +et et —et

f(t) = cosht = und g¢(t) = sinht =

sind

1, 1 1 s

(£1)(s) = L)) + FLE6) = (5 + =) =

und (Lg)(s) = ». Die Laplacetransformierte von f(¢) = cosh(ct) mit ¢ > 0 ist

(s/c) _ s

(s/c)2 =1 52 —c2’

(Lf)(s) = %E(Cosht)(%) — %

und die Laplace-Transformierte von g(t) = sinh(ct) ist (Lg)(s) = N

2_c2-

Wir sagen, f wichst nicht schneller als eine Exponentialfunktion, wenn es Kon-
stanten C' und « so gibt, dass

|f(t)] < Ce* fiir alle hinreichend grofien .

Satz 19.18 (Differentiation und Integration) Die Funktion f :[0,00) — R
sei Laplace-transformierbar mit der Laplace-Transformierten F. Dann gilt:
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a) Sei f auf (0,00) differenzierbar und von rechts stetig in 0 und f wachse nicht
schneller als eine Exponentialfunktion. Dann ist

L(f')(s) = sF(s) = f(0).

b) st f auf (0,00) n mal differenzierbar mit im Nullpunkt von rechts stetigen

Ableitungen f, f', ..., f"Y und wachsen diese nicht schneller als eine Eu-
ponentialfunktion, so ist
L(f™)(s) = s"F(s) = s" 71 f(0) = " 2f(0) — ... = f"7D(0).

c) Die Stammfunktion g(t) = f(f f(z)dx hat die Laplace-Transformierte
1
(Lo)(s) = “F(s)

Beispiel 17 Die Funktion f(t) = t" hat die n-te Ableitung f(¢) = n!. Nach
Beispiel 15 ist

n!
£ ="
Mit Satz 19.18 (b) folgt hieraus fiir F'(s) = (Lf)(s)
n! n n!
S = F(s), also F(s)= sy

Fiir ein Polynom
p(t) = ant” + a1 t" ' 4.+ art +ap

hat man daher die Laplace-Transformierte

(Lp)(s) = ZZZ' + a”l(;_ DL % ? m
Beispiel 18 Aus (sint)” = —sint folgt mit Satz 19.18 (b)
s2L(sint)(s) — 1 = —L(sint)(s)
und nach Umstellen nach L(sint)(s)
L(sint)(s) = ! .
1+ s2
Ganz dhnlich erhélt man L(cost)(s) = == [

Beispiel 19 Die Potenzfunktion f(t) = ¢* mit o« > 0 hat die Laplace-
Transformierte

— Oofsta _ Oofuua]' _1 Oofua
(L’f)(s)—/o e tdt—/o e (;) gdu—saﬂ/o e "“u® du.
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Dieses Integral ist verwandt mit der Fulerschen Gammafunktion
['(x) ::/ e "y du, x>0,
0

einer der wichtigsten Funktionen der Analysis. Mit dieser Funktion erhéilt man

£ =~ et (19.30)

Ein Vergleich mit Beispiel 17 ergibt (mit a = n € N)
I'n+1)=n! firneN

Die Gammafunktion interpoliert also die Fakultédtsfunktion, die nur fiir ganzzah-
lige Argumente n > 0 erklirt ist. Aus (*) = at®~! folgt mit Satz 19.18 (a) und
(19.30)

Lot (s) = £((1°))(s) = s(t7)(s) = ~F D,
wihrend andererseits
Llat™)(s) = aL () (s) = a L)

ebenfalls wegen (19.30). Also ist
MNa+1)=al(a) fira>1.

Diese Gleichung erlaubt die Berechnung von I'(av + k) fiir ganzzahliges k > 0,
falls T'(«) bekannt ist. Beispielsweise ist

L)) = ri?;//f) _ Fz(sls//z)’

und die Berechnung von I'(1/2) fithrt mit einer Variablensubstitution auf

o0 oo 1 oo
['(1/2) = / e V2 du = / e Z2xdy = 2/ e dx.
0 0 0

T

Die nicht ganz einfache Berechnung von fooo e~ dx kann mit einem Trick gesche-
hen. Sei J, := fob e~ dz. Dann ist

b b
N / e dx/ eV dy = // e~ v Y’ d(z,y)
0 0 G

mit G = {(z,y) € R?: 0 <z <b,0 <y < b}. Seien

Gii={(z,y) eR*: >0, y >0, 2* +y* <b*}
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und
Gy i={(z,y) eR*: >0, y >0, 2°+y° <2’}

Dann sind Gy, Gy Viertel von Kreisscheiben mit G; C G C G5, und folglich ist

J[ e rawn <z < [[ e dwy), (19.31)
G1 G2

Diese Integrale konnen bequem mit Polarkoordinaten berechnet werden. Z.B. ist

2.2 b/ 2 T 1 b 2
// eV d(x,y) = / / e "rdedr=—- —/ e " (2r)dr
G o Jo 2 2 J
Vs —r2 b

= Z(e ) .= Z(l —e™),

so dass aus (19.31)

Ta-e) << -

T
4 !
wird. Grenziibergang b — oo liefert

/ e dy = lim%:ﬁ.
0 b—o00 2
Damit ist I'(1/2) = /7 und

Vm 1w

C2s32 2\ 8%

L(V1)(s)

Satz 19.19 (Dampfung und Verschiebung)

a) Ist f Laplace-transformierbar, a € R und F = Lf, so ist

L(e™f(t))(s)=F(s+a).
b) Die Laplace-Transformierte der um a > 0 verschobenen Funktion

| ft—a) falst>a
o) = {0 fallst < a

ist (Lf,)(s) = e *F(s).
Beispiel 20 Die Funktion h: R — R,

1 firt>0
h(t) == e
0 firt<o
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heift Heaviside- Funktion. Die Funktion f : [0, 00) — R,

Der um 2ka verschobene Rechteckimpuls
fora(t) = h(t — 2ka) — h(t — a — 2ka)

hat dann die Laplace-Transformierte
—2kas l—e™®
L(fora)(s) = e ——r

S

Hieraus folgt fiir die Laplace-Transformierte der Rechteckschwingung

= (h(t — 2ka) — h(t — (2k + 1)a))
k=0
- l1—e 1—e 1
- —2kas o _
B Ze s s(l—e2e8)  5(14 eas)’ .

k=0
Beispiel 21 Wegen L(coswt)(s) = 77 ist nach dem Démpfungssatz

—at B s5+a
L(e™* coswt)(s) = Graitat N

Fiir zwei stiickweise stetige Funktionen f, g : [0,00) — R heifit die durch

(f o)t /ft—:c

definierte Funktion f * g : [0,00) — R die Faltung von f und g.

Satz 19.20 (Faltung) Sind f, g Laplace-transformierbar mit Lf = F und Lg =
G, so ist
L(f*g)(s) =F(s)-G(s).

Beispiel 22 Aus £(v1)(s) = /% folgt mit dem Faltungssatz

LVExV(s) = 7
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Andererseits ist nach Beispiel 17 L71(35)(t) =

/;de: T .

Wir sehen uns nun an einigen Beispielen an, wie sich die Laplace-Transformation

zur Losung linearer Anfangswertprobleme mit konstanten Koeffizienten einsetzen
1aBt.

Beispiel 23 Seien p,y, € R. Die Anwendung der Laplace-Transformation auf
das AWP

y +py=f(t) mit y(0)=uyo
liefert die Gleichung

s(Ly)(s) —yo + p(Ly)(s) = (Lf)(s)

mit der Losung
(£1)(s) +yo

(Ly)(s) = pa

Riicktransformation ergibt formal
S ((£f)(s) + yo>
b= [ t).
R e
Beispielsweise findet man fiir das AWP
Y + 3y =cos5t mit y(0)=1

= +1 s2 4+ s+ 25
,C _ $2425 _ ]
(Ly)(s) s+3 (s +3)(s?+25)

Da nicht unmittelbar ersichtlich ist, wie die Riicktransformation dieser rationalen
Funktion aussieht, zerlegen wir sie in einfachere Summanden, deren Riicktrans-
formation wir kennen. Dazu fithren wir eine Partialbruchzerlegung durch:

s+s+25 1 ( 31 L 38425
(s+3)(s2+25) 34\s+3 s2+25
1 1 s )

=— (31 3 5 :

34( s—{—3+ 32+25+ 32+25)

Also ist nach Beispiel 15 und 18 und dem Streckungssatz

y(t) = 3%1

Beispiel 24 Das AWP 2. Ordnung

(31e™™ + 3 cos 5t + Hsin 5t). o

Y +py +qy=f(t) mit y(0)=1yo, ¥'(0)=y und p,geR
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fithrt nach Laplace-Transformation und mit Y := Ly auf

Y () — syo — 1+ p(sY () — 90) +qV (5) = (LS)(5)
mit der Losung

(Lf)(s) + syo + y1 + pyo
s2+ps+q '

(Ly)(s) =Y(s) =

Die Losung y des AWP erhélt man durch Laplace-Riicktransformation. |

Beispiel 25 Das lineare System

v = 3yi+2p+1

mit  4,(0) = y2(0) =0
Yy = =21 —ya—e!
geht nach Laplace-Transformation und mit den Abkiirzungen Y; = Ly; und Y, =
Lys iiber in das System

sYi(s) = 3Yi(s)+2Ya(s) + é,

1
sYa(s) = —2N(s) —Yals) —
dessen Losungen die Funktionen
s24+1 1 1 1 1
Y — = — — —
1(s) SGr D12 s 2640 26-1) G-
—s24+s5—-2 2 1 1 1

Ya(s) = = -

s(s+1)(s—1)2 __§+5+1 i (s —1)2
sind. Die zugehorigen Originalfunktionen sind

1 1
yi(t) =1— §e_t — §et +tet, ya(t)=—-2+e " +e —te. o

Die Schwierigkeit bei der Anwendung der Laplacetransformation liegt oft in der
Durchfiihrung der Riicktransformation £71.
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