18 Differentialgleichungen

Mit den Differentialgleichungen haben die Mathematiker ein Werkzeug geschaf-
fen, mit dem die zeitliche Entwicklung zahlreicher System in Natur, Technik und
Gesellschaft beschrieben werden kann. Ein zeitabhéngiges System, das durch N
reelle Parameter charakterisiert wird, wird zum Zeitpunkt ¢ durch einen Vektor
y(t) € RY modelliert. Die zeitliche Entwicklung des Systems wird dann durch
den Weg y : [a,b] — RY beschrieben. Es ist in der Regel schwierig, diese Wege
explizit anzugeben. Die Modellierung des Systems liefert aber oft eine Gleichung
der Gestalt

y'(t) = f(t.y(t))
oder allgemeiner
y™ () = f(ty), .y V@)
Dies sind gewdhnliche Differentialgleichungen. Sie stellen einen Zusammenhang
her zwischen einer Funktion und ihren Ableitungen, und ihre Lésungen sind Funk-
tionen. Das Wort ,, gewthnlich® bedeutet, dass die gesuchten Funktionen nur von
einer Verdnderlichen (etwa der Zeit t) abhidngen. Gleichungen, deren Losungen
Funktionen mehrerer Veranderlicher sind und die partielle Ableitungen dieser
Funktion enthalten, heiflen partielle Differentialgleichungen. Beispiele dafiir sind
die Wirmeleitungsgleichung
oy 0y 0%y 0%

ot~ 02 02 ox2

und die Wellengleichung
0%y B 0%y 0%y 0%
o2 9x?  0x}  Ox?
im Raum. Die gesuchte Funktion y héngt hier von der Zeit ¢ und den rdumlichen

Variablen x, x5, x5 ab. In diesem und den néchsten Kapiteln befassen wir uns
ausschlieflich mit gewdhnlichen Differentialgleichungen.

18.1 Grundbegriffe und Beispiele

Wir sehen uns zunéchst einige Beispiele an und legen anschlieSfend den allge-
meinen Rahmen fest, in dem wir gewohnliche Differentialgleichungen betrachten
wollen.

Beispiel 1: Exponentielles Wachstum Eine Bakterienpopulation befinde sich
in einer Néhrfliissigkeit und habe zur Zeit t die GroBe y(t). Nach Ablauf der Zeit
At hat sie sich um Ay = y(t + At) — y(t) vermehrt. Eine verniinftige Annahme
ist, dass Ay fiir kleine Zeitspannen proportional zum Ausgangszustand y(t) und
zur Zeitspanne At ist:

Ay = ay(t)At mit a > 0.
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Nehmen wir an, dass y differenzierbar von ¢ abhéngt, so liefert der Grenziiber-
gang At — 0 in der Differenzengleichung % = ay(t) die Differentialgleichung
y'(t) = ay(t). Diese Gleichung beschreibt das Wachstum der Bakterienkultur.
Die positiven Losungen dieser Gleichung kann man wie folgt finden (einen syste-
matischen Zugang zur Losung derartiger Gleichungen verschaffen wir uns spéter).

Wir schreiben % =q als

/

Y —a baw. (lny)'=a bzw. 2 =a

Y

mit z(t) = Iny(t). Die Losungen der Gleichung 2z’ = a kénnen wir sofort angeben:
2(t) =at+b mit beR.

Hieraus folgt
y(t) _ ez(t) _ eat—l—b _ Ceat

mit einer Konstanten C' = e® > 0. Wir finden also eine ganze Schar von Funktio-
nen, die die Gleichung ¢’ = ay lésen. Kennt man yy = y(ty) zu einem Zeitpunkt
to, so kann man aus 1y = Ce®° die Konstante C' = e~*0y, bestimmen und erhélt
die Losung

y(t) = yoe 1),
Die Kenntnis eines Anfangswertes yo = y(to) macht also aus der unendlichen
Losungsschar eine eindeutig bestimmte Lésung. |

Beispiel 2: Logistisches Wachstum Das exponentielle Wachstumsmodell ist

nur begrenzt realistisch. Wird eine Population sehr grof}, so treten oft wachstums-

hemmende Faktoren auf wie endliche Ressourcen. Kann etwa die Population eine

Maximalgrofle K Anicht iiberschreiten, so ist es nahe liegend anzunehmen, dass
y

die Zuwachsrate 3 proportional zur GréBe y(f) und auch zum ,verbleibenden

Spielraum* K — y(t) ist. Das fiihrt auf die Differentialgleichung

y'(t) = by(t) (K — y(t)) = ay(t) — by(t)*

mit a = bK. Die Gleichung y' = ay — by? beschreibt das logistische Wachstum. Es
handelt sich um eine spezielle Bernoullische Differentialgleichung, die wir spéter
ausfithrlicher betrachten. Im Fall 0 < y < K koénnen wir uns ihre Losung wie

folgt verschaffen. Wir betrachten die Funktion 2z := % = % — 1. Fiir diese ist
Z = —g—g'. Es ist daher y genau dann eine Losung von y' = by(K — y), wenn
K K K —
Y=y = —=by(K —y) = -bK Y~ bK2= —az.
Y Y Y

Die Funktion z geniigt also der Differentialgleichung fiir exponentielles Wachs-
tum. Mit zp = 2(0) erhalten wir wie in Beispiel 1 die eindeutige Losung

2(t) = zpe K,
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und ist yo = y(0) # 0, so ist zp = yﬁo — 1, und wir erhalten mit y = z—ffl

B K
Sl (B )t

y(t)

Beispiel 3: Bewegung im Schwerefeld der Erde Ein Korper der Masse
m befinde sich im Schwerefeld der Erde (Masse M). Sein Abstand zum Erd-
mittelpunkt sei gleich s. Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz gilt fiir die
Anziehungskraft zwischen diesen Massen

Mm

K=~ =

(v-Gravitationskonstante).

Nun beobachten wir eine Bewegung dieses Massepunktes. Zum Zeitpunkt ¢ = 0
sei sein Abstand vom Erdmittelpunkt gleich sg, und der Kérper bewege sich mit
der Geschwindigkeit vy. Fiir vy > 0 bewegt er sich weg vom Erdmittelpunkt,
und fiir vg < 0 auf den Erdmittelpunkt zu. Nach t Zeiteinheiten habe er den
Abstand s(t) vom Erdmittelpunkt. Aus dem Newtonschen Kraftgesetz folgt die

Differentialgleichung
Mm
5(1) = — .
ms(t) = =7 - G

Wir 16sen diese Gleichung spéter. Dabei werden wir feststellen, dass diese Glei-
chung unendlich viele Losungen besitzt, dass es aber nur eine Losung gibt, die
die Anfangsbedingungen

s(0) = s9, $(0) =1y

erfiillt. ]

Definition 18.1 Sei G C R*"™! und f : G — R. Dann heifst

y" (@) = f(z,y(@), ...y D (@) (18.1)

eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. Fine auf einem Intervall
I C R definierte Funktion y : I — R heifit eine Losung von (18.1), wenn sie auf
I n mal differenzierbar ist und wenn fir alle x € I gilt

(35, y(x),. .. ,y("_l)(:v)) eqG

und
y"M(@) = fla,y@),....y" V().

Man betrachtet auch so genannte implizite Differentialgleichungen der Gestalt

F(x, y(z),y (z),... ,y(")(:c)) =0.

Diese sind im Allgemeinen wesentlich schwieriger zu behandeln als die ezpliziten
Differentialgleichungen (18.1), die nach der hochsten vorkommenden Ableitung
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aufgelost ist. Wir werden uns ausschliefilich mit expliziten Differentialgleichungen
befassen.

Die Beispiele 1-3 ordnen sich in diesen Rahmen wie folgt ein. Fiir das exponentielle
Wachstum ist
G=R* und f(z,y)=ay,

und fiir das logistische Wachstum
G=R* und f(z,y)="by(K —y).

In Beispiel 3 konnte man

M
G =10,00) x (0,00) x R und f(t,s,é):—78—2

wiahlen. -

Uber die Losungsschar einer Differentialgleichung ¢/ = f(x,y) erster Ordnung
kann man sich einen ungefihren geometrischen Uberblick verschaffen, indem man
das Richtungsfeld der Differentialgleichung zeichnet. Jedem Punkt (zo,70) € G
wird ja durch die Differentialgleichung eine Steigung f(xo,yo) zugeordnet. Diese
beschreibt die Steigung der Tangente an jede Losungskurve durch (zg, yo). Zeich-
net man in geniigend viele Punkte von G kleine Striche (Linienelemente) mit den
jeweiligen Steigungen, so erhélt man das Richtungsfeld und damit ein ungefihres
Bild vom Verlauf der Losungskurven. Fiir

G =(0,00) xR und f(x,y) :g

erhilt man beispielsweise das Richtungsfeld der Differentialgleichung ' = £:

y
Y S
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Das Bild legt nahe, dass Geraden durch den Nullpunkt, also Funktionen der
Gestalt y : (0,00) — R, y(x) = axr mit a € R, die Differentialgleichung 16sen.
Tatséchlich ist

y(x)=a= y(z) = f(z,y(z)) fiir alle 2 > 0.
x
Fir G = R x (0,00) und f(z,y) = — erhilt man die Differentialgleichung
y = —§ mit dem Richtungsfeld
y
e P -~ e~ AN
Y ~ ~ N N\
I ~ NN
N A U S
Tatséchlich sind Losungen von y' = —% durch die ,,Halbkreiskurven®

y:(—c,c) =R, ylx)=vV—22 mit ¢>0

gegeben:

—2x x
"2)= ——m——=——— = f(2,y(1)). u
Hilfreich bei der ndherungsweisen Konstruktion von Lésungen sind auch die Iso-
klinen der Differentialgleichung v’ = f(x,y). Das sind die Hohenlinien der Funk-
tion f, d.h. die durch die Gleichungen

f(r,y)=c mit ceR

gegebenen Kurven in R2. Fiir 4/ = f(z,y) = x? + y? erhilt man beispielsweise
konzentrische Kreise um den Nullpunkt als Isoklinen.
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Zeichnet man eine geniigend grofle Anzahl von Isoklinen und skizziert zwischen
diesen noch die Mittellinien, so kann man die Losungskurven der Differentialglei-
chung angenéhert durch Polygonziige mit Ecken auf den Mittellinien darstellen.

18.2 Elementare Losungsmethoden
Wir betrachten nun einige spezielle Typen von Differentialgleichungen, deren
Losungen auf elementarem Weg bestimmt werden kénnen.

18.2.1 Differentialgleichungen mit getrennten Verinderlichen

Seien I,.J C R offene Intervalle und f : I — R, g : J — R stetige Funktionen.
Dann heifit

y(z)=flz)gly), (z.y) e G:=1IxJ (18.2)

eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Satz 18.2 Sei (xg,y0) € I x J und g(y) # 0 fir alle y € J. Wir definieren
Funktionen F : I — R und H : J — R durch

F(x) = /z f(t)dt und H(y):= /yﬁdt.

Weiter sei I' C I ein Intervall mit xo € I' und F(I') € H(J). Dann existiert
genau eine Losung y : I' — R der Gleichung (18.2) mit y(x¢) = yo. Diese Lisung
erfillt die Gleichung

H(y(z)) = F(z) firalez el (18.3)

Formal kann man wie folgt vorgehen: Man schreibt (18.2) als % = f(x)g(y),
trennt die Veranderlichen: % = f(x)dz und integriert

t/ﬁ%:/}@mm

Sind H(y) und F(z) Stammfunktionen von ﬁ und f(x), so erhalten wir die

Losung von (18.2) in impliziter Form H(y) = F(x) + ¢. Diese Gleichung (bzw.
die Gleichung (18.3)) versucht man noch nach y umzustellen, um die Losung
in expliziter Form zu erhalten. Satz 18.2 gibt diesem formalen Vorgehen einen
préazisen Sinn.

Beispiel 4 Fiir die Differentialgleichung

Y =1+y*> auf G=RxR
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ist f(z) =1 und g(y) = 1 + ¥?, und wir erhalten mit Satz 18.2 fiir die Anfangs-
daten y(xy) = yo die Funktionen

v vodt
F(m):/ dt =z —x9 und H(y):/ e

Zo Yo

= arctan y — arctan .

Aus '
H(y(z)) = arctany(z) — arctanyy =  — zg = F()

folgt mit ¢ := arctanyy die Losung
y(x) = tan(z — x¢ + ¢).

Man sieht, dass sich die Losung y mit dem Anfangswert y(z) = yo nicht iiber
das offene Intervall ( — 5 + 9 — ¢, § + xo — c) hinaus fortsetzen a8t (obwohl f
und g auf ganz R definiert waren). n

Beispiel 5 Wir suchen eine Losung y der Differentialgleichung
Yy =y mit y(0)=c. (18.4)

Fiir ¢ = 0 ist die konstante Funktion y(z) = 0 fiir € R eine Losung. Sei ¢ > 0.
Dann ist J = (0,00) ein geeignetes Intervall mit g(y) = y* # 0 fiir alle y € J.
Wir benutzen also Satz 18.2 mit

f:R—R 2z+—1 und g:(0,00) =R,y 3>

und erhalten

* Ydt 1 1 1
Aus
H(y(@) =+ - — Lo = F(a)
¢yl
folgt durch Umstellen
c
(@) =1——-

Das ist eine Losung von (18.4) auf (—oo, 1) im Fall ¢ > 0. Analog ergibt sich fiir
¢ < 0 die Lésung y(z) = <= auf (1, 00). N

l—cx

18.2.2 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Seien I C R ein Intervall und a,b: I — R stetige Funktionen. Dann heif3t

y =a(x)y + b(x) (18.5)
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eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Das Wort [linear lasst sich so
verstehen: Erklart man einen Operator A auf dem linearen Raum der differen-
zierbaren Funktionen auf / durch Ay := ¢ — ay, so kann man (18.5) schreiben
als Ay = b, und der Operator A ist linear, d.h. fiir differenzierbare Funktionen
y1 und s und reelle Zahlen ¢y, ¢y gilt

Acryr + coya) = (cyr + C2y2)/ —a(c1yr + cay2)
= c1(yy — ayr) + ca(yy — aye) = c1Ay; + caAys.

Die Gleichung (18.5) heifit homogen, wenn b die Nullfunktion ist, und sonst in-
homogen. Wir beschéftigen uns zuerst mit der homogenen Gleichung

Yy =a(x)y. (18.6)
Dies ist eine Differentialgleichung mit getrennten Verédnderlichen.

Satz 18.3 Seien zy € I und ¢ € R, und sei a stetig auf 1. Dann gibt es genau
eine Losung y : I — R der Differentialgleichung (18.6) mit y(x¢) = ¢, und zwar

y(z) = ¢ exp ( / a(t) dt) | (18.7)

Dass (18.7) eine Losung ist, sieht man sofort durch Einsetzen:

xT

y'(x) = cexp (/ a(t)dt) ca(z) = a(x)y(x).

o

Wir lernen spéter einen Satz kennen, der uns die Eindeutigkeit garantiert.

Beispiel 6 Die Losungen y : R — R der Differentialgleichung v’ = 2kxy mit
k € R und der Anfangsbedingung y(zo) = ¢ haben die Gestalt

y(x) = cexp (/ 2kt dt) = cek(IZ_mg)' .

Zo

Eine Moglichkeit zur Losung der inhomogenen Gleichung (18.5) bietet die Metho-
de der Variation der Konstanten. Wir wissen, dass die Losung der zur Gleichung
Yy’ = ay + b gehorenden homogenen Gleichung 3’ = ay gegeben ist durch

y(x) = ce @ mit P(z) = /x a(t)dt.

Wir suchen eine Losung y der inhomogenen Gleichung ¢y = ay + b in der Form
y(x) = c(z) ", (18.8)

d.h. wir haben die Konstante ¢ zu einer Funktion x +— ¢(z) gemacht (wir haben
die Konstante variiert). Geht man mit dem Ansatz (18.8) in die inhomogene Glei-
chung, so erhdlt man eine Gleichung fiir ¢/(z), aus der man ¢(z) durch Integration
bestimmen kann.
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Satz 18.4 Seien [ C R ein Intervall und a,b: I — R stetige Funktionen. Dann
gibt es zu jedem xo € I und ¢ € R genau eine Losung y der Gleichung y =
a(x)y + b(x) mit y(xo) = ¢, nimlich

y(z) = '@ <c + /:r b(t)ep(t)dt) mit P(x) = /w a(t)dt. (18.9)

o o

Beispiel 7 Wir betrachten die Differentialgleichung
y =2zy+2° auf G =R x R.

Es ist also a(z) = 2z und b(z) = z*. Die homogene Gleichung y' = 2zy hat die
Losungen

y(:l?)zcexp(/ 2tdt):cex2 mit ¢ € R.
0

Nach Satz 18.4 ist die Losung der inhomogenen Gleichung mit der Anfangsbe-
dingung y(0) = ¢ gleich

y(z) = (c+ / tSe’tzdt).
0

Das vorkommende Integral berechnet man mit der Substitution s = ¢ und mit
anschliefender partieller Integration. Die Losung der Ausgangsgleichung ist dann

. 1. 1,
—ce® e 1).
y(z) =ce +ge 2(x +1)
Wir sehen uns noch den Rechnungsablauf an, wenn man in y(z) = ce” die

Konstante ¢ variiert (und nicht auf die Losungsdarstellung (18.9) zuriickgreift).
Wir setzen y(x) = c(x)ex2 in die Ausgangsgleichung ein:

Y (z) = d()e” + 2xe(z)e” = 2z c(x)e” + a® = 2ay + 2°.

Hieraus folgt
2
d(z) =a’e™"
(man beachte, dass die Funktion ¢ selbst nicht mehr explizit auftritt), und die
Integration von ¢(z) fithrt genau auf das oben bestimmte Integral. n

Wir schreiben die Losung (18.9) in der Form

y(z) = cel@ 4 ep(x)/ b(t)e PWat. (18.10)

z0
Der erste Summand y,(z) := ce”’® beschreibt die allgemeine Losung der ho-
mogenen Gleichung y' = ay, wiahrend der zweite Summand in (18.10) yo(x) :=
el@) f;) b(t)e PDdt eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung y' = ay +b
ist (die man fiir ¢ = 0 aus (18.10) erhélt). Die allgemeine Losung der inhomogenen
Gleichung ist also gleich y(z) = yo(z) + yn(x).
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Satz 18.5 Die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialglei-
chung y' = ay + b hat die Form

y'(x) = yo(x) + yn(z),

wobei yy eine (beliebige) spezielle Losung der Gleichung y' = ay + b und vy, die
allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung vy = ay ist.

Vergleichen Sie dieses Resultat mit Thnen bekannten Aussagen iiber die Losungs-
struktur linearer Gleichungssysteme! Satz 18.5 gilt analog fiir alle linearen Diffe-
rentialgleichungen.

18.2.3 Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen
Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Dann heif3t

Y (x) = f(%) auf G = {(z,y) € (R\{0}) xR : g eI} (18.11)

eine Ahnlichkeitsdifferentialgleichung. Wir fithren eine neue Funktion z(z) := @
ein. Dann ist y(x) = zz(x) und y/(z) = 22/ (x)+2(z), und wir erhalten aus (18.11)
x2' (x) + z(z) = f(z) baw.

v = f(z) — 2. (18.12)

Das ist eine Differentialgleichung mit getrennten Veranderlichen. Falls f(z) # z
fiir alle z aus einem geeigneten Intervall ist, kann man (18.12) wie in Abschnitt
18.2.1 16sen. Aus der Losung z von (18.12) erhélt man schliefilich die Losung
y(x) = zz(z) von (18.11).

Beispiel 8 Wir betrachten die Differentialgleichung

Yy

g/zl—i———i-(y
T

X

)* auf G :=(0,00) x R.
Durch die Substitution z = y/x geht sie iiber in die Gleichung

1
/ —— 1 2
2 x( + 2%)
mit getrennten Veriinderlichen. Hier ist f(z) — 2z = 1+ 2% # 0 fiir alle 2 € R. Die
Losung dieser Gleichung mit der Anfangsbedingung z(x¢) = 2o = yo/z0 ist nach
(18.3) gegeben durch
2 odt | T dt -

x
arctan z — arctan zgp = / 5 = In (—),
20 1 —f-t z0 t i

d.h. es ist

z(z) = tan (c+ ln(i)) mit ¢ := arctan z.
Lo
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Die urspriingliche Gleichung wird also gelost durch

y(z) = xtan (c + 1n<x£0))'

Variablensubstitutionen wie z = y/x lassen sich oft bei der Losung von Differen-
tialgleichungen einsetzen.

18.2.4 Bernoullische Differentialgleichungen

Seien I C R ein Intervall und a,b: I — R stetige Funktionen. Dann heif3t
y' = a(x)y + b(x)y® auf I x (0,00) (18.13)

mit o € R\{0, 1} eine Bernoullische Differentialgleichung. Die Félle o = 0 und
a = 1 schlieBen wir aus, da dann (18.13) eine lineare Differentialgleichung wére,
die wir bereits gelost haben. Die Substitution z(z) := y(z)' ™ iiberfiihrt (18.13)

in eine lineare Differentialgleichung. Aus z = '~ und y = 2Ta folgt namlich

1 «
pTa Y = qrite 4 brite = ay + by®

1l -«
bzw.

7= (1—-a)a(r)z+ (1 — a)b(x).
Diese Gleichung 16st man wie in Abschnitt 18.2.2, und aus der Losung z erhilt

man die Losung y = 2w der Bernoulli-Gleichung (18.13).

Beispiel 9 Fiir die Differentialgleichung 3’ = —1y + 2%y ist o = 2, a(x) = —1

und b(x) = x2. Die Substitution z = y~* fiihrt auf die lineare Differentialgleichung

1
2 == z—g?
x
mit der allgemeinen Losung

z(z) = g(c—x2), c e R,

nach Satz 18.4. Die Riicksubstitution ergibt

2
y(m):m, ceR. o

Auf eine Bernoulli-Gleichung kann z.B. die Losung der Riccati-Gleichung
y' = a(x)y + b(x)y* + ()

zuriickgefiithrt werden, sofern man eine spezielle Losung dieser Gleichung kennt
(vgl. Arbeitsbuch II, Satz 2.4).

278



18.2.5 Exakte Differentialgleichungen

Ist die differenzierbare Funktion y implizit durch eine Gleichung u(m, y(x)) =c
gegeben, so ist nach der Kettenregel

d

Tou(r,y(2) = (2, y(2)) - 1+ uy(2,y(@)) -y (@) = 0.

Die Funktion y erfiillt also die Differentialgleichung

ux('T?y) + uy(x7y>yl - 0

Definition 18.6 Sei R ein offenes und achsenparalleles Rechteck im R?. Eine
Differentialgleichung der Form

flx,y) +g(x,y)y =0, (v,y) €R, (18.14)

mit stetig partiell differenzierbaren Funktionen f g : R — R heifft exakt, wenn
es eine partiell differenzierbare Funktion u : R — R gibt mit

up(x,y) = f(x,y) und uy(z,y) =g(z,y) firale (r,y) € R.

Ist die Gleichung (18.14) exakt, so geniigen ihre Losungen y einer Gleichung
u(z,y) = ¢ mit ¢ € R, die man unter Umsténden nach y umstellen kann. Zur
Losung von Gleichungen wie (18.14) bendtigt man also ein moglichst einfaches
Kriterium zur Uberpriifung der Exaktheit und eine Methode zur Berechnung
der Funktion u. Beides kennen wir aus Kapitel 14, denn die in Definition 18.6
formulierten Bedingungen bedeuten nichts anderes, als dass u ein Potential fiir

das Vektorfeld (z,y) — (f(z,y), g(z, y))T ist.

Satz 18.7 Die Differentialgleichung (18.14) ist genau dann exakt auf R, wenn
die Integrabilititsbedingung

(@, y) = gu(x,y)  fir alle (z,y) € R (18.15)

erfillt ist. In diesem Fall ist die Losung y von (18.14) mit der Anfangsbedingung
y(xo) = yo (wobei (xg,yo) € R) implizit durch die Gleichung u(z,y) = 0 mit

u(z,y) = /x f(& y)dE + /yg(xo,n)dn (18.16)

Yo

gegeben. Die allgemeine Lisung von (18.15) wird durch die Gleichungen u(zx,y) =
c, c € R, beschrieben.

In (18.16) haben wir iiber einen speziellen Weg von (xg, o) nach (z,y) integriert:
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(w0,y) (7,y)

Y

(w0, y0)

Man kann u auch wie in Kapitel 14 bestimmen, indem man u, = f nach x
integriert und das Ergebnis nach y ableitet und gleich g setzt. Die Gleichung
(18.14) wird oft auch in der symmetrischen Form

flz,y)de + g(z,y)dy =0
geschrieben.
Beispiel 10 Die Differentialgleichung
r+y 4+ 2y —1)y =0
ist von der Form (18.14) mit f(z,y) = = + y* und g(x,y) = 22y — 1. Wegen
fylw,y) =2y und g.(2,y) =2y

ist diese Gleichung auf R x R exakt. Zur Berechnung von u verwenden wir Formel
(18.16) mit zp = yo = 0 und erhalten

we) = [t [(-vy

2
= %+y2£

ZL’Q

—77’ = +ry —y.
0 0 2

Wir erhalten die Losung y der Ausgangsgleichung in impliziter Form

2

%4—3;3/2—3/:0, ceR. o

Ist die Gleichung (18.14) nicht exakt, so gelingt es mitunter, durch Multiplikation
der Gleichung mit einer geeigneten Funktion y : R — R eine exakte Differential-
gleichung zu gewinnen. Die zu befriedigende Integrabilitéitsbedingung

0 0
a_y(“f) = 5, (19)
liefert eine partielle Differentialgleichung fiir pu:

ghe — [y = (fy — gzt (18.17)
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Wir benétigen jedoch nicht alle Losungen dieser Gleichung, sondern nur eine
einzige mit p(z,y) # 0 auf R. Einen solchen integrierenden Faktor p zu finden
ist oft nicht so schwierig wie die komplette Losung von (18.17).

Beispiel 11 Die Differentialgleichung in symmetrischer Form
ryidr + (14 22%y*)dy = 0

ist wegen

(14 22%y?) = day?

d s Ly o d
fy(z,y) = dy(l"y ) =3zy" und g,(z,y) = I

nicht exakt. Wir suchen einen integrierenden Faktor p. Die partielle Differential-
gleichung (18.17) lautet in diesem Fall

(1+ 222" o — 2y = —29° 1.

Wir versuchen, eine nur von y abhdingende Funktion p zu finden, die diese Glei-
chung erfiillt. Wegen p, = 0 ist dann

—2y’n, = —vy*pn bzw. yp, = p auf (0,00).

Diese lineare Gleichung hat als eine Losung die Funktion u(y) = y. Das ist der
gesuchte integrierende Faktor. Die Differentialgleichung

rytdr + (y + 20%%)dy = 0

ist exakt und kann wie im Beispiel 10 gelost werden. Thre Losungen sind in im-
pliziter Form gegeben durch

(#** + 1)y =c¢ mit ceR. u

18.2.6 Die Differentialgleichung " = f(y)

In der Physik tritt die Differentialgleichung y” = f(y) auf als eindimensionale
Bewegungsgleichung eines Punktes, der einer nur vom Ort abhéngigen Kraft aus-
gesetzt ist (vgl. Beispiel 3). Wir schreiben daher (¢,z) statt (z,y) und & statt
y’ und betrachten fiir ein Intervall I und eine stetige Funktion f : I — R die
Differentialgleichung

&= f(r) aufR xI. (18.18)

Wir definieren eine Funktion U : I — R durch

Ulr) = —/xf(t)dt
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mit einem beliebig gewéhlten a € I. Die Funktion U hat die physikalische Be-
deutung einer potentiellen Energie. Die Gleichung (18.18) geht dann iiber in

dU

T =
Die Gesamtenergie des Massepunktes zum Zeitpunkt ¢ wird gegeben durch
1
B(t) = 3 B(t)? + U(z(t)). (18.19)

Fiir die Ableitung dieser Funktion ergibt sich

B(0) = (0)3(0) + 5 () (1) = #(0) (10 + . (al0))) =0,

Also ist E eine konstante Funktion (Energieerhaltungssatz), und wir kénnen E
als reelle Zahl betrachten. Wegen (18.19) geniigt die Bewegung dann der Diffe-
rentialgleichung

i(t)? = 2(E — U(x(t))).
Ist &(t) > 0, so folgt hieraus

i(t) = 2(E - U(x(t))),

und fiir #(¢) < 0 hat man

i(t) = —v/2(E — U(x(t))).

Dies sind aber Differentialgleichungen mit getrennten Variablen. Nach diesen
Uberlegungen kann man Beispiel 3 versuchen zu l6sen. Details finden Sie in Ar-
beitsbuch II, S. 34-35.

18.2.7 Die Differentialgleichung v’ = f(y,v’)

In diesen Gleichungen tritt die unabhéngige Verénderliche x nicht direkt auf. Hier
kommt man unter Umsténden zum Ziel, wenn man nicht y in Abhéngigkeit von
x sondern x in Abhéngigkeit von y sucht (Variablentausch). Die Umkehrfunktion
existiert, wenn y stetig differenzierbar mit einer von Null verschiedenen Ableitung
ist. Gilt in den Anfangsbedingungen y(xo) = ap und y'(xg) = ay etwa ag # 0, so
ist dies in einer Umgebung von xy gewéhrleistet, und es ist dort (vgl. Satz 4.5)

2 y) = de(y) 1 1
- T ody(z) T ’
dy W2y (x(y))
Fiir die zweite Ableitung erhdlt man mit der Kettenregel
” d d 1 1 d,,
) dy( ) dy <y’(rc(y))> y'(z)? dy W (=)
1 " 1 / 3,1
= — T = —X xXr
y'(z)? y'(z) y' () (¥)"y"(z)



Ist y also eine Losung des Anfangswertproblems

y' = f(y,y) mit y(zo) = ao, ¥'(x0) = au,
so ist die Umkehrfunktion x = x(y) eine Losung von

1 1
2" = —(2')? f(y, —/), r(ag) = xg, o'(g) = —. (18.20)
x Qi
Wir sehen, dass die Funktion x = z(y) nicht direkt auftritt, sondern nur ihre
Ableitungen 2’ und z”. Die Gleichung (18.20) ist also von der Gestalt

" =g(t,2), x(to) =m0, 2'(to) =1, (18.21)
wobei wir die unabhéngige Variable mit ¢ bezeichnet haben. Durch die Substitu-
tion ' = z geht (18.21) iiber in die Gleichung erster Ordnung

2 =g(t,z) mit z(ty) = a1,

die man versucht, mit den Methoden aus 18.2.1 — 18.2.5 zu l6sen. Aus der Losung
erhédlt man die Losung
t
x(t) = xo —l—/ z(t)dt
to

von (18.21).

Beispiel 12 Das Anfangswertproblem

v=-UE 0 =a g0 =

geht durch Variablentausch in das transformierte Problem

iiber.

Mit 2/ = z erhalten wir das Anfangswertproblem erster Ordnung

/

z
Z=— mit 2z(3)=1
) (3)

fiir z. Seine Losung z(y) = y/3 findet man z.B. durch Trennung der Verdnderli-
chen. Wegen z(3) = 0 ist

yt y2_9
o) =0+ [ gt ="

In einer Umgebung von 0 ist y positiv. Daher ist
y(x) =+v6xr+9

die Losung des Ausgangsproblems. Diese Funktion ist fiir # > —3/2 definiert und
streng monoton wachsend. |
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18.3 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

In diesem Abschnitt behandeln wir die Frage nach der Existenz und der ein-
deutigen Bestimmtheit der Losung des expliziten Anfangswertproblems erster
Ordnung

y'(x) = f(z,y(r)) mit y(zo) = vo. (18.22)
Fiir b > 0 und (xo,y0) € R? sei

R:={(z,y) e R*: |z — 20| < a, |y —yo| < b}

das achsenparallele Rechteck mit dem Mittelpunkt (xq,yo) und den Seitenldngen
2a und 2b. Weiter sei f : R — R eine stetige Funktion. Wir setzen

i b falls M > 0
M = max |f(z,y)| und e:= min{a, 5}, falls M >0,
(zy)€R a falls M = 0.

Das Maximum existiert, da die Funktion | f| auf der beschriankten und abgeschlos-
senen Menge R stetig ist.

Satz 18.8 (Existenzsatz von Peano) Ist f stetig auf R, so besitzt das An-
fangswertproblem (18.22) mindestens eine Ldosung y auf dem Intervall [xo—e, xo+
gl.

Losungen gibt es also bereits unter recht schwachen Voraussetzungen an f. Sie
sind jedoch im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 13 Sei f(z,y) = 3¢/y2 fiir (z,y) € R x R. Dann sind y(z) = 0 und
y(r) = 23 Losungen der Differentialgleichung v/ = f(z,y), die beide die An-
fangsbedingung y(0) = 0 erfiillen. Dartiber hinaus ist fiir jedes ¢ € R auch
ye(z) := (x—c)? eine Losung von 3y = f(z,y), und man kann aus diesen Losungen
weitere Losungen ,,zusammensetzen®. So sind fiir ¢ < d auch die Funktionen

(x—c)® firzx<c
0 firc<ax<d
(x—d)® fird<zx

yC,d(x) =

Losungen von 3y = f(z,y), und diese erfiillen fiir ¢ < 0 < d ebenfalls die An-
fangsbedingung y(0) = 0. u

Eine Bedingung an f, die die Eindeutigkeit der Losung erzwingt, wird in der
folgenden Definition beschrieben.

Definition 18.9 Die Funktion f : R — R heifit auf dem Rechteck R Lipschitz-
stetig bzgl. vy, wenn es eine Konstante L gibt mat

!f(x,y1) - f<x7y2)| < L’yl - y2‘ fﬁ?“ alle (x7y1)7 (l’,yg) € R. (1823>

284



Diese Ungleichung heifst Lipschitzbedingung fir f auf R, und L heifit eine
Lipschitz-Konstante fir f auf R.

Der folgende Satz erleichtert in vielen Fillen das Uberpriifen der Lipschitzbedin-
gung.

Satz 18.10 Die Funktion f besitze auf R eine stetige partielle Ableitung nach y.
Dann ist f auf R Lipschitz-stetig bzgl. y, und eine Lipschitzkonstante ist durch

L := max x,
ma |f,(2,)|

gegeben.

Dies ist eine einfache Konsequenz des Mittelwertsatzes, nach dem es ein 7 im
Intervall (y1,yo) mit
flx,y) — flo, )
Y1 — Y2

= fy(% 77)
gibt. Folglich ist

|f(oy1) — foy2)] < [fy(m,m)] lyr — v2l < Ly — 32l =

Beispiel 14 Die Funktion f(z,y) = xsiny erfiillt auf jedem Rechteck R eine
Lipschitzbedingung nach Satz 18.10. Auch die Funktion f(x,y) = |y| erfiillt wegen
der Dreiecksungleichung

1f (@, 91) = f(,y2)] = | lva] = [wal | < |y — el

auf ganz R? eine Lipschitzbedingung mit L = 1, obwohl sie fiir y = 0 nicht partiell
nach y differenzierbar ist. Dagegen ist die Funktion f(z,y) = 3{/y? aus Beispiel
13 auf keiner Umgebung von (0,0) Lipschitz-stetig bzgl. y, denn

s |f<0ay)_f<0’0)| o ‘ ?/2/3 ) _| —1/3|
ly = 0| Ty

ist auf jeder Umgebung von 0 unbeschrénkt. |

Satz 18.11 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelsf)
Seiten a,b,xg,yo und R sowie f,M wund ¢ wie oben. Die Funklion f sei auf
G stetig und geniige auf G aufferdem einer Lipschitz-Bedingung mit der
Lipschitz-Konstanten L. Dann gilt:

a) auf [xg—e,x0+e| existiert eine Losung der Anfangswertaufgabe (18.22), und
diese ist eindeutig bestimmd.
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b) Diese Liosung kann iterativ mit dem folgenden Verfahren gewonnen werden:
Man startet mit einer auf J := [xg — €,z + €] stetigen Funktion ug mit

luo(z) —yo| < b fiir alle z € J

(z.B. kann man die konstante Funktion uo(x) = yo wdihlen) und berechnet
firn=1,2,... nacheinander die Funktionen

Un () == yo + /90 f(tuna(t))dt, z€J (18.24)

Dann konvergiert die Funktionenfolge (uy) gleichmdffig auf J gegen die
Lésung y von (18.22).

c) FEs gilt die Fehlerabschitzung

max lun(t) — y(t)| < (873)71 ek max luo(t) — uy (2)]. (18.25)

Dieser Satz ist aulerordentlich niitzlich. Er liefert nicht nur ein einfaches Kriteri-
um fiir Existenz und Eindeutigkeit der Losung auf einem (leicht berechenbaren)
Intervall, sondern dariiber hinaus eine effektive Methode der ndherungsweisen Be-
rechnung der Losung. Die Iterationsvorschrift (18.24) kann man sich so erkléren.
Ist y eine Losung des Anfangswertproblems

y/ - f(xvy)a y(ZL‘o) = Yo,

so erhélt man durch Integration

l:y%ﬂdtzb/mfuﬁﬂﬂ>ﬂ

zo
und wegen
| v =y, = yie) - ylaw) = vla) - o
)
die Integralgleichung
M@=%+/fﬁwmﬁ- (18.26)
o
Jede Losung von (18.22) 16st also auch die Integralgleichung (18.26). Ist um-
gekehrt y eine stetige Losung von (18.26), so ist y automatisch differenzierbar
(warum?). Man kann (18.26) also differenzieren und stellt fest, dass y auch das
Anfangswertproblem (18.22) 16st. In diesem Sinn sind (18.22) und (18.26) zuein-
ander dquivalent. Der Vorteil der Beschreibung (18.26) liegt im folgendem. Man

fasst die rechte Seite von (18.26) als eine Vorschrift (einen Operator) A auf, der
der Funktion y die Funktion Ay mit

(A =+ [ F(eyto)ar

o
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zuordnet. Gleichung (18.26) kann damit geschrieben werden als Ay = y, d.h.
man sucht eine Funktion, die durch A auf sich selbst abgebildet wird oder die ein
Fizpunkt von A ist. Es gibt eine Reihe von Sétzen, die Aussagen iiber die Existenz
von Fixpunkten machen. Einer dieser Sétze, der Banachsche Fixpunktsatz, liefert
bei Anwendung auf (18.26) genau den Satz 18.11.

Beispiel 15 Wir betrachten die Differentialgleichung v’ = 2xy mit der Anfangs-
bedingung y(0) = 1. Auf R = [—1, 1] x [0, 2] ist die Funktion f(z,y) := 2zy stetig,
es ist

M = max |2zy| =2 max |z| max |y| =4,
(z.y)eR z€[-1,1] y€[0,2]

und die Funktion f erfiillt auf R eine Lipschitz-Bedingung
|f (@, y1) = [, y2) = [22y1 — 2wy0| < 2[x| [y — 2| < 2[y1 — p2
mit der Lipschitzkonstanten L = 2. Wir erhalten
1 1
e = min{1, 4} 1

Der Satz Von Picard-Lindelof garantiert, dass das betrachtete Anfangswertpro-

blem auf [—1, 1] eine eindeutig bestimmte Losung besitzt. Wir benutzen die

Picard-Iteration aus Satz 18.11(b), um diese Losung nidherungsweise zu berech-
nen. Als Startfunktion wahlen wir die konstante Funktion yo(x) = yo = 1. Dann
berechnen wir y; aus y; = Ayg, d.h. aus
y(z) = 1+/ 2t - 1dt = 1 + 2.
0
Weiter ergibt sich

yo(x) = 1—|—/012ty1(t)dt

ys(z) = 1+/0x2ty2(t)dt

I
+

1
2(1 + t3)dt = 1+ 2% + 51:4,

Il
—
_I_

1
2t(1 + * + §zf‘*)aht

1 1
T 2, ~,4, .6
+x+2x+6x

und allgemein

1 1 1 1
_ 2 L a1 Lo N L2k
yn(z) =142 +2:E +6a: +...+n!x E ",

Diese Funktionen konvergieren auf [—1 e 4] gleichméfig gegen die Losung y des
Anfangswertproblems, und mit Satz (18.10)(c) kénnen wir abschétzen, wie nahe
Yn bei der wahren Losung liegt. Dazu berechnen wir

2
_ — —1/16
e lyo(z) — y1(z)] Lo |27 =1/
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und erhalten aus (18.25)

1 1 \/E 1
— < 2. — < )
e @) =y (@) = = et g = ST S G

Fiir n = 3 ist also bereits

1 ~ 0.0027
26.31 384 ’

— <
pehax | Jus(@) —y(@)] <

d.h. der Graph von y liegt in einem Schlauch der Breite 0.0027 um den Gra-
phen von y;. Man sieht insbesondere, dass die Folge (y,) sehr schnell gegen y
konvergiert.

In diesem konkreten Fall kann man die Losung y leicht aus den Néaherungsfunk-
tionen bestimmen:

und man rechnet leicht nach, dass diese Funktion fiir alle x € R eine Losung des
Anfangswertproblems ist. |

Beispiel 16 Analog erhélt man fiir das Anfangswertproblem
y=a2"+y" y(0)=0

mit der Startfunktion yo(z) = 0 die Naherungslosungen
¥ 1
yi(z) = / (t* + 0%)dt = §:L’3,
0

x - 6
ya() = / (t2+y1<t>2)dt=/ @+ Dyar=Lov g Lo
0 0 3 63

9
! 2 2 ! 2 1 3 1 7\2
ys(z) = [ (+u2(t)’)dt = (t + (587 + —tT) >dt
0 0 3 63
_ 1x3+ix7+ 2 21 1 15

37 T 63" T 2070 T 50535”

18.4 Potenzreihenansitze

Mit den Potenzreihenansétzen lernen wir eine weitere Methode kennen, mit der
sich Anfangswertprobleme wie

y/ - f(x,y), y(x(]) = Yo (1827)

l6sen lassen, sofern sich die Funktion f in einer Umgebung von (zg, o) in eine
konvergente Potenzreihe bzgl. z und y entwickeln 1a8t. In diesem Fall 148t sich
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auch die Losung y von (18.27) in einer Umgebung von z( in eine konvergente
Potenzreihe

y(2) = an(x — )"

entwickeln, deren Koeffizienten sukzessive aus der Anfangsbedingung und der
Differentialgleichung bestimmt werden konnen. Berechnet man die Koeffizienten
a, nur bis zu einer Stelle N, so erhélt man eine Ndherungslosung

yun(z) = an(a — z0)"

von (18.27). Genaue Voraussetzungen und Resultate lassen sich am bequemsten
im Komplexen angeben. Sei D C C x C offen und f : D — C stetig. Die Funktion
f heiit holomorph, wenn die komplexen Ableitungen f, und f, existieren und
stetig sind. Dann 148t sich f auf jeder Menge

7 = {(z,w)E(CXC: |z — 20| < a, |w—w0|§b}, (18.28)

die komplett in D liegt, in eine Potenzreihe

flz,w) = Z aij(z — 20) (w — wy)?

7‘1.]:0
entwickeln.

Satz 18.12 (Existenz und Eindeutigkeitssatz im Komplexen) Die Funk-
tion f sei auf einem Gebiet D C CxC, das die Menge (18.28) enthdlt, holomorph,
und es sei |f(z,w)] < M fir (z,w) € Z. Dann ezistiert auf der Kreisscheibe
K ={2€C:|z— 2] <e} mite =min{a,b/M} eine holomorphe Lisung w des
Anfangsproblems

w' = f(z,w) mit w(zg) = wo. (18.29)

Sind wy und wy Losungen von (18.29) auf einem zy enthaltenden Gebiet G, so
st wy = wy auf G.

Wir illustrieren die Anwendung dieses Satzes an einigen Beispielen.
Beispiel 17 Fiir das Anfangswertproblem
y =2 +y* mit y(0)=0 (18.30)

ist f(z,w) = 2% + w?, und diese Funktion ist holomorph auf ganz C x C. Wegen
xo = 0 finden wir eine Losung des Anfangswertproblems (18.30) in Form einer
Potenzreihe

y(x) = Zanx" =ap+ a1 w +ax® + ...
n=0
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mit zu bestimmenden Koeffizienten a,,. Wegen y(0) = 0 muss ag = 0 sein. Die
iibrigen Koeffizienten bestimmen wir durch Einsetzen des Ansatzes in die Aus-
gangsgleichung

ay + 2a0x + 3azx® + ...+ (k + 1)ak+1xk+...
2

=22 + (ag + a4+ agx® + .. aga® 4+ ..

k
= ag + 2apa17 + (1 + 2apas + a?)z? + ... + (Zarak—r>xk N
r=0

und Koeffizientenvergleich

bei 2V : a; = ai=0, also a3 =0

bei z' : 2a9 = 2apa; =0, also a, =0

bei z2:  3az = 1+ 2apay +a? =1, also az=1/3
bei 23 :  4as = 2apaz + 2a1as =0, also as =0

bei z* : Sas = 2apay + 2aia3 + a3 =0, also a5 =0

bei 2°:  6ag = 2apas+ 2a1a4 + 2asa3 = 0, also ag =0

bei 25 : Tar = 2apa6 + 2a1a5 + 20204 + a% = % , also a7y = 1/63.

Der Anfang der gesuchten Potenzreihe ist somit

I R
y(x)—33: —1—6395 +...

(vgl. auch Beispiel 16). n

Beispiel 18 Fiir das Anfangswertproblem
y=1+y" y(2)=0
fithrt der Ansatz
y(x) = ag + ay(z —2) +as(z —2)* + . ..
auf
ay 4+ 2as(x —2) +3az(x —2)* +... =1+ (ian(:ﬁ - 2)")2
n=0

= (1+ad) + 2apa: (z — 2) + (2apag + aj)(z —2)* + ... .
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Wegen y(2) = 0 ist ag = 0, und Koeffizientenvergleich ergibt

bei 2 : ap = 1+ad=1, also a; =1

bei z' : 2a9 = 2apap =0, also ay =

bei z2:  3az = 2apay+al =1, also az=1/3
bei 23 :  4ays = 2apaz + 2a1a9 =0, also as =0

bei z* : Sas = 2apay + 2aia3 + a3 = % , also as =2/15,

und wir erhalten den Anfang der gesuchten Potenzreihe

1 2
=(x—2)+= (=2 +....
W)= (2 —2) + 5 Z@-2+
Diese stimmt mit dem Anfang der Potenzreihenentwicklung fiir die Funktion
y(x) = tan(x — 2) iiberein. Nachrechnen zeigt, dass diese Funktion tatséchlich die

Losung des Ausgangsproblems ist. |

T —2)° +

Potenzreihenansétze lassen sich auch fiir Differentialgleichungen héherer Ordnung
verwenden. Wir betrachten als Beispiel die Gleichung

v +p@)y +qlx)y = f(z) auf I = (—rr) (18.31)

und nehmen an, dass sich p,q und f auf (—r,r) durch konvergente Potenzreihen
darstellen lassen:

= vt q(@) =) qar", fl@) =) far" (18.32)

Wir suchen die Lésung y von (18.31) in Form der Potenzreihe y(z) = > 7 ja,2™.
Um die a,, zu bestimmen, setzen wir diese Potenzreihen formal in (18.31) ein und
erhalten wegen

y(r) = Znanaj”_l = Z(n + 1ay 12",
n=1 n=0

y'(x) = n(n — a,z" 2 = Z(n + 1)(n + 2)an22",
n=2 n=0

dass

Z(n + 1) (n+ 2)ap0x™ + (Z pn$"> (Z(n + 1)an+1$">

<Z Gt ) (i i "> — ifnx",

n=0
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Mit dem Cauchy-Produkt folgt weiter

Z(n + 1)(n + 2)anroz"™ + Z (Z(k + 1)ak+1pnk> "
n=0 n=0 k=0

n=0 k=0

+ Z (Z akan> " = Z Jnx",

woraus wir schliellich durch Koeffizientenvergleich fiir jedes n € N erhalten

(n + 1)(TL + 2)an+2 + Z(k + 1)ak+lpn7k + Z Ar4n—1k = fn
k=0 k=0

Dies ist eine Rekursionsformel zur Bestimmung der a,,. Wir wéahlen ay und a,
beliebig oder bestimmen sie aus den Anfangsbedingungen, falls solche gegeben

sind. Dann berechnen wir as, as, aq, .... nacheinander aus
1 n n
I — o — (k4 Dagr1pn—k — ApGn_r | - (18.33)
" (n+1)(n—|—2)( ; ;

Der folgende Satz sagt, dass dieses Vorgehen tatséchlich die Losung von (18.31)
in Form einer auf (—r,r) konvergenten Potenzreihe liefert.

Satz 18.13 Auf (—r,r) sei die Differentialgleichung (18.31) gegeben und die
Funktionen p, q, f seien auf (—r,r) in die Potenzreihe (18.32) entwickelbar. Sind
dann ag, a1 € R gegeben und bestimmen wir a,, fir n > 2 mittels (18.33), so kon-
vergiert die Reihe Y " a,x™ auf (—r,7) gegen die eindeutig bestimmte Lisung
der Differentialgleichung (18.31), die den Anfangsbedingungen y(0) = ag und
y'(0) = a1 gendigt.

Sind p, q, f Polynome, so kann r beliebig grof§ gewéhlt werden, d.h. die Reihe
> o anx™ konvergiert auf ganz R.

Beispiel 19 Fiir A € R heifit
y' =2y + Xy =0

die Hermitesche Differentialgleichung. Die Rekursionsvorschrift liefert in diesem
Fall

1 2n — A
n+1)(n+2) (0= (=2)nan = Aan) = a (n+ )(n+2)

anta = 7 (18.34)

fiir alle n > 0. Fiir ag = 1 und a; = 0 erhalten wir die Losung

A 4 — M\ 88— N4 -\
y%)\)(gj):l_alj_( 4!) 334_( )é' ) 336“.’
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und fiir ag = 0 und a; = 1 finden wir

() — a2 . A, (6- /\)5('2 N5, (10— )\)(67—' NE=N o,

Man kann zeigen, dass sich jede Losung der Hermite-Gleichung als Linearkom-

bination dieser beiden Funktionen schreiben 1dft. Ist speziell A = 2n, so )folgt

aus der Rekursionsformel (18.34) a,42 = 0. Ist n gerade, so ist daher yg% ein

Polynom, und ist n ungerade, so ist yégn) ein Polynom. Insbesondere ist

W) = 1,
w(r) = =,
(@) = 1-22
2
w'@) = w-5al,
4
ygg)(:c) = 1—41:2—1—53:4 usw

Normiert man diese Polynome so, dass der Koeffizient vor der hochsten Potenz
" gleich 2" wird, so erhalt man die Hermite-Polynome. Diese kann man als

Hala) = (-1 (2

schreiben. n

e

Beispiel 20 Schliefilich betrachten wir noch das Anfangswertproblem
zy"+y +2y=0 mit y(0) =1, ¥ (0)=0. (18.35)

Die Differentialgleichung ist eine spezielle Besselsche Differentialgleichung. Der
Faktor x vor y” sorgt dafiir, dass man Satz 18.13 nicht unmittelbar auf (18.35)
anwenden kann. Auch sonst ist Vorsicht geboten. Setzt man xq = 0 in die Dif-
ferentialgleichung ein, erhélt man y'(0) = 0, d.h. die zweite Anfangsbedingung.
Man kann also die Anfangsbedingungen an der Stelle xy = 0 nicht willkiirlich
vorgeben.

Wir gehen wieder vom Potenzreihenansatz y(z) = ), a,z™ aus. Die Anfangs-
bedingungen fithren zu ay = 1 und a; = 0. Einsetzen in die Differentialgleichung
liefert

x(2ay + 6asz + 12a42° 4 ...)
+(ay + 2a9w + 3azx* +...) + x(ag + a1 +agx® +...) =0

bzw.

0 =ay + (ap + 4az)x + (a1 + 9as)z? + ...+ (ap—1 + (k + 1) ?ap1)z” + ...
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Also ist
Ag—1

apy1 = _(k 1y
und mit vollstédndiger Induktion erhédlt man

(=D™

22m ()2

fir £=1,2,3,...,

aomi1 =0 und a9, =

Die Losung des Anfangswertproblems lautet damit

Diese Reihe konvergiert fiir alle z € R.
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