16 Oberflichenintegrale

Nachdem wir im vergangenen Abschnitt gesehen haben, wie man das Volumen
eines dreidimensionalen Korpers (z.B. das Volumen einer Kugel) mit Hilfe der
Integralrechnung bestimmen kann, wenden wir uns nun den Flécheninhalten ge-
kritmmter Flichen zu (wie z.B. der Oberfliche einer Kugel), fiir die wir einen
geeigneten Integralbegriff entwickeln.

16.1 Flichen, Tangenten und Normalen

Wir haben frither Kurven als Bilder von Intervallen bzgl. stetiger Abbildungen
beschrieben. Ganz analog definieren wir nun Flachenstiicke als Bilder ebener Be-
reiche bzgl. geeigneter Abbildungen.

Definition 16.1 Sei D C R? eine beschrinkte offene Menge, und ihre Abschlie-
Bung D sei Jordan-messbar. Weiter sei F : D — R3 eine stetig differenzierbare
Funktion mit

rang F'(z1,29) = 2 fiir alle (z1,25) € D. (16.1)

Dann heifit das Bild von D unter F, d.h. die Menge
Fi={F(x1,22) € R : (21,22) € D} (16.2)

ein Flichenstiick im R? und die Abbildung F : D — F heifit eine Parameterdar-
stellung des Flachenstiicks F oder kurz eine Flache.

Genau wie bei Wegen und Kurven unterscheiden wir wieder sorgfiltig zwischen
der Abbildung F' und ihrem Bild F. Offenbar kann es fiir ein- und dasselbe
Fléachenstiick F verschiedene Parametrisierungen geben.

Wichtige Vereinbarung. Wir haben friither die Differenzierbarkeit einer Abbil-
dung F : X — R3 nur fiir offene Mengen X C R? erklirt. Die stetige Differen-
zierbarkeit von F': D — R3 haben wir wie folgt zu verstehen: Die Funktion F
lifst sich zu einer stetig differenzierbaren Funktion F : G — R3 auf eine offene
Menge G O D fortsetzen. Diese Menge G ist fiir die Definition des Flichenstiicks
offenbar unerheblich. Wir méchten jedoch auch in den Randpunkten von D die
partiellen Ableitungen F,, und F,, bilden kénnen und verlangen daher, dass sich
F auf eine offene Umgebung G von D stetig differenzierbar fortsetzen lat. m

Die Rangbedingung (16.1) wird nur fiir Punkte aus D gefordert; auf dem Rand
0D = D\ D muss sie nicht erfiillt sein. Mit

F(fﬁl,ﬂfz) = (F1(331,£E2), F2(£E1,$2), F3(5171,ZU2))T
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lautet die Rangbedingung (16.1)

oF 9l
oz Oxo
OFy  OFy | _
rang | 5.5 G | =2 (16.3)
oFy  OF3
8901 8:)32

in allen Punkten von D.

Beispiel 1 Sei D = (0,27) x (—7/2, 7/2). Dann ist D das Rechteck [0,27] x
[—7/2, m/2]. Sei weiter r > 0 und

F(u,v) := (rcosucosv, rsinucosv, rsinv)’

fiir (u,v) € D. Dann ist F' stetig differenzierbar auf D (und sogar auf ganz R?),
und die Funktionalmatrix

—rsinucosv —rcosusinv
rcosucosv —rsinusinv
0 7 COSV

F'(u,v) =

hat fiir alle (u,v) € D den Rang 2. Das zugehorige Flachenstiick F ist die Ober-
flache einer Kugel um den Nullpunkt mit dem Radius 7. |

Beispiel 2 Sei f : D — R ecine stetig differenzierbare Funktion und
F:D—R* F(uv):= (u,v, f(u,v))T.

Dann ist auch F stetig differenzierbar auf D, und die Funktionalmatrix

1 0
0 1
of of
ou  Ov

von F' hat offenbar den Rang 2. Das durch F' definierte Flichenstiick ist gerade
der Graph von f. Mit D = {(u,v) € R* : v* +v* < 1} und f(u,v) = uv erhilt

man beispielsweise eine Sattelfliche (hyperbolisches Paraboloid). u
Beispiel 3 Seien @ = (a1,a,a3)" und b = (by,bs,bs3)T linear unabhingi-
ge Vektoren und sei 7y € R3. Auf D = [—1,1] x [~1,1] hat die Funktion

F(u,v) = ud + vb + %, die Funktionalmatrix
ar b

a b2 )
as bs

242



die wegen der linearen Unabhéngigkeit von a und b den Rang 2 hat. Das zu-
gehorige Flachenstiick ist ein Teil der durch @ und b aufgespannten und durch
verlaufenden Ebene. |

Sei F: D — R3 die Parametrisierung eines Fliachenstiicks F. Ist durch X =
(X1, X5)T : [a,b] — D ein stetig differenzierbarer Weg in D gegeben, so ist

Y:fa,b) = R, Y(t)=F(X(t)

ein stetig differenzierbarer Weg, der komplett in F verlduft. Fir tg € [a, b] wird die
Richtung der Tangente an den Weg Y im Punkt Y (t5) = F (X (to)) beschrieben
durch den Vektor

Y(to) = Fu(X(to)) Xi(to) + Fu (X (to)) Xa(to) (16.4)

(Kettenregel!) mit

F,(X(to)) = Z—f (X(to)) = (% (X(t0)), % (X(t0)), % (X(t0)))

und

F(x(00) = 25 () = (2 (et 22 (xan)). 22 (x0))).

Die Rangbedingung (16.1) besagt gerade, dass die beiden Vektoren F, (X (to))
und F, (X (o)) fiir alle Punkte X (to) € D linear unabhéingig sind. Wir schreiben
X (to) = (uo, vo). Betrachten wir alle Wege X durch den Punkt (ug, vg), so kénnen
in (16.4) die Ableitungen X; und X, belichige Werte annehmen. Die beiden
Vektoren F,(ug,vo) und F,(ug,vg) spannen also die komplette Tangentialebene
an die Fliche F im Punkt F(ug,v) auf. Eine Beschreibung der Tangentialebene
in Parameterform lautet

{F (uo, vo) + AFu(uo,vo) + pufo(uo, vo) = A, € R} (16.5)

Den Normalenvektor an die Fliche F : D — R® im Punkt F(u,v) mit (u,v) € D
erkldaren wir durch das Vektorprodukt

F,(u,v) x Fy(u,v)

N(u,v) := . (16.6)

[Eu(u, v) X Fy(u, v)]]
(Man beachte, dass F,(u,v) x F,(u,v) # 0 ist, da beide Vektoren linear un-
abhéngig sind.) Aus den Eigenschaften des Vektorprodukts wissen wir, dass der
Vektor N (u,v) senkrecht auf F,(u,v) und F,(u,v) (und damit auf der gesamten
Tangentialebene (16.5)) steht. AuBerdem hat er die Lénge 1, so dass man auch
vom Normaleneinheitsvektor spricht.

Es stellt sich die Frage, inwieweit die eingefithrten Begriffe (Tangential- und
Normalenvektoren) von der Parametrisierung F' oder nur vom Fliachenstiick F
abhéngen. Dazu zunéchst eine Definition.
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Definition 16.2 a) Seien D, E offen in R2?. Fine bijektive Abbildung ¢ : D —
D heifst Diffeomorphismus, wenn ¢ und die Umkehrabbildung ¢~! stetig dif-
ferenzierbar sind.

b) Zwei Parameterdarstellungen F : D — R® und G : E — R3 heiflen dquiva-
lent, wenn es einen Diffeomorphismus ¢ : D — E gibt mit F' = G o ¢ und
det ¢’ > 0 auf D.

Sind F' und G #quivalent, so sagt man auch, dass sie durch eine Parametertrans-
formation ¢ auseinander hervorgehen.

Bei dquivalenten Parametertransformationen bleiben die wesentlichen Flichen-
groBen und Flécheneigenschaften (wie die Tangentialebenen und Normalenvekto-
ren) unverdandert.

Beispiel 4 Seien D und F' wie in Beispiel 1 (Kugeloberfliche). Dann ist

F,(u,v) = (—rsinucos v, rcosucosv,0)’,
Fy(u,v) = (—rcosusinv, —rsinusinv,rcosv)’,
Fu(u,v) x Ey(u,v) = (r*cosucos®v,r?sinucos?v,r’sinvcosv)’,
| Fy(u,v) X Ey(u,v)|| = r*cosv
und damit
N (u,v) = (cosucos v, sinucos v, sinv)”
fur alle Punkte (u,v) € (0,27) x (—7/2,7/2). o

Beispiel 5 Sind D, f und F' wie in Beispiel 2 (Funktionsgraphen), so ist

O o Ofr
F, = (1,0, 8u) : F,= (0,1, 8v) ;
— _% _ﬁ T _\/ﬁ 2 g 2
FuXFv—( aua 81}’1) ) ||FUXFU||_ (8u> +(av) +1
und damit schliefllich
N(u,v) = ! ( of g,l)T. o

Ve e M

Beispiel 6 Sei D = E = {(u,v) € R?* : v? + v < 1}. Die Parametrisierungen
F:D—R* F(uv) = (u,v,uv)’

und

G:E—R Guv)=(u—v,—uv)’
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liefern das gleiche Fliachenstiick. Wir bestimmen die Normalenvektoren im Punkt
F(0,0) = G(0,0) = (0,0,0)7. Zunschst ist

Fu,(u,v) = (1,0,0)",  Fy(u,v) = (0,1,u)",
also
Fy(u,v) x Fy(u,v) = (—v, —u, 1)" und F,(0,0) x F,(0,0) = (0,0, 1),
und andererseits ist
Gu(u,v) = (1,0, —v)",  G,(u,v) = (0,1, —u)”"
und damit
Gou(u,v) x Gy(u,v) = (—v,u, —1)" und G,(0,0) x G,(0,0) = (0,0, —1)".

Bei Verwendung von F' erhalten wir also (0,0,1)” als Normaleneinheitsvektor
im Punkt (0,0,0)7 an die Sattelfliche, und bei Verwendung von G den Vektor
(0,0,—1)T. Man beachte, dass zwar F und G durch den Diffeomorphismus

¢:D—E o= (o %) (1) = o

auseinander hervorgehen, dass aber

det ¢'(u,v) = det <(1) _01) =-1<0

ist. Also sind F' und G nicht zueinander dquivalent. |

Anschaulich ist klar, dass jedes Fléchenstiick in jedem Punkt genau einen Tangen-
tialraum, aber zwei Normaleneinheitsvektoren (nach ,,oben* und nach ,unten®)
besitzt. Ist ' = G o ¢, so liefern F' und G den gleichen Normalenvektor, wenn
det ¢’ > 0, und sie liefern entgegengesetzte Normalenvektoren, wenn det ¢’ < 0.
In letzterem Fall sagt man auch, dass die Orientierung von F' gewechselt wird.

16.2 Flichenintegrale

Wir wollen nun Fliachenintegrale bestimmen. Als Motivation gehen wir dhn-
lich vor wie bei der ,Herleitung® der Substitutionsregel in Abschnitt 15.4. Sei
F : D — R? eine Parametrisierung eines Flichenstiickes F, wobei wir der
Einfachheit halber annehmen, dass D ein achsenparalleles Rechteck in der wo-
Ebene ist. Das Rechteck D sei in Teilrechtecke Q1,...,Q,, zerlegt. Ihre Bil-
der F(Q1),...,F(Q.) nennen wir Maschen. Aus diesen Maschen setzt sich das
Flachenstiick F zusammen.
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0 Auy; F(Qz)

Ist die Rechteckzerlegung von D fein genug, so haben die Maschen nahezu die
Gestalt eines Parallelogramms. Ist Q; ein Teilrechteck in D mit den Seitenlingen
Awu; und Av; und ist (u;, v;) der linke untere Eckpunkt von @);, so ist die Masche
F(Q;) ungefihr gleich dem Parallelogramm, das von den Vektoren

F(u; + Aug,v;) — Fug, v;) und Fy(u, v; + Avy) — F(ug,v;)

aufgespannt wird. Diese Vektoren sind nach Definition der partiellen Ableitungen
ungefiahr gleich
Fy(ui,v;))Au; und  F,(ug, v;)Av;.

Diese beiden Vektoren spannen ein Parallelogramm auf, dessen Flacheninhalt
gleich der Lange des Vektorprodukts dieser Vektoren ist, also gleich der Léange
von

AO’i = (Fu(uz,vl) X Fv(ui,vi)) AulAU@

Man kann daher ||Ag;|| als ungefdhren Flacheninhalt der Masche F'(Q);) ansehen
und

S lAG = IFu(ui,vi) x Fy(ug,v7)|| AuAv; (16.7)
=1 =1

als Nédherung fiir den Fliacheninhalt des Fliachenstiickes F. Ist D kein Rechteck,
so schopfen wir D von innen durch rechteckzerlegte Bereiche aus. Lassen wir auf
der rechten Seite von (16.7) die Zerlegung immer feiner werden, d.h. lassen wir
max;{ Au;, Av;} gegen 0 streben, so gelangen wir zum Integral

// 1, v) X B (u, ) d(u, ).

Um sicherzustellen, dass dies tatsdchlich dem Fldcheninhalt von F entspricht,
miissen wir noch (dhnlich wie bei Kurven) garantieren, dass nicht Teile des
Flachenstiicks mehrfach durchlaufen werden.

Definition 16.3 Die Parameterdarstellung F : D — R? und das durch sie defi-
nierte Fldachenstick heiffen doppelpunktfrei, wenn F' auf D eineindeutiq ist.
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Definition 16.4 Ist F : D — R3 eine doppelpunktfreie Parameterdarstellung
eines Flachenstiickes F, so ist der Flacheninhalt von F die Zahl

1) = [ [ I1Fsw) x B (w0 (16.3)
D
Das Integral in (16.8) schreibt man auch als | #do, wobei do symbolisch fiir
[Fu(u, v) x Fy(u,0)|| d(u,v)
steht und Fldichenelement heiflt. Definition 16.4 wird wie folgt verallgemeinert:

Definition 16.5 Durch F : D — R3? sei ein Flichenstiick F gegeben, und H :
F — R sei stetig auf F. Dann heifit das Integral

//H(F(u,v)) | Fu(u,v) x Fy(u,v)| d(u,v) = /fHda (16.9)

das Flachenintegral von H iiber F (manchmal auch Flachenintegral erster Art).

Als Motivation kann man sich ein elektrostatisch geladenes Fldchenstiick F vor-
stellen, wobei die Ladungsdichte H in jedem Punkt von F bekannt und die Ge-
samtladung gesucht ist.

Man kann (und muss) sich tiberlegen, dass die Integrale in (16.8) und (16.9) bei
Parametertransformation und Orientierungswechsel invariant bleiben. Im Falle
der Doppelpunktfreiheit ist die Schreibweise rechts in (16.9) vollig eindeutig, da
je zwei zugehorige Parameterdarstellungen entweder dquivalent oder entgegenge-
setzt orientiert sind.

Beispiel 7 Seien D und F wie in Beispiel 1 (Kugeloberflache). Mit Beispiel 4
erhalten wir

2w w/2
I(f)://T2COSUd(U,U):T2/ / cosv dvdu = 4mr?
) 0 —7/2
D

als Flacheninhalt der Kugeloberflache. |

Beispiel 8 Sind D, f und F wie in Beispiel 2 (Funktionsgraphen), so ist
I(f):/da://\/1+f§+f3 d(u,v)
f
D

der Flacheninhalt des Funktionsgraphen. Vergleichen Sie dieses Resultat mit For-
mel (14.2) fiir die Kurvenldnge des Graphen einer Funktion f : [a,b] — R. n
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Definition 16.6 Durch F : D — R3? sei ein Flichenstiick F gegeben, und H :
F — R? sei ein stetiges Vektorfeld auf F. Dann heifst

/fH-d& = //H(F(u,v)) (Fu(u,v) x Fy(u,v)) d(u,v) (16.10)

das Flichenintegral (zweiter Art) von H dber F.

Schreiben wir

F,(u,v) x Fy(u,v)
[ Fu(u, v) x Fy(u,v)||

= N(“» 'U)”FU<UJ> U) X Fv(“?”)”?

Fu(u, ’U) X FU(U,U) ||Fu(u,v) X Fv(uaU)H

so geht das Integral auf der rechten Seite von (16.10) {iber in

//H(F(u, o)) - N(u, 0) [|Fulet, 0) X Fy(u,0)]| d(u, v), (16.11)

so dass man das Integral |’ 7 H - do zweiter Art auch als das Integral | FH-Ndo
erster Art auffassen kann. Fldachenintegrale zweiter Art sind ebenfalls invari-
ant beziiglich dquivalenter Parametertransformationen. Bei einem Orientierungs-
wechsel &ndern sie jedoch ihr Vorzeichen, da die Normalenvektoren ihre Richtung
dndern.

Zur Motivation der Flachenintegrale zweiter Art stellen wir uns ein stationéres
(zeitunabhingiges) Geschwindigkeitsfeld V' : R?* — R? einer strémenden Fliissig-
keit vor und fragen nach der Fliissigkeitsmenge, die ein gegebenes Fliachenstiick F
pro Zeiteinheit durchfliet. Sinnvollerweise soll F orientiert sein, d.h. wir kénnen
uns etwa vorstellen, dass F eine “Unterseite” und eine “Oberseite” hat und dass
die Normalenvektoren in Richtung der Oberseite zeigen.

Wie bei der Motivation zum Fldcheninhalt denken wir uns F in Maschen unter-
teilt, die ndherungsweise Parallelogrammform haben. Es sei Ad; der Flichenvek-
tor eines solchen Parallelogramms AF;, d.h. Ag; steht senkrecht auf AF; und
zeigt in Normalenrichtung, und ||Ad;|| ist gleich dem Fldcheninhalt von AF;.

Dann ist |V (x;) - Ady| (mit einem z; € AF;) das Fliissigkeitsvolumen, das néhe-
rungsweise pro Zeiteinheit durch AF; fliefit. Pro Zeiteinheit schiebt sich ndmlich
ein Parallelflach mit dem Grundflacheninhalt ||Ad;|| und der Héhe ||V (x;)| cos ¢
(vgl. die folgende Skizze), d.h. mit dem Volumen

|V () || | Ad] cos o = V(x;) - Ad;

durch AF;. (In erster Néherung nehmen wir V' als konstant auf AF; an.)
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Ac;

X/

AF,

Fliefit die Fliissigkeit aus der Seite von AF; heraus, in die der Fldchenvektor Ag;
zeigt, so ist V(z;) - Ad; > 0 und andernfalls < 0. Das Vorzeichen von V' (z;) - Ad;
gibt also an, in welche Richtung AF; durchflossen wird. Die Summation der
Durchfliisse iiber alle Maschen

ZNWJA@

und der Ubergang zu beliebig kleinen Maschenweiten fithren zum Flichenintegral
2. Art

Uzévmqﬁ

Die GroBe |U| gibt also das Gesamtvolumen an, das pro Zeiteinheit das
Flachenstiick F durchstromt, wobei die Anteile beider Strémungsrichtungen
durch F gegeneinander aufgerechnet sind. Das Vorzeichen von U gibt an, an
welcher Seite des Fléchenstiicks mehr herausflieit: Ist U > 0, so strémt mehr
Fliissigkeit in Richtung der Normalenvektoren von F, ist U < 0, so in entgegen-
gesetzter Richtung. Man nennt U auch den Fluss von V' durch F. |

Beispiel 9 Seien D und F wieder wie in Beispiel 1 (Kugeloberfliche), und sei
H : R?® — R3 die identische Abbildung, d.h. H(z,y,2) = (z,y, z). Dann ist nach
Beispiel 4

N(u,v) = (cosucos v, sinucos v, sinv),

und mit
H(F(u,v)) = F(u,v) = (rcosucosv,rsinucosv,rsinv) =r N(u,v)

erhalten wir mit (16.11) fiir das Fldchenintegral 2. Art

/H-dE:/H-NdU:/Tda:T/dU.
F F F F

Das Fléchenintegral [ 7 do ist gleich dem Flacheninhalt der Kugeloberfliche. Wir
haben es in Beispiel 7 berechnet und erhalten damit

/H-dJ’:Zlm”S. ]
f
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