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Aufgabe T1 (Potenzreihen)
Beweisen Sie, dass fiir alle x € (—1,1) gilt

o) ( 1)n 2n+1
arctan x =
Z 2n+1

n=

Losung: Einerseits gilt arctan’ : R —> R, x — Andererseits ergibt die geometrische Reihe fii

1+2

1

m:1—x2+x4:|:... Vx| < 1.

Nach Satz 25.1 ist die Potenzreihe A mit dieser Summe als Ableitung gegeben durch

A( ) x3 N xS N (_1)nx2n+1
VEXTEEF 2n+1

Nach Satz 23.17 c) folgt, dass auf dem Intervall (—1,1) die Funktionen A und arctan bis auf eine Konstante {iber-
einstimmen. Da arctan(0) = 0 und A(0) = O stimmen beide Funktionen auf (—1, 1) {iberein, woraus die Behauptung
folgt.

Aufgabe T2 (Potenzreihen und Taylorentwicklung)
Beweisen Sie
Artanh() = x+ 5+ 5 1 X 4
anh(x)=x+—+—+—+...
3 5 7

fir |x| <1
(a) durch geeignetes Entwickeln von Artanh’(x),
(b) mit Hilfe der geometrischen Reihe.

Losung:
(a) Die Ableitung von Artanh(x) ist gegeben durch Artanh’(x) = 2 =: f(x). Die Ableitungen von f sind fiir |x| < 1
gegeben durch
Fi) =
BT
6x%+2
/7 _
£ =
24x3 + 24x
" _
f (x) - (1 _ x2)4
24(5x*+10x% +1
£ = 24 )
(1+x2)




und per Induktion durch

k! k gerade

( —
FRx) = {O k ungerade

Taylorentwicklung in x = 0 liefert nun

2 24,
f(x)=1+0+§x+0+zx +...

=14+x2+x*+x0+....

Diese Potenzreihe ist die Ableiung der Potenzreihe

1, 1. 1,
Fx)=x+=-x"4+=x>4+=x"+...
3 5 7
Der Konvergenzradius von F ist p = 1 nach Satz 15.2 und mit lim,_,,, ¥2n+ 1 =1 und Satz 7.8 d).
Da f = Artanh’ gilt, konnen sich F und Artanh nach Satz 23.17 c) hochstens durch eine Konstante unterscheiden.
Aus F(0) = 0 und Artanh(0) = 0 (da tanh(0) = 0) folgt, dass die Konstante 0 sein muss.

(b) Es gilt Artanh’ : R - R, x — L Die geometrische Reihe fiir L

1-x2° 1—x2

ist gegeben durch

— =1+x*+x*+... V|x|<1

Nach Satz 25.1 ist die Potenzreihe A mit dieser Summe als Ableitung gegeben durch
3 x5 x2n+1

x
Ax)=x+—+—+---+
(x) 3 5 2n+1

+...

Nach Satz 23.17 c) folgt, dass auf dem Intervall (—1,1) die Funktionen A und Artanh bis auf eine Konstante
tibereinstimmen. Da Artanh(0) = 0 und A(0) = O stimmen beide Funktionen auf (—1,1) iiberein, woraus die
Behauptung folgt.

Aufgabe T3

Bestimmen Sie den Wert 1,05%92

mit einer Genauigkeit von mindestens 1074,

Losung: Wir verwenden die Funktion f : [1,00) — R mit f(x) = x>%2

mit Entwicklungsstelle 1. Dazu berechnen wir

und betrachten ihr Taylorpolynom 1. Ordnung

f'(x)=1,02-x%0%  f”(x)=1,02-0,02-x %%
und f(1) =1, sowie f'(1) = 1,02. Damit gilt
(T, D) =Ff(D)+ F/(D(x—1)=1+1,02(x — 1).

Fiir den Ndherungsfehler (R, f)(1,05; 1), der uns interessiert, erhalten wir
1
(R1f)(1,05;1) = Ef“(g)(1,05 —-1)2=1,02-0,01-£7%%.0,052=2,55-10">- £ %%

fiir ein £ € (1;1,05). Nun ist die Funktion g(t) := t~%% auf dem Intervall (1;1,05) monton fallend, denn fiir die
Ableitung gilt auf diesem Intervall g’(t) = —0,98- ¢t~ < 0. Also nimmt g auf dem Intervall (1;1,05) maximal den Wert
g(1) =1 an und wir kénnen

I(R1£)(1,05;1)| =2,55-107°- £ %% <2,55-107° <107*
abschitzen. Damit ist der Wert
(T,f)(1,05;1)=141,02(1,05—-1)=1+1,02-0,05=1,051

ein fiir die Aufgabenstellung ausreichend exakter Naherungswert von 1,05%02,




