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Aufgabe T1 (Häufungspunkte)
Beweisen Sie Satz 17.2 a) aus dem Skript:
Es sei D ⊆ R und x0 ∈ R. Dann gilt:
x0 ist ein Häufungspunkt von D genau dann, wenn für alle ε > 0 die Menge D ∩ Uε(x0) unendlich ist.

Lösung: ⇒: Sei x0 ein Häufungspunkt. Wir nehmen an, die Folgerung sei nicht erfüllt, d.h. es existiert ein ε > 0, so dass
D∩Uε(x0) endlich ist. Setze nun δ =min

�

|x0 − x | : x ∈
�

D ∩ Uε(x0)
�

\ {x0}
	

. Das Minimum existiert, da die Menge nach
Annahme endlich ist. Daraus folgt aber nun, dass die Menge (D∩Uδ/2(x0))\{x0} leer ist. Dies steht aber im Widerspruch
zu der Annahme, dass x0 ein Häufungspunkt ist.
⇐: Angenommen, die Menge D∩Uε(x0) ist für alle ε > 0 unendlich. Dann gibt es sicher ein x ∈ (D∩Uε(x0)) \ {x0} und
x0 ist ein Häufungspunkt.

Aufgabe T2 (Stetigkeit)
Die Funktion f : [0,1]→ R sei definiert durch

f (x) :=

(

1
q
, falls x = p

q
∈Q mit p, q ∈ N teilerfremd

0, falls x irrational

Zeigen Sie, dass die Funktion f in jedem irrationalen Punkt stetig und in jedem rationalen Punkt unstetig ist.

Lösung: Sie zuerst x0 ∈ [0,1]∩Q. Wir betrachten eine Folge (xn) mit xn /∈Q und xn→ x0, etwa xn = x0+
p

2n−1, falls
x0 < 1 und x0 −

p
2n−1, falls x0 = 1. Dann gilt f (xn) = 0→ 0 6= f (x0). Damit ist f an der Stellex0 ∈ [0,1]∩Q unstetig.

Sei nun x ∈ [0,1] \ Q und (xn) eine Folge in [0,1] mit xn → x0. Enthlält die Folge nur endlich viele rationale Zah-
len, so ist nichts mehr zu zeigen, da unmittelbar f (xn) = 0→ 0 = f (x0) folgt. Enthält die Folge (xn) undendlich viele
rationale Zahlen, so betrachten wir die Teilfolge (x∗n) von (xn), die nur die rationalen Folgenglieder enthält. Da für die
Teilfolge (x∗∗n , die nur irrationale Zahlen enthält (falls es denn unendlich viele gibt), sowieso f (x∗∗n = 0→ 0 gilt, genügt
es f (x∗n)→ 0 zu zeigen. Wir müssen also q−1

n → 0 zeigen, falls x∗n =
pn
qn

. Wir nehmen hierzu das Gegenteil an, es gelte

also q−1
n 9 0. Dann gibt es eine Teilfolge (qnk

) von (qn), die beschränkt ist. Wegen
pnk
qnk
→ x0 ist auch die Folge (pnk

)

beschränkt. Es gibt also eine endliche Teilmenge N0 ⊆ N, so dass qnk
, pnk
∈ N0 für alle k ∈ N gilt. Also gibt es eine end-

liche Teilmenge Q0 von Q mit rnk
=

pnk
qnk
∈ Q0. Da endliche Teilmengen von R abgeschlossen sind (endliche Vereinigung

von abgeschlossenen Intervallen mit jeweils einem Element) und rnk
→ x0 gilt, folgt auch x0 ∈ Q0. Dies ist aber ein

Widerspruch, da x0 irrational ist. Damit ist also f stetig an allen irrationalen Stellen.

Aufgabe T3
f : R→ R genüge für alle x , y ∈ R der „Funktionalgleichung”

f (x + y) = f (x) + f (y).

Zeigen Sie der Reihe nach:

(a) f (0) = 0,
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(b) f (−x) =− f (x),

(c) f (x − y) = f (x)− f (y),

(d) f
�

1
q

x
�

= 1
q

f (x) für q ∈ N,

(e) f (r x) = r f (x) für r ∈Q,

(f) ist f stetig in 0, so ist f stetig (auf R),

(g) ist f stetig, so ist f (x) = ax mit a := f (1).

Anmerkung: Es gibt auch unstetige Funktionen, die der Funktionalgleichung genügen!

Lösung:

(a) f (0) = f (0+ 0) = 2 f (0) =⇒ f (0) = 0.

(b) 0
a)
= f (x − x) = f (x) + f (−x) =⇒ f (−x) =− f (x).

(c) f (x − y) = f (x) + f (−y)
b)
= f (x)− f (y).

(d) f (x) = f
�

q 1
q

x
�

= q f
�

1
q

x
�

=⇒ f
�

1
q

x
�

= 1
q

f (x).

(e) p, q ∈ N=⇒ f ( p
q

x) = p f ( 1
q

x) = p
q

f (x). Damit gilt also f (r x) = r f (x) für alle rationalen r.

(f) xn→ x =⇒ f (xn)− f (x) = f (xn − x)→ f (0)
a)
= 0.

(g) Sei x ∈ R und rn ∈ Q, rn → x . Dann ist f (rn) = f (rn · 1) = rn f (1), und somit f (rn)
f )
→ f (x) und rn f (1)→ x f (1),

d.h. f (x) = x f (1).
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