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Aufgabe T1 (Riemann II)
Wir méchten in dieser Aufgabe den Riemannschen Umordnungssatz beweisen, den Sie vielleicht schon in der OWO
kennengelernt haben:

Ist Z;’il a, eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe und ist x € R gegeben, dann gibt es eine
00 . . [0 9)
Umordnung ), b, der Reihe mit };" b, = x.

Die Idee zum Beweis des Satzes ist, so lange positive Glieder zu addieren, bis x {iberschritten wurde. Dann so lange
negative Glieder zu addieren, bis x unterschritten wurde. Dann wieder positive ... usw. Die so entstandene Umordnung
der Reihe wird dann gegen x konvergieren.
(a) In Aufgabe G3 (6. Gbungsblatt) haben Sie gesehen, dass die Reihen ZZ‘;I a: und Z:’;l a, divergieren, wobei
al := max{a,,0} und a; := max{—a,,0}. Sei nun (p;),, die Teilfolge der Glieder von (a,) ., mit a, > 0 und
()2 |, diejenige mit a,, < 0. Machen Sie sich klar, dass Z?il p; und Zfil q; divergieren.
(b) Zeigen Sie lim;_,, p; = 0 und lim;_,, q; = 0.
(¢) Seiy €R. Zeigen Sie: Ist k' € N, dann existiert ein k € N, sodass y + Z;‘zk/ P> x
Analog: Ist m’ € N, dann existiert ein m € N, sodass y + Z;n i1 Al < X

Daher lassen sich rekursiv zwei Folgen (k;) .-, und (m;);, definieren durch k; := 0, m; :=0,

m;

k
k;1 == Minimum der k € N, sodass Z pt+ Z q+ 23: pt-+ Z q+ Xk: pr>x,

I=ky+1 l=m;+1 l=ko+1 l=mj_1+1 I=k;+1
ky my ks
m; 4, := Minimum der m € N, sodass Z D+ Z q+ Z pt-+ Z Pt Z q < X.
I=k+1 l=m;+1 I=ko+1 l=m;+1

()] ﬁberlegen Sie sich, dass fiir i > 2

1+1

k m
ipz"‘ 22: at+ ZPH‘ T+ Z QZ+ZP1<X+Pkl+1

l=ki+1 l=m;+1 I=ky+1 l=mj_1+1 I=k;+1
und
ko my ks kiy1 Mmit]
Dipt DL @t D optt D pt D, G X+,
1=k +1 1=my+1 1=ky+1 =k +1 I=m;+1

(e) Zeigen Sie: Zu € > 0 gibt es i € N derart, dass fiir alle k > k;; gilt

kz my k3 m; k
Dl DLt Dt DL g+ Y p<x+e
I=ki;+1 l=m;+1 I=ko+1 l=m;j_1+1 I=k;+1




wenn k; < k < k;,,, und fiir alle m > m; gilt

k: m ks
EZIPH‘ 22: ‘h"‘ZPz"‘ +ZP1+ qu X —¢,
1=k +1 I=my+1 I=kgt+1 1=m+1

falls m; <m <m; 4.

() Wir definieren eine Folge (b,) ., durch

b o= Pk> fallsnzmi—i-kﬁiri,kENmitki<k§ki+1
n Qm, fallsn=k,+mfiri;meNmitm; <m<m;,

Dies entspricht einer Umordnung von Z:; a,. Zeigen Sie Z;“;l b,=x.

Losung:

dazwischen® sind Null. Daher ist 3 p, = 37 a*

n=1"n?

(a) Zu jedem p; (Il € N) gibt es n; € N mit p; = a und alle a*
aber die Folge auf der rechten Seite d1verg1ert

n”

Entsprechend fiir (q;),-,.

(b) Da die Reihe Z;“;l a,, konvergiert, ist lim,_,, a, = 0. Das gilt dann auch fiir alle Teilfolgen von (a,), insbesondere
fir (p;) und (q;).

(¢) Behauptung: Ist k' € N, dann existiert ein Index k > k’, sodass y + Z?:k/ P> X,
Beweis: Angenommen das ist falsch. Dann gibt es k' € N, sodass fiir alle k € N gilt y + Z;(:k/ 4P < x. Also

Z;;l D <x-—-y+ Zf;l D;, die Folge der Partialsummen von Zfil p; ist demnach beschrankt. Wegen p; > 0
konvergiert Zzl p; nach dem Monotonie-Kriterium fiir Reihen (Satz 12.5 a), ein Widerspruch. Daher gibt es solch
ein k’. O
Analog:

Behauptung: Ist m’ € N, dann existiert ein Index m > m’, sodass y + >, @ <x.

Beweis: Angenommen das ist falsch. Dann gibt es m’ € N, sodass fiir alle m € N gilt y + Z;":m, +1qQ = x. Also
Z;":l g <x—-y+ Z;":/l q;, die Folge der Partialsummen von 21021 q; ist demnach beschrankt. Wegen q; < 0 kon-
vergiert Zfil q; nach dem Monotonie-Kriterium fiir Reihen (Satz 12.5 a), ein Widerspruch. Daher gibt es solch ein
m'. O
Fiir n > 2 kann man gerade Gezeigtes auf

ko my k3 i
Y= Z Pt Z a+ Z pt-t Z q

I=k1+1 l=my+1 l=kp+1 l=m;_1+1
bzw.
ky my kg kit
Y= ZPH‘ Z QZ+ZP1+“'+ZPZ
I=ky+1 l=m;+1 I=ko+1 I=k;+1

direkt anwenden. Fiir n = 2 wéhlt man y = p; bzw. y = Z;{i k, Pt +q1- Wegen des Wohlordnungsprinzips gibt es
minimale Indizes k und m, welche die geforderte Bedingung erfiillen.

(d) Wire
kg my ks ki1
Dipt+ D oat Y opite Z q+ Z P> X+ Dy
[=ky+1 l=m;+1 I=ko+1 l=m;_1+1 I=k;+1
dann auch
ko kiy1—1
S ot P at Xm0 at 3 nox
l=ky+1 l=m;+1 I=ky+1 l=m;_1+1 I=k;+1

im Widerspruch zur Minimalitédt von k; ;.




Ware
ko kit1 mi+1
Snt S a Z Pt D Pt DL 4 <Xy
=k +1 l=my+1 l=ky+1 =k;+1 l=m;+1
dann auch
ko my ki1 mi41—1
2 mt Zqz+2pz+ + Dt D ey
1=k +1 I=mp+1 I=ky+1 I=k;+1 I=m;+1

d.h. m;; — 1 hétte auch schon gentigt.

(e) Wegen lim;_,,, p; =0 gibt es k, € N so, dass |p;| < ¢ fiir alle k > k,. Dann gilt fiir alle k > k,

k

ko my k3 ULl
Z Pt Z q+ Z ppt--t Z q+ Z P

I=ky+1 l=my+1 l=kp+1 l=m;_1+1 I=k;+1
ko my kiy1
ZPH‘ E a+ ZPH‘ T+ Z q+ ZP1§x+PkiH<x+€:
I=k1+1 l=my+1 l=ky+1 l=m;_1+1 l=k;j+1

wenn k; < k < k1.
Entsprechend gibt es m,, fiir (q;).
Wahle ein i, derart, dass k;, = ko und m; = m,. Dann gelten beide Ungleichungen.

(f) Die Folge (b,) ist gerade so definiert, dass

s ko my ks m; k
anz ZP1+ Z QI+ZP1+"‘+ Z CI1+ZP1,
n=1

l=k,+1 l=my+1 l=ky+1 l=m;_1+1 I=k;+1
fallss =m; + k fiir i,k € Nmit k; < k < k;,;, und

1+1

s ko moy m
an= ZPH‘ Z Q-+ ZPH‘ +ZP1 ZCIz,
n=1

l=ky+1 l=m1+1 l=ko+1 I=k;+1 Il=m;+1

falls s = k;,; + m fir m; <m < m;44.
Zu gegebenem ¢ > 0 wéhle i, wie in Teil (e). Setze s, := k;, + m;
Fiir s > s, gibt es zwei Fille:
e Istsg <s=m;+kfiiri,k € Nmit k; < k < k;;1, dann ist k > k; > k;
(e). AuRerdem ist Z by > S b > x — ¢, denn der Teil 3
Insgesamt ist {ZS - x| <e.

S .
daher >, _ b, < x + ¢, nach Teil
b, kommt aus (p;), ist also positiv.

102

n=k;+m;+1

e Istsg <s—kl+1+mfurl meNmitm; <m=<m;,;,dannistm>m; > m;
ki

(e). AuBerdem ist Y’ _ b, < 3" b, < x +¢, denn der Teil Y,
Insgesamt ist {22:1 b, — x| <e.

io» daher D> b, > x — ¢, nach Teil

neki+mi+1 b,, kommt aus (q;), ist also negativ.

Das zeigt die Konvergenz.

Aufgabe T2 (Konvergente Reihen)
(a) Esseien (a,) ., eine Nullfolge in R und A, A5, A3 € R mit A, + 4, + A3 = 0. Zeigen Sie

Z(Man + A28n11 + A3anpp) = 4101 + (A, + A5)ay.
n=1

(b) Wie sieht das fiir A;,2,,...,4, ERmit A; + A, +---+ 4, =0 aus?

Losung:




(a) Wir untersuchen die Folge der Partialsummen und setzen hierzu

S = Z(Alanﬂ + Aol + A3dnys), kEN.

n=0
Dann gilt
k k k
Sk = Z Aniq + Z Aglniy + Z A3lnys
n=0 n=0 n=0
k k-1 k=2
=May + Aay + Z Anyr +Azay + Z Aglnyy + Aalpin + Z A3lniz + A3liry + A3l

n=2 n=1 n=0

k k k
=2+ A+ 2208+ A1 D @ + A5 D @iy A3 D, Gpir + Ay + A3)gs + Aairs
n=2 n=2 n=2

k

n=2

Nach Voraussetzung entféllt der dritte Summand, denn A; + A, 4+ A3 = 0. Der Term in der eckigen Klammer geniigt
klijrolo[(lz + A3)ap 42 + A3aiy3] =0,
da (a,) als Nullfolge vorausgesetzt war. Damit erhalten wir fiir die Folge (S;) die Konvergenz
klglc}o Sk =2A1a; + (A1 + A3)ay,

was die Behauptung beweist.
(b) Wir mdchten den Wert der Reihe .- (llan + Aglpyq + 00+ lpan+p_1) = o2 1 Ay, bestimmen.

k »p Pk p p k+1 k+m
Z Z Z’ Antm ; Z Z mTn+m Iﬂd_Shlft Z A‘man (2) Z A'm (Z an + Za + Z an)
=1n=0 m=1

k+m

n=0 m=1 =1n=m n=k+2

p p—1 k+1 p p k+m

PICDICEDN DI LED I I

m=1 n=m n=p \(m=1 m=1 n=k+2
N—_———
=0

p—1 n P m

(k%)

S DITED I I

n=1m=1 m=1 n=2

Zu (*): Summiert wird iiber alle A,,a,,,, mit 0 <n < k und 1 < m < p. Ob erst iiber m und dann iiber n oder
umgekehrt, ist wegen des Kommutativgesetzes egal.

Zu (sx): Die innere Summe lasst sich so aufspalten, weil die a, mit p < n < k+1 (die mittlere Summe) unabhéngig
vom m immer vorkommen.

Zu (* * x): Bei der letzten Summe wurde der Index , geshiftet”. Bei der ersten wird iiber alle A,,a, summiert mit
1<m<n<p-—1.0berst iiber n oder erst tiber m, ist gleich.

Also
00 p—1 n
Z 7Lla + A2+ A, 1 —hmZZA Apym = ZZA a, +ZA lemak+n
n=1 n=0 m= n=1m=
p—1 n
=3 ) At =a + A+ A)ag+ -+ (A o+ Apy)a .
n=1m=1




