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Aufgabe T1 (Eine alternative Definition?)

Herr Semil erklért auf seiner privaten Website mathematisch interessierten Besuchern den Begriff ,,Grenzwert” folgen-
dermallen:

,Wenn eine Folge einer Zahl in jedem Schritt ndher kommt ohne diese Zahl jemals zu erreichen, so nennt
man diese Zahl den Grenzwert der Folge.”

Warum ist diese ,,Definition” von Herrn Semil nicht Aquivalent zu unserer Definition eines Grenzwertes aus der Vorlesung?
Geben Sie ein Beispiel einer Folge an, die nach der Definition von Herrn Semil die Zahl 0 als Grenzwert haben wiirde,
aber nicht nach unserer Definition, sowie ein Beispiel fiir den umgekehrten Fall.

Losung: Herr Semil, der nebenbei bemerkt natiirlich frei erfunden war, nennt zwei Kriterien, namlich muss die Folge dem
vermeintlichen Grenzwert in jedem Schritt ndher kommen und zusatzlich verlangt er, dass die Folge diesen Grenzwert
niemals erreicht.

Als erstes Beispiel wéhlen wir die Folge (a,)

= (ﬁ + %):o: . Diese Folge kommt der Zahl 0 in jedem Schritt néher,

da sie positiv und streng monoton fallend ist. Dennoch erreicht sie die 0 nie, da sie ja sogar die Zahl ﬁ nie erreicht.
Nach der ,,Definition” unseres Herrn Semil wére 0 somit ein Grenzwert der Folge. Nach unserer Definition ist aber 0

natiirlich kein Grenzwert, denn der Grenzwert ist ja 10% und eindeutig bestimmt.

Nun brauchen wir noch eine Folge, die nach unserer Definition gegen 0 konvergiert, aber nicht die beiden Eigenschaften
besitzt, der O in jedem Schritt ndher zu kommen und sie nie zu erreichen. Interessanterweise sind beide Dinge, die
Herr Semil fordert, nicht notwendig zur Konvergenz. Zum Beispiel ist die konstante Nullfolge (0)°2, eine Folge, die
gegen 0 konvergiert, aber offensichtlich ist es nicht korrekt, dass sie die O nie erreicht, denn sie ist ja gleich der Null.
Ein Beispiel, das demonstriert, dass es durchaus vorkommen kann, dass sich konvergente Folgen unendlich oft echt von

n\ 00

ihrem Grenzwert wegbewegen, zeigt die Folge (bn);“;l = (M) E da die Terme immer abwechselnd von der Null
n n=

weg und zur Null hingehen.

Abschliefend kann man sagen, dass das Problem an der Semilschen Definition ist, dass es iiberhaupt nicht darauf an-
kommt, ob der Grenzwert irgendwann erreicht wird oder ob sich die Folge monoton darauf zubewegt, sondern dass es
entscheidend ist, ob die Folge dem Grenzwert beliebig nahe kommt. Eine Zahl ist also Grenzwert der Folge, falls die Folge
jede noch so kleine Umgebung der Zahl ab irgendeinem Index erreicht und danach nie wieder diese Umgebung verlasst.
Und das leistet gerade unsere g-Definition.

Aufgabe T2 (Divergenz von Folgen)
Richtig oder falsch (natiirlich mit Beweis oder Gegenbeispiel):
Sind (a,) und (b,) divergente reelle Folgen, dann auch (a, + b,,).

Losung: falsch.

Gegenbeispiel: Die Folgen a, := (—1)" ist divergent (Beispiel 7.4c), nach H1(b) auf dem 4. Ubungsblatt ist auch die
verschobene Folge b, := a,,; = (—1)""! divergent. Nun ist aber a,, + b, = (—1)"+(—1)""! = (-=1)"(1 — 1) = 0 konstant,
also die Folge (a, + b,) konvergent. O




Aufgabe T3 (Weg ins Nirvana:)

Frei nach Buddha: Der Weg zum Nirvana ist einen Meter breit und mit einer Folge von Platten P;, P,, ... der gemeinsamen
Breite 1 und den Lingen [, l,,l5,... (mit [; > 0 und [; # 1) liickenlos gepflastert. Von der zweiten Platte an ist jede Platte
P, dhnlich, aber nicht kongruent! zu dem bis dahin (mit den Platten P;, ..., P, ;) gepflasterten Teil des Weges.

Zeigen Sie, dass der Weg ins Nirvana unendlich lang ist.

Losung: Essei S, die Lange des Teilweges, der mit den ersten n Platten bedeckt ist. D.h.: S, = 22:1 L.

Da die n + 1-te Platte dhnlich dem bis dahin gepflasterten Weg ist, gilt sl = I”T“ oder ST” = I”T“ Die zweite Moglichkeit

scheidet aus, denn dann wéren die Rechtecke ja kongruent. Also ist S,,; = S, + Si Die Folge S, kann nicht gegen

b
einen reellen Wert S € R konvergieren, denn sonst wére S > 0 und nach Satz 7.8 (d) wiirde S = lim,_,o, S;41 ¢

lim,_, (Sn + Si) = S+§ gelten. Da die Folge S,, monoton wachst (I; > 0) und divergiert, ist sie unbeschrénkt, tibersteigt
also jede reelle Zahl. Das bedeutet, dass der Weg “unendlich lang” ist.
Aufgabe T4 (Babylonisches Wurzelziehen)

Seien a > 0 und x; > O reelle Zahlen. Die Folge (x,) sei rekursiv definiert durch x,,; := % (xn + xi), neN.

(a) Zeigen Sie, dass xﬁ > a fiir alle n > 2 und die Folge (x,,)> , monoton fallt.
(b) Zeigen Sie lim,_,,, x, = va.
Losung:
(a) Behauptung: x, > 0 fiir alle n € N.
Beweis (Induktion):

Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist das laut Voraussetzung richtig.
Induktionsannahme: Fiir ein gewisses n € N gelte x,, > 0.

Induktionsschritt: Dann ist auch x,,; := % (xn + Xi) > 0, was sich nattirlich wieder unmittelbar aus den Anord-

nungsaxiomen zeigen lésst, doch solange nicht danach gefragt wird, diirfen wir an dieser Stelle der Vorlesung schon
solch grof3e Schritte unternehmen. O

Behauptung: x> > a fiir alle n > 2.
Beweis: Sei n > 2. Dann ist
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Behauptung: x, > x4 fir allen > 2.
Beweis: Sei n > 2. Dann ist xﬁ > a, also xi < x, (da x,, > 0). Es folgt
1 a 1
Xni1 =5 x"+x_n < > (xp+x,) = x,.
O

(b) Dax,>0und firallen>2giltx2>a= J/a>, folgt mit Lemma 6.1 x, > /. D.h. die Folge (x,)02, ist nach unten
durch /a > 0 beschrinkt. Da die Folge (x,)>°, weiterhin monoton fillt, hat sie einen Grenzwert y = inf, >, x,,
(Monotonie-Kriterium, Satz 7.11). Da +/a eine untere Schranke von {x, : n > 2} ist und y die groRte zu dieser
Menge, gilt y > /a > 0.

Nach H1(b) vom 4. Ubungsblatt konvergiert auch die Folge (xnt1)52, gegen y. Nun ist
1 a 1 a 1 a
y=lim x,;; = lim = | x, + — $2e Z8@ 2 fim Xyt | =z(y+—-]-
n—oo n—oo 2 Xp 2 \ n—oo lim,_,o x, 2 y

Folglich gilt y2 = a, also va 720 y=lim,_a

n—oo “'n-*
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Zwei Rechtecke mit Seitenldngen a < b bzw. @ < b heiRen Zhnlich, wenn = % gilt. Sie heilen kongruent, wenn sie zusétzlich gleiche
Flachen haben.




