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Aufgabe T1 (Abzihlbarkeit)
Beweisen Sie Satz 4.7 aus dem Skript:
Es seien X,X,,Xs,... abzdhlbare Mengen. Dann ist auch die Menge UJO‘;IX ; abzdhlbar.

Lésung: Um mehrfach auftretende Elemente zu vermeiden definieren wir zunéchst X; = X; und X, = X \ Uf;ll X; fiir
alle k =2,3,.... Dann gilt Ui2, X; = ;2 X; und wir betrachten von nun an die Mengen X1, X5, X, ... Sei x;; das i-te
Element der Menge X;. Wir nummerieren nun analog zu Beispiel 4.5(c) im Skript

X110 — Xai X31 — X41
v / v
X122 X222 X322 Xa2
I/ e
X1,3 X2,3 X33 X4,3
7
X1,4 X2,4 X3,4 X4

und erhalten somit die Abzéhlbarkeit der Menge | J2, X; und somit der Menge | J;Z, X;;.

Aufgabe T2 (Suprema)

Es sei I eine Menge und {M,, : a € I} eine (endliche oder unendliche) Familie von nichtleeren Mengen M, C R sowie
M= Uae[ M, deren Vereinigung. Ferner sei m, = sup M,,. Zeigen Sie, dass sup M = sup{m, : a € I} gilt.

Losung: Wir nehmen an, dass M nach oben beschrénkt ist. Andernfalls existiert das Supremum nicht. Es sei x € M. Das
heil3t, es gibt ein a € I mit x € M,,. Damit folgt x < m, < sup{m, : a € I'}. Also ist sup{m,, : @ € I} eine obere Schranke
von M.

Es sei nun ¢ > 0, dann gibt es ein a, € I, so dass m,, > sup{m, : a € I} — % Weiter gibt es ein x € M, mit
X >my — % >sup{m,:ael}— % - % = sup{m, : @ € I} — ¢. Damit folgt sup M > sup{m, : a € I} und die Gleichheit
supM = sup{m, : a € I} ist bewiesen.

Aufgabe T3
Entscheiden Sie jeweils (Beweis oder Gegenbeispiel), ob (a,),ey, eine Nullfolge ist, falls es zu jedem ¢ > 0 ein ny € N
gibt, so dass fiir alle n > n, gilt:

@) la, + a4l <e, () |a,| < 2%, © la, - a1l <,

(@ la® +a,| <&, (@) |a, - @yl < € fiir alle m € N.

Losung:
(a) Gegenbeispiel: Betrachte a, = (—1)", n € N,. Dann gilt fiir jedes n € N,
la, + @yl = [(=D)" + (-1 =1 -1 =0,

die angegebene Bedingung ist also fiir jedes vorgegebene & > 0 schon fiir n, = 1 erfiillt. Trotzdem konvergiert die
Folge (a,),en, sicher nicht gegen Null.




(b)

(0

(d)

(e)

n—oo

Behauptung: (Ve > 0 3n, € N : |a,| < 2¢* Vn > ny) = a, — 0.
Beweis: Sei § > 0 beliebig und setze € := 3{/5/2. Nach Voraussetzung existiert dann ein n, € N mit

S 4
|an—0|=|an|<2£4=2(4 E) =¢6 fiir alle n > N,,.

Damit haben wir die Definition der Konvergenz nachgepriift, (a,)ney, ist also eine Nullfolge. O

Gegenbeispiel: Wir setzen

1, ne€N, gerade,
a, =
" 1, n €N, ungerade.
n

Dann gilt fiir jedes n € N,

1
|an'an+1| = 1;

und da (1/n),cy bekanntermafen eine Nullfolge ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein ny € N mit |a,, - a,,.1| = 1/n < ¢ fiir
alle n > n,.

Andererseits ist (a,),ey, keine Nullfolge. Um das einzusehen, nehmen wir an diese Folge wiirde gegen Null kon-
vergieren. Dann gibt es ein ny € N, so dass |a,| < 1/2 fiir alle n > n, ist. Nun gibt es aber eine gerade Zahl m, die
grofer als ng ist (z.B. muss entweder ny + 1 oder ny + 2 gerade sein). Fiir diese ist dann 1/2 > a,, = 1, was ein
Widerspruch ist.

Gegenbeispiel: Wir betrachten die konstante Folge a, = —1, n € N,. Dann gilt fiir alle n € N,
lay +a,| = (-1 + (-DI=1-1| =0,

so dass wie in (a) das angegebene Kriterium sogar immer mit n, = 1 erfiillt ist. Auflerdem ist diese Folge natiirlich
keine Nullfolge, da sie gegen —1 konvergiert.

Behauptung: (Ve > 03dny €N |a,  aynl <eVn=n, YmeN) = q, =o.

Beweis: Wir fithren einen indirekten Beweis. Dazu nehmen wir an, dass (a,),ey, keine Nullfolge ist. Was heift

das nun? Wir miissen die Aussage ,,(a,)ney, konvergiert gegen Null“ negieren. Das geht am besten in Quantoren-
schreibweise. Wir wollen also folgendes negieren:

V6>03dn,eNVn>ny,:la,| <6.

Das ergibt als Negation (aus jedem ,,V* wird ein ,,3“ und aus jedem ,,3“ ein ,,V*, aullerdem miissen wir die Unglei-
chung am Ende umkehren):

36 >0VnyeNdn>n;:|a,| = 6. D)

D.h. (wieder in Worten) es gibt ein § > 0, so dass fiir alle n, € N ein n > n, existiert mit |a,| > &.
Betrachten wir nun die Voraussetzung, so liefert uns diese zum soeben gefundenen & ein N, € N mit

la, - dyyml| < 82 fiir alle n > N, und alle m € N. 2)

Wegen (1) (mit ny = N,) gibt es nun ein k; € N mit k; > N, und Iakll > 6. Verwenden wir nochmals (1), dieses
mal mit ny = k; +1, so erhalten wir ein k, € N mit k, > k;, fiir das ebenfalls |a;, | > 6 gilt. Setzen wir m := k, —k;,
so ist m € N und es gilt

|ak1 : ak1+m| = |ak1 ||ak2| Z 62’

was im Widerspruch zu (2) steht. (Man beachte, dass k; > n, gewahlt wurde!) O




