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Gruppeniibung
Aufgabe G1
Betrachte R* mit dem Standardskalarprodukt und die folgenden Vektoren:
0 0 0 1
2 -1 0 -1
b, := NE b, := 1| by := ol> b, := 1
1 2 1 -1

(a) Bestimmen Sie mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren eine Orthonormalbasis des Untervek-
torraumes U, der von den Vektoren by, ..., b, aufgespannt wird.

(b) Bestimmen Sie die orthogonale Projektion des Vektors x :=(1,1,1,1)" auf den linearen Teilraum U.

Aufgabe G2
Betrachte R? mit dem Standardskalarprodukt.

(a) Seit €R. Zeigen Sie, dass sowohl durch die zwei Vektoren

[ cos(t) [ —sin(t)
by = (sin(t)) ’ by = ( cos(t) ) )
als auch durch die zwei Vektoren
__ [cos(t) __( sin(t)
by = (sin(t)) > by = (—cos(t)) @)

eine Orthonormalbasis gegeben ist.

(b) Zeigen Sie, dass jede Orthonormalbasis von R? von der Form (1) oder (2) ist.

Aufgabe G3
Betrachte R* mit dem Standardskalarprodukt. Sei x = (x;,...,x,)T € R* ein beliebiger Einheitsvektor. Zeigen Sie, dass

die folgenden Vektoren eine Orthonormalbasis des R* bilden:

Xl _XZ _X4 XS
Xz Xl —X3 _X4
X = > _ > > _
X3 X4 X2 Xl
X4 X5 xq by

Aufgabe G4 (Hadamard-Matrizen, ein offenes Problem)
Das folgende Problem ist noch immer offen bzw. nur unvollstandig gelost. Versuchen Sie sich doch einmal an der Lésung:
Fiir welche Dimensionen n € N gibt es eine Orthogonalbasis (Basis aus orthogonalen Vektoren) von R", die nur aus

Vektoren mit den Eintragen +1 und —1 besteht?!

1 FEine aus solchen Vektoren bestehende Matrix nennt man auch Hadamard-Matrix, benannt nach dem franzésischen Mathematiker Jac-
ques S. Hadamard.




Hausiibung

Aufgabe H17
Finden Sie eine Orthonormalbasis des folgenden linearen Teilraums von R® mit Standardskalarprodukt:

U:={(x7,x5,x3)T €R®| x; + x5+ x5 =0} .

Aufgabe H18
Betrachte & (R) den Raum der reellen Polynomfunktionen mit dem Skalarprodukt

1
(p.q) :=J. p(x)q(x) dx

-1

(a) Bestimmen Sie mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren eine Orthonormalbasis des Unterrau-
mes, der von den Funktionen py, p;, s, p3 mit pi(x) := x* aufgespannt wird.

Die so erhaltenen Polynome heilen diese Polynome (bis auf Normierung) Legendre-Polynome.
(b) Wir bezeichnen mit U € V den von den Polynomen py, p;, p, aufgespannten linearen Teilraum. Bestimmen Sie die
orthogonale Projektion des Vektors p4(x) := x* auf den Teilraum U.

Aufgabe H19

Sei V der Vektorraum der komplexen Zahlenfolgen (a,),cy, bei denen nur endlich viele a,, von Null verschieden sind.
Wir definieren ein Skalarprodukt auf V durch

< (an)na (bn)n > = Zanb_n *

neN

(a) Zeigen Sie, dass V mit (-, -) ein unitdrer Vektorraum ist.

(b) Zeigen Sie, dass die folgende Teilmenge von V ein echter linearer Teilraum ist:

Zan=0}.

neN

U:= {(an)n ev

(c) Bestimmen Sie den Orthogonalraum U+L. Hinweis: Konnen Sie ein paar ,einfache” Vektoren in U finden?




