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Gruppeniibung

Aufgabe G1
Nehmen Sie zu folgendem , Beweis“ des Satzes von Cayley-Hamilton Stellung:

pa(A) = det(A—A-E) = det(A — A) = det(0) =0 .

Aufgabe G2 (Trigonalisieren)
Bestimmen Sie eine obere Dreiecksmatrix, die dhnlich zur folgenden Matrix ist:

3 0 -2
-2 0 1
2 1 0

Aufgabe G3 (Invarianten unter Ahnlichkeit)
(a) Zeigen Sie, dass dhnliche Matrizen die gleiche Determinante, die gleiche Spur und das gleiche charakteristische
Polynom haben.

(b) Zeigen Sie, dass dhnliche Matrizen das gleiche Minimalpolynom haben.

(c) Finden Sie jeweils zwei 3 x 3-Matrizen mit gleicher Determinante / gleicher Spur / gleichem charakteristischem
Polynom / gleichem Minimalpolynom, die nicht &hnlich sind.

Aufgabe G4
(a) Sei A eine 2 x 2-Matrix. Schreiben Sie das charakteristische Polynom von A mit Hilfe der Determinante und der
Spur von A.

(b) Schreiben Sie A2 als Linearkombination von A und E.

(c) Sei nun A eine n x n-Matrix. Wie grof kann der von den Potenzen E,A,A2,... aufgespannte lineare Teilraum von
M, (K) hochstens werden?

Hausiibung

Aufgabe H11
Bestimmen Sie das Minimalpolynom der folgenden Matrizen mit komplexen Eintrégen:
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Aufgabe H12
Sei K ein Korper.

(a) SeiX € M, ,(K) = eine obere Block-Dreiecksmatrix
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mit Untermatrizen A € M, (K), B € M,, ,(K) und D € M, (K). Zeigen Sie, dass fiir die jeweiligen charakteristischen
Polynome Py, P, und Py gilt:
Py(t) = P4(t) - Pp(t).

(b) Sei A € K. Bestimmen Sie fiir die folgenden Matrizen jeweils das charakteristische Polynom und das Minimalpoly-
nom:

A A1 A1
A = A , Ay = A , Ay = A1
A A A

(c) Verallgemeinert sich die Aussage aus (a) {iber charakteristische Polynome auch auf Minimalpolynome?

Aufgabe H13 (Nilpotente Matrizen)
Eine Matrix A € M, (K) heift nilpotent, falls es eine Zahl k € N mit A* = 0 gibt. Zeigen Sie:

(a) Fiir eine nilpotente n x n-Matrix A € M, (K) gilt A" = 0 (mit gleichem n).
(b) Eine komplexe Matrix A € M,,(C) ist genau dann nilpotent, wenn sie auBer Null keine weiteren Eigenwerte besitzt.

(c) Zeigen Sie, dass jede nilpotente Matrix zu einer strikten oberen Dreiecksmatrix dhnlich ist.
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