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In dieser Losungsskizze sind teilweise nur die Ergebnisse notiert. Bitte beachten Sie, dass
Sie in der Klausur alle Losungsschritte begriinden miissen, um die volle Punktzahl zu
erreichen.

1. Aufgabe(Losung) (10 Punkte)
a) Da A eine obere Dreiecksmatrix ist, lassen sich die Eigenwerte direkt ablesen:
A1 = 1 (mit algebraischer Vielfachheit 2) und Ay = —1 (mit algebraischer Viel-
fachheit 1). Die zugehérigen Eigenrdume sind span {e;} zum Eigenwert A; = 1
und span {e3} zum Eigenwert Ao = —1.
Das charakteristische Polynom von B berechnet sich zu Pg(\) = det(B — AE) =
(=1 =X\ =32 +2) = —(A+ 1)(A = 1)(A — 2). Damit besitzt B die Ei-
genwerte \; = —1, Ay = 1 und A3 = 2 (jeweils mit algebr. Vielfachheit 1).
Um die Eigenrdume zu erhalten, miissen wir die linearen Gleichungssysteme
(B — AE)z =0 fiir jeden EW l6sen. Zum EW A\ = —1:

4 -10 1] 0
(B+Ex=0—12 1 0| 0] —
2 2 0] 0

2
0
0
0
Der Eigenraum (ER) zum EW —1 ist also span O p. Zum EW My =1:
1

2 - 0 | 0 2 -1 0 | O

(B-Ex=0—-112 -1 0 | 0]J]—=10 0 0 | O

-2 2 =210 01 -2 10
1

Damit ist der ER zum EW 1 gleich span 2 Zum EW A3 =2
1

1 -1 0 | O 1 =100

(B-2E)xr=0—1(2 -2 0 | 0]—=10 0 O | O

-2 2 =3 1] 0 0 0 1 1] 0



1
Damit ist der ER zum EW 2 gleich span 1

0
Fiir die Matrix C erhalten wir das charakteristische Polynom Pc(\) = det(C —
AE) == (M =XN=A+1)=(\- 1% (A + 1), weshalb A\; =1 EW von C (mit
alg. VI. 2) und Ay = —1 EW von C (mit alg. Vf. 1) ist.

Bestimmung des Eigenraums fiir Ay = 1:

-4 -2 0 | 0 21 0 | 0
(C—E)x=0—-|6 4 -2 | 0|—=(01 -2 | 0
2 2 =210 00 0 | O
-1
Damit ist der ER zum EW 1 gleich span 2
1
Bestimmung des ER fiir A\ = —1:
-2 =2 0 | 0 1100
(C+Ex=— |6 6 -2 | 0]—=10011]0
2 2 0 | O 000 1] O
-1
Damit ist der ER zum EW -1 gleich span 1
0
b) Die Matrix B besitzt drei verscheidene Eigenwerte, ist demnach diagonalisierbar.
-1 0 0
Damit ist B dhnlich zu der Matrix { 0 1 0], welche in Diagonalform und
0 0 2

somit in Jordannormalform (JNF) ist.

Die Matrizen A und C besitzen beide den EW 1 mit alg. VF 2 und geom. Vf.
1. Die zugehorigen Matrizen in JNF besitzen demnach zum EW 1 nur einen
Jordanblock, der Lénge 2 haben muss. Beide Matrizen haben Ay — 1 als EW
jeweils mit alg. und geom. Vf. 1, weshalb zu diesem EW ein Jordanblock der

1 1 0
Lange 1 gehort. Damit sind A und C &hnlich zu der Matrix [0 1 0 | in
0 0 —1

JNF.

c) Da A und C &hnlich zu der selben Matrix in JNF sind, sind sie auch #hnlich
zueinander. B ist zu keiner der anderen beiden dhnlich.

2. Aufgabe(Losung) (10 Punkte)
a) Zu zeigen ist, dass die angegebene Abbildung (-,-) ein (reelles) Skalarprodukt
auf V definiert, d.h. dass die Eigenschaften (B1), (B2), (S) und (P) gelten. Dazu

seien f, f',g € V und s € R.



(B1) (f+f.9) = Sio(f + )(@)g(i) = 322 F(D)g(0) + 7 f'()9(i)
=(f,9)+ (/" 9),
(sf,9) = Sisg s (0)g(i) = s i F(D)g(i) = 5(f.9).
(Bz) analog zu (By).
(S) (£.9) = g FD)a(i) = X2 a(i)F(5) = (9.).
(P) (f, f) = 32, f(©)? > 0. AuBerdem gilt (f, f) = 0 genau dann, wenn f(0) =
f(1) = f(2) = 0 gilt. Das einzige Polynom von Grad 2, welches dies erfiillt,
ist das Nullpolynom.

b) Wir starten mit einer beliebigen Basis von V und fithren Gram-Schmidt bzgl. des
angegebenen Skalarprodukts durch. Als Basis wihlen wir fi(z) = 1, fo(z) = =

und f3(z) = 22. Es gilt || f1]| = /(f1, f1) = V3, weshalb wir v; = %fl, also
1
vi(z) = —=
1( ) \/g
setzen. Mit (fa, f1) =0-1+1-142-1 = 3 berechnen wir ug = fo — (fo,vi)vy =

fo = fa i) f1 = o — fu, also un(@) = @ — 1 Mit [Jua|| = /S5, ua(i)? = v2
folgt vo = %(fz — f1), also

va(z) = ¢1§
Mit (fs, f1) = 5 und (f3, f2) =9 berechnen wir

(x —1).

ug = f3—(fs,vi)vi — (f3,v2)vo

= f3+ éfl —2f9,

also ug(z) = 2% — 22 + 1. Bs gilt |ug|| = \/%2—1—(—%)24— %2 = \/g Damit

erhalten wir vy = \/g (fg + %fl — 2f2) , also

va(z) = \/g(:ﬁ Py é).

Die Polynome vi, vo und vz bilden nun eine ONB von V bzgl. des in a) angege-
benen Skalarprodukts.

3. Aufgabe(Losung) (10 Punkte)
Das charakteristische Polynom p4 von A lautet

pA(t):det<1;t 13t> =12 -2 —3=(t-3)(t+1)



und daher sind t; = —1 und ¢3 = 3 die Eigenwerte von A. Als zugehorige Eigenvek-
toren ergeben sich z.B. v; = (1,—1) und v2 = (1,1). Man normiert v; und ve und
1

erhélt: (%, —%) sowie (%, —5)- Dann ist
11
re ()
V2 V2

eine geeignete Matrix und es ist

v (3 0
rrar=(3 ).

Wie erwartet finden sich die Eigenwerte von A auf der Diagonalen.

. Aufgabe(Losung) (10 Punkte)

Wir beschreiben zunichst Q(z) = 21 Az mit einer symmetrischen Matrix A, némlich
2 3

a=(33)

Dann bestimmen wir die Eigenwerte von B aus der Gleichung (2—z)? = 9 als 71 = —1

und 2 = 5. Ein EV zum EW 5 ist 1) , der erste Basisvektor der gesuchten ONB

1
ist also by = % (1) . Ein EV zum EW -1 ist <_11) , der zweite Basisvektor der

1 (-1

v2 1

Die Hauptachsen der Quadrik sind die Winkelhalbierenden des Koordinatensystems.
Seien die Koordinaten bzgl. der neuen Basis ], 2,. Dann hat die gegebene Hyperbel
die Asymptoten x5 = ++/52].

gesuchten ONB ist daher by =

Skizze!
. Aufgabe(Losung) (10 Punkte)
Das charakteristische Polynom der Matrix
0 2 2
A=(0 0 2
0 00
ist P4(t) = —t3. Der einzige Eigenwert ist somit 0 mit alg. Vf. 3, was bei nilpotenten
Matrizen nicht verwunderlich ist. Wir berechnen zunéchst die Potenzen von A:
0 0 4
A2=1(0 0 o, A*=(0).
0 00

Nun bestimmen wir schrittweise eine Basis des verallgemeinerten ER Vj(A):
1

kernA = span 0
0



kernA? = span 0],(1
0 0
1 0 0
Damit ist zB. u; = |0 |, ug = | 1] und ug = [ 0 | eine Basis von Vj(A).
0 0 1

Nun bilden wir eine Jordankette zu den verallgemeinerten EV bzgl. obiger Basis.
Da A3u3 = O, gﬂt V3 = us.

2
V2=AV3: 2 N
0
4
vi=A%*vg=Avy= [0
0

Die Folge vy, va,v3 ist dann eine Jordankette von A zum EW 0.
Nun kénnen wir die Ubergangsmatrix bilden, indem wir die verallgemeinerten EV in
die Spalten schreiben, und zwar in aufsteigender Ordnung der Stufe:

4 2 0
St=1(0 20
00 1

Mit
L[ 1o
S::Z 0 2 0
0 0 4

folgt
010
SAS~'=1(0 0 1
000

Da der einzige Jordanblock die Lénge 3 hat, ist das Minimalpolynom nach 11.1.10
gegeben durch Py(t) = 3.

6. Aufgabe(Losung) (10 Punkte)
a) Sei f(—x) = Az. Dann folgt f(—z) = (—=A)(—z) und f(z) = (—A)z. Also sind x

und —z Eigenvektoren zum Eigenwert —A\.

b) Die Matrix
2t 1
-1 2

ist schiefhermitesch, da A = —A*. Nach 9.1.7 sind schiefhermitesche Matrizen
normal. Aus dem Hauptsatz iiber normale Matrizen folgt die Diagonalisierbar-
keit.



c)

) = 0, aber die Vektoren sind keine Einheitsvektoren,

Es gilt zwar <( 1.) A

()]~

Sind alle Eigenwerte null, so ist das charakteristische Polynom +a™ = 0. Nach
dem Satz von Cayley-Hamilton erfiillt jede Matrix ihr charakteristisches Poly-
nom, d.h. es gilt £A™ = 0. Also ist A nilpotent.

= /1 —42 =+/2 # 1. Die Aussage ist also falsch!

denn

Das charakteristsiche Polynom der angegebenen Matrix ist

-A 1Y)
det(1 )\)—)\ + 1.

Die Eigenwerte sind +i. Da die Eigenwerte auf der Diagonalen der Jordannor-
malform stehen, kann die Matrix nicht zu einer reellen Matrix in JNF ahnlich
sein. Die Aussage ist also falsch!



