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Gruppeniibung

Aufgabe G1
Wir betrachten den reellen Vektorraum V der symmetrischen reellen 2 x 2-Matrizen.

a) Zeigen Sie, dass det : V — R eine quadratische Form ist.

b) Bestimmen Sie die Matrix der assoziierten Bilinearform beziiglich der Basis

= o Y )

¢) Bestimmen Sie die Hauptachsen und skizzieren Sie die Mengen
{fueVv:detu=1}, {ueV:detu=-1}
(als Teilmengen des R*, wenn jede Matrix mit ihren Koordinaten beziiglich obiger Basis identifiziert wird).
Losung:

a) EsseienA= (al a3) ,B= (bl b3) eV
as ap bs b,

Dann gilt det(AA) = A%a;a, — A%a2 = A2 (alaz - a:f,) = A2 det(A).
Fur

F(AB) = % (det(A+ B) — det(A) — det(B))
1
= 5 ((ar+by)(ay + bp) = (a5 + ba)’ = (@10, — a3) = (byby = b))
1
= 3 (ayby +ayb; — 2a3bs)

sieht man leicht, dass diese bilinear ist (denn es gelten die Eigenschaften (B1) und (B2)).

b) Um die Matrix der assoziierten Bilinearform zu bestimmen, miissen wir (nach Def. 10.1.3) F(B;, B;) fiiri,j = 1,2,3
berechnen. Wir erhalten:

1
F(By,B;) = 5(1-0+0-1—2'0-0)=0
1
F(By,By) = F(BZ,B1):§
F(Bl,Bg) == F(BB,Bl)ZO
F(Bz,Bz) = O
F(B,,B;) = F(B;3,B,)=0
F(Bs,B;) = -1
Damit erhalten wir folgende Matrix:
1(0 1 0
M=[Flz==|1 0 O
2lo 0 -2




¢) Wir fiihren Hauptachsentransformation mit M durch. Dazu bestimmen wir zuerst die Eigenwerte und Eigenvekto-
ren.
Charakteristisches Polynom: Py, (1) = det(M — AE) = (—1 — A)(A% — i)
Eigenwerte: A; = —1, A, = % Ag=—1

1 -1

1 L1

Normierte Eigenvektoren: u; = , Uy = % , U3= %
0

= O O

Zuriickiibersetzt in Matrizen sind die drei Hauptachsen die eindimensionalen Unterrdume von V, welche durch die
Matrizen

0 1 1 1 (1 0 1 1 (-1 0
M1_1-133_(1 o)’ MZ—E(1-31+1-BZ)—E(O 1), M3—ﬁ(—1-31+1-32)—ﬁ(0 1)

erzeugt werden. Identifizieren wir nun diese Unterrdume mit ihren Koordinaten beziiglich der Basis B als Teilmenge
von R3, so beschreibt die Quadrik {u ev | detu = 1} ein zweischaliges Hyperboloid mit den Hauptachsen, welche

von den Vektoren uj,u,,u; € R* erzeugt werden. Die Menge {u ev ) detu = —1} beschreibt dann entsprechend
ein einschaliges Hyperboloid.

Aufgabe G2
a) Welche der folgenden Matrizen sind positiv definit, positiv semidefinit, negativ definit, negativ semidefinit oder
indefinit?

3 41
b) Fiir welche Werte a € R ist die Matrix B= | 4 6 1 | positiy, fiir welche Werte negativ definit?
1 1 a

Losung:

a) - A; besitzt 0 und 5 als Eigenwerte und ist demnach positiv semidefinit
- A, ist nach dem Hauptminorenkriterium (Satz 10.4.7) positiv definit
— Aj besitzt einen positiven und einen negativen Eigenwert und ist demnach indefinit
- A, ist indefinit, da el Aje; = —4 < 0, aber eJA e, = 1> 0. (sh. Def. 10.4.1)
- Aj; ist mit dem Hauptminorenkriterium (Satz 10.4.7 (c’)) negativ definit
— Ag ist negativ semidefinit, denn ein Eigenwert ist null, die anderen beiden sind negativ

A =—1A,=-2,13=0)

b) Wir berechnen die Determinanten der Hauptminoren:
det(B;) = 3 > 0 (hier sehen wir schon, dass B niemals negativ definit sein kann) ,
det(B,) =2 > 0 und det(B) = 2a — 1. Damit B positiv definit ist, muss det(B) > 0 sein. Dieses ist fiir a > % der Fall.

Aufgabe G3

Gilt analog zum Kriterium fiir positive Definitheit (Satz 10.4.7) auch folgendes Kriterium?

Eine reelle symmetrische Matrix A € M,,(R) ist genau dann positiv semidefinit, wenn fiir alle Hauptminoren A, mit
r=1,---,ngiltdet A, > 0.

Losung:

Nein, denn z.B. sind die Hauptminoren der Matrix (8 _03) grofBer oder gleich 0, aber die Matrix ist nicht semidefinit,

1 0 1
da sie einen negativen Eigenwert hat (A; =0, A, = —3). Ein anderes Beispiel ware [ 0 0 O

1 0 O
Aufgabe G4

Es sei B € M,(R). Zeigen Sie, dass die Matrix A = BB symmetrisch und positiv semidefinit ist. In dem Fall, dass B
invertierbar ist, ist A sogar positiv definit.

Losung:




Hinweis: Bemerkung 10.4.2.

A= BTB ist symmetrisch, denn AT = (BTB)T = BTBTT =BTB =A.

Um zu zeigen, dass B’ B eine positiv semidefinite Matrix ist, benutzen wir das Standardskalarprodukt auf R": Fiir alle
x € R" gilt x"BTBx =< Bx,Bx > > 0, woraus folgt, dass BT B positiv semidefinit ist.

Ist B sogar invertierbar, so ist Bx # O fiir x # 0 und daher x"BTBx > 0 fiir x # 0, also ist BT B positiv definit.

Hausiibung

Aufgabe H32
Betrachten Sie den Kegel

2

— 3,2 2 _
C= Xy | €R |x1+x2—x3

in R3, sowie die affin-lineare Einbettung f : R? — R3, (xl) — Uy + XUy + XUy fir ug, uq,u, € R3.
2

{(2) eR?|f(x)e c}

Untersuchen Sie die Teilmenge

fiir
a) ug=e3, Uy =eq, Uy =¢y
b) uy=eq, uy=ey, uy =eg
C) Uy=es, Uj =6y, Uy =e; +e;3
d) up=0, u; =e;+eg, uy=e, —ey

Zeigen Sie: Es handelt sich um einen Kreis, eine Hyperbel, eine Parabel, zwei sich schneidende Geraden.
Skizzieren Sie die Mengen C und f (R?) jeweils.

Losung:
Zur Klassifikation siehe auch Beispiele 10.3.4.

a) f(x)=e3+x.e; +x9e5=1 X,

X1
1) e g2 X, | €C} = 1) eR2 | x2 4+ x2 =1\ Dies ist die Gleichung eines Kreises (Bsp 10.3.4 a)).
X, ; X, 1TX

b) f(x)=-e;+xie5+x5e5=| x;

1
(xl) €R? | x, |ecCc;= {(Xl) eR? { 12+xf=x§} = {(Xl) eR? }x%—xf=1}.
X3 X X3 X3
2
Dies ist die Gleichung einer Hyperbel (Bsp. 10.3.4 b)).
X3

) f(x)=e3+xie5+x5(e;+e3)= X,
Xy, +1

X2
(3;1)GR2| X1 eC :{GI)GR”’C%*"%):(’%JFUZ}={G1)€R2{x2=%xf_%}'
2 X2+1 2 2

Dies ist die Gleichung einer Parabel.




X+ xq

d) f(x)=0+x(e; +e3)+xy(e; —e3) = 0
X1 — X3
xq+ x,
(xl) GRZ{ 0 eC Z{(Xl) GRZ{(JQ +X2)2=(X1_X2)2}={(x1) €R2{4X1X2=0}.
X2 X1 — X, X2 X2

Dies ist genau dann erfiillt, wenn entweder x; = 0 oder x, = 0. Die Teilmenge beinhaltet also genau die x € R",
die entweder auf der x;-Achse oder auf der x,-Achse liegen.

Aufgabe H33

Zeigen Sie, dass zu einer symmetrischen, positiv semidefiniten Matrix A € M, (R) eine symmetrische, positiv semidefinite
Matrix P € M, (R) existiert, fiir die A= P? gilt. Ist A sogar positiv definit, so auch P

Losung:

Da A symmetrisch und reell ist, ist A normal (Beispiel 9.1.7 e)),also exisitiert eine orthogonale Matrix S, so dass A = SDST
ist, wobei D eine Diagonalmatrix ist mit den Diagonaleintrdgen d;1, - - ,d,,. Diese Diagonaleintrédge sind genau die Eigen-
werte von A. Da A positiv semidefinit ist, gilt d;; > O fiir alle i = 1,--- ,n. Setzen wir nun Q := diag (\/ dii, 50/ d,m),
so gilt D = Q2.Nun setzten wir P := SQS”. Dann gilt

P?2=58QS87SQST =5Q%ST =spsT =A.

P ist offensichtlich symmetrisch. Da P und Q dhnlich sind und die Eigenwerte von Q alle > 0 sind, ist P auch positiv
semidefinit.

Ist A positiv definit, so gilt d;; > O fiir alle i = 1,--- ,n. Also sind auch die Diagonaleintrage von Q alle > 0, woraus die
positive Definitheit von P folgt.

Aufgabe H34
Gegeben sei die reelle, symmetrische n x n-Matri x

a b b b
b a b b
a=|b b a b
b .- b a

Bestimmen Sie alle a, b € R, fiir welche A,, positiv, bzw. negativ definit ist.

Losung:

Wir betrachten zuerst den Fall n=1. Die Matrix A; ist positiv definit fiir a > 0 und negativ definit fiir a < 0.

Nun dikutieren wir den allgemeinen Fall n > 1, indem wir das Hauptminorenkriterium verwenden. Dazu miissen wir
jeweils det (A;) fiir k =1,---,n berechnen.

Wir ziehen die erste Zeile der Matrix A, von allen {ibrigen Zeilen ab und erhalten:

Dann addieren wir nacheinander die zweite bis n-te Spalte zur ersten und erhalten die obere Dreiecksmatrix

a+(n—1)b b b b
0 a—>b 0 0
Al = 0 a—-b
0
0 0 0 a—b»b

Da diese Zeilen- und Spaltenumformungen die Determinante nicht verandern, ist det (A,) = det(A") = (a — b Y(a+
(n—1)b) und analog fiir die Hauptminoren det (4;) = (a — b)*"(a + (k — 1)b).




« Uberlegen wir uns zuerst, wann A, positiv definit ist. Dazu miissen det(A;) > 0 sein fiir alle k = 1,--- ,n. Fiirk = 1
gilt det(A;) = a, weshalb a > 0 gelten muss. Es ist det(A,) = a® — b2, woraus a > |b| folgt. Damit ist der Faktor
(a—b)*! > 0fiir alle k = 1,--- ,n. Betrachten wir nun det(A;) = (a — b)*"!(a + (k — 1)b). Fiir det(A;) > 0 muss
dann auch a + (k —1)b > 0 sein. Ist b > 0, so ist dies stets der Fall. Ist b < 0, so gilt (a+(k—1)b) < (a+ (1 —1)b)
fir k> 1. Istalso (a+(n—1)b)>0,soauch (a+ (k—1)b)>0flurallek=1,---,n.

Zusammenfassend erhalten wir:
Die Matrix A, ist genau dann positiv definit, falls entweder a > 0,b > 0 und a > b gilt, oder a > 0,b < 0 und
a>(1—-n)b gilt.

* Nun iiberlegen wir uns, wann A, negativ definit ist. Wegen det(A;) < 0 muss dann a < 0 sein. Wegen det(A,;) > 0
muss |a| > }bl folgen. Damit ist (a — b) < 0. Wegen det(A;) < O fiir k ungerade und det(A;) > O fiir k gerade, muss
a+(k—1)b <O fiiralle k =1,---,n gelten. Fiir b < 0 ist dies immer erfiillt. Ist aber b > 0, so muss —a > (n—1)b
gelten.

Zusammenfassend gilt:
Die Matrix A, ist genau dann negativ definit, fallsa < 0,b > 0und b < lf—n gilt, oder fallsa <0,b <Ounda < b
gilt.

Fussballspiel

Habt ihr Lust den Mitarbeitern zu zeigen, dass ihr auch auf dem Fussballfeld richtig was zu bieten habt?
Dann nutzt die Chance beim Spiel “Mitarbeiter vs. Studenten” am 08. Juli um 16:00 Uhr.
Weitere Infos und Anmeldelisten liegen im 2. Stock des S2|15 aus.




